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Druckfehler. 
S. 429. 2.4. v. u. setze man g°+4-9,° statt 9’+4+g;- 


1. 


Ueber den Vortrag der Lehre von der Auflö- 
sung der Gleichungen des dritten Grades. 


Yon 


dem Herausgeber. 


Der in den Elementen gewöhnliche Vortrag der Lehre von der 
‚ Auflösung der Gleichungen des dritten Grades hat mir immer der 
Natur der Sache nicht recht entsprechend geschienen. Vielleicht 
dürfte sich die folgende Darstellung einigermassen zur Berücksich- 
tigung beim Unterrichte empfehlen. 


Die aufzulösende Gleichung, in welcher das zweite Glied fehlt, 
sei. | 
1) z=ar-+b, 


I) 


wo « und 2 reelle Grössen sind. Man setze 
y a =p+HV -D+-P +1) 
Hm t+WwHrV 1, 


wo auch 2, 9, ?,, 9, reelle Grössen sein sollen, so ist, wie man 
leicht findet: . } 


x’ —3(p+y) —1)(pı +4 1) Ir -+2, ++ 1} 
+p+ NV Ay; Hm Hg: 
oder 


pr TR + Derprg VI): 
+(P, +g9,) iR; 


Theil VI. 1 


und wenn also 


u 


z=p-tPp +g-+n)V—1 


eine Wurzel unserer Gleichung sein soll, so müssen die Grössen 
?3 95 Pı, 9ı 50 bestimmt werden, dass den beiden Gleichungen 


3 + Alm +, VY MV)=a, 
PH VA, Hm +, A)—2; 


? 


d. i., wie man nach leichter Entwickelung findet, den beiden Glei- 
chungen 


PPı —99ı ++- (pgı +9op,)V — =;a, 
pP’ + p1° — 3P9° — 3pı9ı? 
ws (’9:° — 997 —p nV —1 


also den vier Gleichungen 


u 


PPı 99 30, PA + gPpı =, 
I A 
"tn pr — pn —V 
genügt wird. | 
Richten wir nun aber unser Augenmerk zunächst und vorzüg- 
lich auf die Auffindung einer reellen Wurzel unserer’ gegebenen 
Gleichung, ohne uns für’s Erste darum zu bekümmern, ob es auch 


eine reelle Wurzel in allen Fällen wirklich giebt, so kommt zu 
den vier obigen Bedingungsgleichungen noch die Gleichung 


hm u — U} 


und wir müssen also die vier Grössen 2, 9, 2,, 9, so zu bestimmen 
suchen, dass den fünf Gleichungen 


+ n=V, 

a. PPı 19 pe ga TE gps —=o, 

AH TORE 

9.91, Speg 39,79, —0 
genügt wird, wobei nun aber die zwei folgenden Fälle von einan- 

der unterschieden werden müssen. | 

J. Wenn man der ersten der fünf vorhergehenden Gleichungen 
zufolge-9, =— g setzt, zugleich aber annimmt, dass die Grössen 
g und 9, beide verschwinden, so sind offenbar die fünf ‚Gleichun- 


sen A) vollständig erfüllt, wenn man die Grössen ?, 7, so bestimmt, 
dass den zwei Gleichungen i ze 


Ta PPı = 30, pn! tn: =b 
genügt wird. wm 


3 


Setzt man pP == p,’ == u,, so werden diese Gleichungen 
u, = ya’, u-u, —b; 
und weil nun 
(u — 2,)? = (” + u,)? — Auu, —=b* — „za° 
ist, so hat man zur Bestimmung von 2, #, die beiden Gleishungen 
Der —b,u— u —&Vı%- 5a:, 
aus denen sich 


_b+VR ga: „ _IFVR Ze 








FE, 075 Tu I > 5 27 ; 
also e 
8 m 
he V> AYR—ta 
BD rn 
3 —— I 
P en V»=Y#=: VRr—rat 
\ 2. 
ergiebt. Wenn daher : 
ara! > 6? 
ist, so ist 





N 
5) +2, Ver FEre b-VR— 


eine reelle Wurzel unserer Gleichung, und folglich 

(+71)? — ap HP.) — =). 
Zieht man dies von 

2 ar 1b 
ab, so erbält man | 
2 arme pp) ale pp), 
oder, wie man leicht findet: | f 
2 — ax — = (a — PHP HR HPHr HP Hr)’— al, 
und die beiden änderen Wurzeln der Gleichung | - 
> 13 00° — ar —b=0 oder > ac Hb 

ergeben sich daher durch Auflösung der quadratischen Gleichung 


vb E x“ arg Lan er (» +34)? a0, 
1* 


4 
wodurch man nach dem bekannten Verfahren 


6) ip )EVa—2p+p,) 


erhält. Hier frägt sich nun, ob diese beiden Wurzeln reell oder 
imaginär sind, welche Frage auf folgende Art beantwortet werden 
kann. 


Wenn „ya? = b? ist, so ist 
(p -Pp)’= 0, 
also | 
pP’ +-p,’=?pp:; 
und folglich 


(»-+-P,ı) =Appı 
d. i. wegen der Gleichung 97, —=4e: 
(P-+-pP,)’=ie 
oder E 
pp.) =ae, 
also 


a— :p-+-P,)=0, 


und die Wurzeln 6) sind also in diesem Falle beide reell und ein- 


ander gleich. 
Wenn „za? < b? ist, so ist 


P—Pp,)° >0, 
also £ 
PP t+p’>%pp:: 
und folglich 
(#-+P1)* >Appı> 
d. i. wegen der Gleichung pp, —=H4e: 
(»-+-P1)’ > 3a 
oder N 
3(p --7,)° a, 
also 


a—:3(P HP)’ <P, 


und die Wurzeln 6) sind also in diesem Falle beide imaginär. 

Die gegebene Gleichung hat also drei reelle oder eine reelle 
und zwei imaginäre Wurzeln, jenachdem „4a — db? oder „a! <b? 
Bi n ersten Falle sind zwei der drei reellen Wurzeln einander 

eich. 
2 II. Wenn man der ersten der fünf Gleichungen 4) zufolge 
9, =—g setzt, zugleich aber annimmt, dass die Grössen g und g, 


# 


5 


nicht verschwinden, so folgt aus der dritten der fünf genannten 
Gleichungen, nämlich aus der Gleichung 


PH +9, =, 


auf der Stelle y, =p, und die fünfte Gleichung, nämlich die Glei- 
chung 


+9’ 3° — p,’9 =) 


ist nun identisch gleich Null. Die zweite und vierte Gleichung, 
nämlich die Gleichungen 


PPpı - IN 38 
PP: BP — pP? =, 
werden aber 
p?-+4°=4a, p! — 399? —=4b; 
und die Grössen » und g sind also jetzt so zu bestimmen, dass 


diesen beiden Gleichungen genügt wird. 
Hierbei sind wir nach 1. offenbar berechtigt anzunehmen, dass 
& 


„ra: > b3, 


also auch & nothwendig positiv ist. Demzufolge können wir die 
erste der beiden zu erfüllenden Gleichungen auf die Form 


GR 


bringen, und sind also offenbar berechtigt, 


3 : 3 
»V- Zsın @, V = c05S $ 
. a a 
p=sın V5 Q == c08 9V/$ 


zu setzen. Führen wir diese Ausdrücke von » und g in die zweite 
der beiden zu erfüllenden Gleichungen ein, so wird dieselbe nach 
einigen leichten Reductionen 


>75? 
sin 9° — sin 9 cos =, V* en V Er 


Weil nun aber nach einer bekannten goniometrischen Relation 





sin 39 =3sin p cos p? — sin p° 


sin Jp — —) is 


ist, so ist 


Da nach der Voraussetzung 5 
| 27h? 
ara’ > 0°, also Tu < 1 


ist, so kann aus-der vorhergehenden Gleichung 39 immer bestimmt 
werden. Bezeichnen wir nun den seinem absoluten Werthe nach 
3” nicht übersteigenden, der Gleichung 


sin 99 = — u 
genügenden Werth von 39 durch — wo, so sind, weil 
sin (0 — 7) = sin (— w), sin(» + 7) — sin (— ®) 
ist, auch o— r und +7 Werthe von Ip, Yale für p erhält man 


also die drei Werthe — 1w, !(w — x), +(w» 4- x); folglich für 
P=p, die drei folgenden reellen Werthe: 


» ee ; 
— sin {u 4, sin 4(0 — VS sin o+-=)V$- 


Da nun 3-+-p,=2p eine Wurzel unserer Gleichung ist, so hat 
dieselbe im vorliegenden Falle jederzeit die drei folgenden reellen 


Wurzeln: 
. & 
— 2sin o/$ 
D == in {wo —)/$ 


2sin .(w—+ )V/+ 


—2sinzo/ $ 
a 
8) zz (—2sint(r — v5 
\ a 
2sin (7 + o)V$- 


Auch erhellet leicht, dass die zwei ersten dieser drei reellen Wur-. 
- zeln immer negativ sind, die dritte Wurzel dagegen stets positiv 
ist. Dass die drei Wurzelm im vorliegenden Falle jederzeit sämnmt- 
lich unter einander ungleich sind, fällt eben so leicht in die Augen. 

Aus der vorhergehenden Entwickelung ergiebt; sich ‚also. über- 
haupt Folgendes. _ 

1. Wenn „za? =” oder Aa?’ — 272? ist, so hat die gegebene 
kechung drei reelle Wurzeln, von denen zwei einander gleich 
sind. 


oder 


2. Wenn „„a°® <ö? oder 4a? < 272? ist, so hat die gegebene 
Gleichung eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln. 
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3. -Wenn „za? > 2? ist, so hat die gegebene Gleichung drei 
sämmtlich unter einander ungleiche reelle Wurzeln, zwei negative 
und eine positive. 

4. Die gegebene Gleichung hat also. hiernach auch immer min- 
destens eine reelle Wurzel. 

Sind auch die im Vorhergehenden gefundenen Resultate nicht 
neu, so scheint mir doch die obige Darstellung eine bessere Ein- 
sicht als die gewöhnliche in die eigentliche Natur des Gegenstan- 
des zu gewähren, und deshalb beim Elementarunterrichte vielleicht 
einiger Berücksichtigung nicht ganz unwerth zu sein. 


11. 


Ueber die geometrischen Oerter der Mittel- 
punkte einiger Begränzungscurven des 
| Schattens. 


Von 


Herrn L. Mossbrugger, 


Lehrer der Mathematik an der Kantonsschule zu Aarau. 


Bestimmung der Oerter, auf welchen die Mittelpunkte der Be- 
gränzungscurven der Schatten liegen, die eine Fläche zweiten Gra- 
des auf eine gegebene Ebene wirft, wenn sich: 

- A) der leuchtende Punkt auf einer ausserhalb der Fläche ge- 
gebenen Linie zweiten Grades bewegt und die Ebene, auf welche 
die Schatten geworfen werden, fest bleibt. 

B) Wenn der leuchtende Punkt fest bleibt, der Mittelpunkt der 
Fläche zweiten Grades aber (oder wenn diese keinen Mittelpunkt 
hat, ihr Scheitel) sammt der Fläche sich so. auf einer Linie zweiten 
Grades bewegt, dass eine ihrer Hauptebenen mit der Ebene jener 
Linie zweiten Grades zusammenfällt und ihre Achsen sich immer 

arallel bleiben. Auch in diesem Fall sollen die fraglichen Mittel- 
punktsörter bestimmt werden, wenn die Ebene, worauf die Schatten 
geworfen werden, fest bleibt. 

Wir schicken zum bessern Verständniss des Folgenden einige 
wenige Erklärungen und Sätze voraus. 

-1) Denken wir uns irgend eine Fläche £ zweiten Grades und 
ausserhalb ‘derselben, aber auf entgegengesetzten Seiten der Fläche 
F, zwei parallele Ebenen Z und £ (z.B. die erstere oberhalb. und 
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die andere unterhalb der Fläche 7’). In. der erstern befinde sich 
ein Punkt 7; wird aus diesem eine stetige Folge von geraden Be- 
rührenden an die Fläche 7’ gezogen, so liegen diese bekanntlich 
auf der Oberfläche eines Kegels X zweiten Grades, welcher die 
zweite Ebene Z’ in einer Linie Z zweiten Grades schneiden, die 
Fläche F aber in einer andern Linie Z’ desselben Grades berühren 
wird. 

2) Der Punkt ? heisst der Pol der Ebene, in welcher sich 
die Linie Z’ befindet, so wie diese Ebene die Polarebene des 
Punktes P genannt wird. . 

3) Bewegt sich der Punkt Pin einer Ebene, so dreht sich die 
Ebene der Berührungscurve um einen Punkt; bewegt er sich aber 
auf einer Geraden, so dreht sich letztere Ebene ebenfalls um eine 
Gerade. 

4) Ist der Punkt 7? leuchtend, und. die Fläche 7’ dunkel, so ist 
ebenfalls bekannt, dass die Linie Z die Begränzungscurve des 
Schattens ist, welchen die Fläche F auf die Ebene Z' wirft; fer- 
ner ist die Berübrungscurve Z’ des Kegels X und der Fläche 7 die 
Trennungscurve des beleuchteten und dunkeln Theiles der letztern. 

Nach diesen vorausgeschickten Erklärungen gehen wir zur Lö- 
sung der folgenden speciellen Aufgaben über: 

I. Es ist ein Ellipsoid der. Lage und Grösse nach gegeben; 
ausserhalb, und zwar oberhalb der Ebene, in welcher die beiden 
Hauptachsen 24 und 22 des Ellipsoids liegen, in der Entfernung 
7 von dieser und parallel mit ihr befinde sich-eine Ebene Z, und 
ebenfalls ausserhalb, aber auf entgegengesetzter Seite in Beziehung 
auf die Ebene der Hauptachsen 24 und 22, befinde sich in der 
Entfernung (—#) von dieser eine zweite parallele Ebene #. In 
an ersteren Ebene E bewege sich ein leuchtender Punkt 7 so, 

ass er: 

a) eine Ellipse, b) eine Hyperbel, c) eine Parabel, d) eine Ge- 
rade beschreibt. Die Mittelpunkte der beiden erstern und der Schei- 
tel der dritten dieser Curven befinden sich im Durchschnittspunkte 
der verlängerten dritten Hauptachse 2C des Ellipsoids mit der Ebene 
E; und die beiden ersten Achsen 2« der beiden erstern, so wie der 
- Hauptdurchmesser der dritten jener Leitcurven seien mit der Achse 
2A des Ellipsoids parallel. Man soll die in der Ueberschrift ver- 
langten Stücke der Aufgabe bestimmen. | | 

Wir nehmen den Mittelpunkt des Ellipsoids zum Coordinaten- 
anfang und seine Achsen zu Coordinatenachsen; alsdann ist dessen 


Gleichung: 


, 


Een 


Bezeichnen wir mit 2’, y' die veränderlichen Coordinaten eines 
Punktes ? in der Ebene Z, deren Gleichung % = % ist, so ist, 
wenn dieser Punkt eine Ellipse beschreibt, deren Achsen 2, 2£ 
respective mit den Achsen 24 und 22 parallel sind, und deren 
Mittelpunkt im Durchschnitt der verlängerten Achse 2C' mit der 
Ebene X ist, 


1° -+ =... (2) 
die Gleichung jener Ellipse. 
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Ferner ist die Gleichung Aebnigen Kegels, dessen Scheitel 
(4 


sich in irgend einem Punkte (=, y', +) dieser Ellipse befindet, und 
der das Ellipsoid (1) berührt, folgende: 


f4®y'? + B?x? — 42 B?}(z — 1)? 

—+ |A®A? + 0?.x'? — 12°C: \y— y')? 

++ | B?h® + Oy'? — B?C*\(2 — 2)? 0,4. 
— 202 ylx — x) (y— y') — 2 B? ho (c—x’)(z—)) 

— 21:2y(y—y) (s— 1) 


Setzen wir ‚in dieser Gleichung x == — 7’, so erhalten wir die Glei- 
chung der Curve, in-welcher die Kegelfläche (3) die Ebene EZ’ 
durchdringt, oder der Curve, welche den Schatten begränzt, den 
das Ellipsoid (1) auf die Ebene Z’ wirft, wenn sich der leuchtende 
Punkt in einem Punkte 7 der Ellipse (2) befindet, dessen Coordina- 
ten x’, y', % sind. 

Diese Gleichung ist: 


[A®h? + 2": — 2? }y? — 20x y .20Y 
+ BR +0@y?— B? C}0? +24: + AR)y.Yy 
—+ 22°(0? + IN)’ .2-+(W? — 0?) Ay? B??} 
— 4?B°(h + %)? 


ZU FSRAR A) 


Aus dieser Gleichung erhalten wir leicht: 
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(9) °'*° >= il = I) — I) — 
la — 20) Halelay HI) — ade — II) Hay — IT:P Ir «fd 9} 


(<) + 0= flıY — 9) (24 — 9) er 
1,0 la — 29) + 4,244 +9) — ud — OD) GE —- IuF:F UI: Tr LET) :P 


en usdungdla]g uapıoq 91p 
„4 pun ‚d uoa 3unmwpsogj ınz ıım yoınpom ‘uassnwm us J[nN SyPnıpsay natatpuyad uoypIozjozinAy Up Aaayum 91p 
ssep ‘Iy9S10AIO SneIoM “uuey uogey Io Uasızar one ınu „ds yone spe 5 jyomos ssep “auquayo doqe 3SI SA 


‘ 





IP — 2, %:9F 24:F IF — UI U _ b 


w,l24 — 29) (2.4 — IP | 7 Ay +9): — NE er 
yy+ 298 — he eh! Kay —IN:TEFP —ıTIrTE N: P} 





dx 


“ 4‘ 


est n+ 






| IP — 79H :Y4:F 74 77 u 9.2 Bak 2 ge? 
| NY — 29) (EU — IF — | u 07 u 777 Ze LE Ba 
H+.f:IıF} 

















:ä any syonıpsany Q97279[ Sep Isjapıur a1 MOyEULO 


os ‘uassıosqy uapuayaaıdsyus „6 pun asjeuıpig uap sıp ‚J=Ng pun d=70 us1as yaıpaa 'aanıdae) Yy pun 


7 Wajyung uap ur FZDITIIT Pain) aıp ya “uoyeuıpıg wdmbıp Z/=NH rm ZJ=7d w>3sÄsuajeup.loo,) 
uajaı yuıAay091 uauawwousdur wop 19q UaIOS Aau1ay :351 jjo3s28.1ep (F) Fangarajg vıp ydınp oyapA pun ‘yzuBıd 


-3q ‚7 auaqg Jap. ur uayJegdg uap aypppMm ‘oAıı) aSwuoleıp FIADATIT TFT JRL 95 SD ‘ue ung ıım uauyoN 


IF — 27:97 24: Br 77 und 7.24 Bau X 21 


fly — 29) (2% eE I)» F == | is Alyy Sr I):P ne vÄTC) 
te, 4 — I) Hralyy FINE — Ulead — DEU — IA — 20 IT + 29er) | 


—h 














® 
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erhalten. Dadurch wird aber auch: 


ans C2ay pP—4,(C:+Ah)y „__ Ce y'p"—AC? + hh’)y + 
y= A4?:h? + C?x'? — 4°C? > Ve A4:h? +02? — 420 eo... ( ) 


Subtrahiren wir die Gleichung (6) von der Gleichung (5) und di- 
vidiren den Rest mit 9’ —p»”, so erhalten wir: 


(F-n)@ Hr) ACH NE, 
also 
rn — (En hh)at 
p-+p re... (8) 
Addiren wir die Gleichungen (7), so erhalten wir 


(02 cha)y 
HEN... 





Bezeichnen wir jetzt die Coordinaten des Mittelpunkts der Begrän- 
zungscurve PCR@DA des Schattens mit 7 und «, so ist bekannt- 
lich 2 





’+ „ ”„ 
i—#8 3 u—T+ a. 


Aus diesen Gleichungen und aus (8) und (9) erhalten wir: 


„—_ (@ + Ah)a’ (C2 + hh)y 


= een]... 00) 











Ist jedoch der leuchtende Punkt 7 nicht fest, sondern bewegt er 
sich auf der Ellipse (2), so wird auch die Curve (3) in jedem Augen- 
blick eine andere Lage und Gestalt annehmen, mithin auch ihr 
Mittelpunkt stetig seinen Platz ändern, also eine Curve beschrei- 
ben. Die Gleichung dieser Curve werden wir aber erhalten, wenn 
wir aus den Gleichungen (2) und (10) die Grössen =’ und y eli- 
miniren. Dadurch erhalten wir 


(©: — h2)t ]® (C2 — h2)w) 2 
«(C? + hi) MEER eladil) 

als die Gleichung des Orts der Mittelpunkte der Begränzungscur- 
ven des Schattens, wenn der leuchtende Punkt die Ellipse beschreibt, 
welche durch die Gleichung (2) dargestellt ist. Die Gleichung (11) 
drückt aber ebenfalls eine Ellipse aus, und zwar verhalten sich 
ihre: beiden Achsen wie «:ß; mithin ist sie derjenigen Ellipse 
ähnlich, auf welcher sich der leuchtende Punkt bewegt. 

Es ist bei der Curve (11) zu bemerken, dass dieselbe für jeden 
positiven oder negativen Werth von #' reell bleibt, was begreiflich 
allen Vorstellungen und Begriffen von Schatten widerspricht, indem 
offenbar. weder ‘von Begränzungsceurven des Schattens, noch von 
ihren Mittelpunkts-Oertern die Rede sein kann, wenn z.B, die Ebene 
E sich‘ .in solchen Lagen befindet, die entweder zwischen dem El- 
lipsoid und (dem leuchtenden Punkt, oder gar oberhalb von beiden 
liegen. In’ diesen Fällen: muss’ die -Gleichung (4) - nicht. betrachtet 


u‘ A a 


werden, als drücke sie die Begränzungscurve des Schattens' aus, 
sondern sie stellt alsdann offenbar nur die Durchschnittscurve des 
Umhüllungskegels (3) mit der Ebene EZ’ vor, welche für alle posi- 
tiven und negativen Werthe von #'’ reell sein wird.‘ Bei dieser 
Betrachtung kann man mit jenen Untersuchungen die Frage verbin- 
den: „Auf welcher Fläche liegen die sämmtlichen Mittelpunktscur- 
ven, wenn sich die Ebene Z’ parallel mit sich selbst bewegt?” 
Wir werden die Gleichung dieser Fläche sogleich erhalten, 
wenn wir die Grösse %' als veränderlich betrachten und statt dieser 
in der Gleichung (11) eine neue Veränderliche (=+v) einführen, 
wodurch wir als Gleichung der gesuchten Fläche erhalten: 


N — ht 
«6? 








+ ze el relgjei... am 





Diese Gleichung drückt offenbar ein eintheiliges Hyperboloid aus, 
dessen Achsenrichtungen mit jenen des Ellipsoids (1) dieselben sind, 
dessen Mittelpunkt zwar auf der Achse der x, jedoch nicht auf dem 
des Ellipsoids liegt. | 
Eben so finden wir, wenn sich der leuchtende Punkt Pin der 
Ebene Z auf einer Hyperbel, Parabel oder einer Geraden bewegt, 
deren Gleichungen 
= 
& 


2 


—1.... (1) 


-, 








, 


Yan .. (14), 
| y —=m-+n&'...(15) 
sind, dass respective 





(C2 —h2)£) (C2 — h2)u 2,7 
el. ae), Tr 
u VrEHE.,.. (17) 


C?-+-hh \ 
le z2....(18) 








die Gleichungen der Mittelpunkts-Oerter der Begränzungscurven der 
Schatten sind. ‚Auch sehen wir aus diesen Gleichungen, dass die 
erstere eine Hyperbel ist, welche derjenigen ähnlich ist, welche 
durch die Gleichung (13) dargestellt ist; die zweite aber ist eine 
Parabel, die mit der in No. 14. ausgedrückten ähnlich ist; die 
dritte endlich ist eine mit der Geraden (15) parallele Linie. 

Bewegt sich die Ebene Z’ wieder so, dass sie immer in paral- 
leler Lage bleibt, so erhalten wir, wie vorhin, für die Gleichungen 
der Flächen, auf welchen sich die bezüglichen Mittelpunktscurven 
befinden, folgende: | 


B?(C” .. EYE? mr a?(€C? En 4?)?u? ER a?ß?A?v? 2028? 0” hv 
— 02B?C* .... (19) 
(02 — h?)u? + phtv — Opt—=V.... (20) 
ahv— (CO — h’)u-nt-+-mC:—=0.... (21) 
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Die erste drückt ein zweitheiliges Hyperboloid aus, die zweite ein . 
Paraboloid und die dritte eine Ebene. 

Um den zweiten Theil der allgemeinen Aufgabe auf den spe- 
ciellen Fall, wenn die Fläche 7 ein Ellipsoid ist, anzuwenden, 
nehmen wir an: 

Il. In der Ebene Z befinde sich ein leuchtender, jedoch fester 
Punkt PP, dessen Coordinaten @, Ö, c sein sollen; ferner sei ein 
Ellipsoid gegeben, das sich so bewegt. dass sein Mittelpunkt in der 
Ebene seiner beiden Achsen 2A und 22, welche sich während des- 
sen Bewegung immer parallel bleiben sollen, a) eine Ellipse, b) eine 
Hyperbel, c) eine Parabel, d) eine Gerade beschreibt. Welches ist 
der Ort der Mittelpunkte der Begränzungscurven der Schatten, 
welche jenes Ellipsoid in seinen verschiedenen Lagen auf eine mit 
der Ebene der Achsen 2A und 22 parallele Ebene Z’ wirft, ‘wenn 
diese von jener den Abstand # hat? | 

Sind X, Y, Z die veränderlichen Coordinaten eines Punktes 
des Ellipsoids in irgend einer seiner in a) angegebenen Lagen; 
a, t jene seines beweglichen Mittelpunkts und 


+ el =ı... @ 


die Gleichung der Ellipse, auf der sich jener Mittelpunkt bewegt, 
so ist die Gleichung des Ellipsoids: 





IT -+ ZN + Il =1.... (23) 


und die der umhüllenden Kegelfläche, deren Scheitel sich im Punkt 
(a, 6, e) befindet: 
| B®?e? + C?(b — u)? — B?C:}(X — a)? 
+ !A?c? + Ola — )? — 4? C"}!(Y—b)’ 
+ A: — 2)? + B?(a — t)? — 4? B?(Z — c)? 
— 20:(a —{)( — u) (X—- a)(Y— 2) 
— 2B?cla—D)(X—a)(Z— ec) 
— 24?cl — u) Y— db) (Z— ec) 


— 0% ,.% (ZA) 


Setzen wir in dieser Gleichung Z=— 7, so erhalten wir die Glei- 
chung der Curve, in welcher die Kegelfläche (23) die Ebene # 
schneidet, d. h. die Gleichung der Curve, welche den Schatten be- 
gränzt, den das Ellipsoid (22) in irgend einer seiner Lagen auf 
die Ebene Z’ wirft. Diese ist daher: 
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‘ 


«(4 + 9):9:9:n = : 5.3 
ed (29:9 #929) (99 +9) HL le? — 9) (49 4 9 Bid — 
129 — 9) (49 + 29)0:98 — 1:39 = 9). + aL (2? — 9):9 
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| | :apua3jof ‘Jyonıpsne 319 uaJgonsa3 uap aydfaM 
‘3AAng a9p Zunyorajy) dp any zım uojjeyıa os ‘2 pan 7 uassoag) oıp (98) pun (7%) uadunydlafgy uap smne ALM U9AULUH 








.... I— 2:9 Be c I 72) 25 
(9%) sn Fo -Narn N To wFG-n)ar 


suauorJonpay uadıur eu Sanyıouag uoyspıqosaßsnnıoA 1oual yoeu Ma mayfeyıo os “7 pun,z Ju sapemg ua} 
-19MZ alu] uaJyonapoösne (C2) Zunyp1a]9 Pip yoınp sap-syyundjaygimy SPP uoreutpıooy 9ıp dayep aım uauydIazag IST 


Ma — 15 Me: —_ 1, 
5-59 SR — I 


i j | uuepsje 
‘puis 193270] A9p sIyundjayyi sap uapeurpıooy aıp '% *!x pun “yygajsıep Sopeı) uajlaMz arlır] 1auld Sunpra]9) 91p 


D=LH+FHE HÄTTE Hd HÄRSH+ ÜRR 
‚urwoggje uuom ssep “a usyaowog 
(2 —9).E (429° @—P).1 (4 )90E — 
n—9)@-2),9 98 — KIEeP — 0-9). Reel) 
&) (99): — «0 —9):93:90+ 19 — 9): 7 — :(R —N:9 1:9 + 
a —2)(y-+9)9.7 —(® - 9)@—2).90— 219-9 ):7 — er -NINXS — 
K0—7) (4). —(a—2) a2) 92-0199): P — 0 —B)EI1 A 8X 199 TERN 

AX@—9)@—92).9°— 2A 1919 ).P — a — 0) | 
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Diese Gleichung drückt aber eine‘mit der durch die Gleichung (22) 
dargestellten Ellipse ähnliche Ellipse aus. 

Nehmen wir statt der Leitcurve (22) des Mittelpunkts vom EI- 
lipsoid eine Hyperbel, eine Parabel, oder eine Gerade, deren Glei- 
chungen ; 


p& 


& 





2 u? 
ai a —1....@$) 
ur —=pti..: (29) 
u— m--nt.........(30) 
sind, so erhalten wir auf gleiche Weise, wie oben, für die Glei- 


chungen der Ortscurven der fraglichen Mittelpunkte respective fol- 
gende: 


BC: — ce)? T? — a?(0? — 2)? U? 
+ 20?24(0? + ch) (C* — ce?) U 


— 2ß2a(0? + ch) (CO: — ce?) T —=0..1. @l) 
+ 06 ++ ch’)? (@?P? MR 6°?) Sy 
Ei a?’ß?c?’(c+ ih)? 
ya 20? + ch) U e(c+#) 
er 
ih ee enrlaefe+A)p — B(C: + ch} =0.... (32) 


N HE Tu. 10133) 


Die erste dieser Gleichungen drückt eine: Hyperbel aus, die mit der 
Leiteurve (28) ähnlich ist; die zweite eine Parabel, welche eben- 
falls mit der entsprechenden Leitparabel (29) ähnlich ist; die dritte 
endlich eine mit der Geraden (30) parallele Gerade. 

Ill. Wir können auf gleiche Art ‚die nämlichen Aufgaben in 
‚Beziehung auf andere Flächen des zweiten Grades lösen. Um je- 
doch Wiederholungen zu vermeiden, werden wir nur noch bei einer 
‚ derselben die Resultate angeben. Ä 
‚Ist nämlich 


2): yı? x} 2 : 
are leer. en 
die Gleichung eines eintheiligen Hyperboloids, so finden wir in Be- 
ziehung auf die in Aufgabe I. gestellte Forderung für die Glei- 
chung der Begränzungscurve des Schattens, welchen das Hyperbo- 
loid auf eine Ebene Z', deren Gleichung 2 = — % ist, wirft, wenn 
(x, y, A) die Coordinaten des leuchtenden Punktes sind: Ya 
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2”? — 41:0 + A))y? — OR Yy.2Yy 
+{0y? — B?(C? + A?)}2? + 24°(C0° — hh)y .y 


+ 22°:(0 — hi) .x + A’B’(h-+- A)? nn hi (35) 


— (0? + A”) (4? y'? + DB?) Ä J 
Die Coordinaten 7, # des Mittelpunkts dieser Curve sind: 
| _(@—hi (Cr —Ah)y 
= Wenn Sg el) 


Beschreibt der leuchtende Punkt (2, y', 4) a) in der Ebene z=% 
eine Ellipse, b) eine Hyperbel, c) eine Parabel, d) eine Gerade, de- 
ren Gleichungen respective 


Elle ge 


yY—=px, Y—=m—+ nz 





(37) 


sind, so finden wir beziehungsweise für die Gleichungen der Curve, 
welche der Ort der Schattencurven Mittelpunkte-ist, folgende: 








@rrng cleeeh 

a«(C? — Ah’) BIC? — Ah’) = 

(C? + A?)t)2 (©? ph?) ? ir. 

a5 — aha Die... (a8 


„po —hm) _m(C—Ah) 


a ra u De | 





Wir erkennen aus der Form dieser Gleichungen die Aehnlich- 
keit ur Curven, welche sie ausdrücken, mit den entsprechenden in 
No. 37. 

Bleibt aber der leuchtende Punkt, dessen Coordinaten wir jetzt 
mit a, 6, c bezeichnen wollen, fest, und bewegt sich das Hyperbo- 
loid so, dass sein Mittelpunkt in der Ebene der Kehlellipse a) eine 
Ellipse, b) eine Hyperbel, c) eine Parabel, d) eine Gerade beschreibt, 
und die drei Achsen des beweglichen Hyperboloids immer mit ihrer 
erst gegebenen Lage parallel bleiben, so finden wir bei den glei- 
chen angenommenen Bezeichnungen, wie beim Ellipsoid in Auf- 
gabe II., für irgend eine angegebene Lage des Hyperboloids, des- 
sen Gleichung: | 


+ Zr 12" =1.... (9 

für die Gleichung des Schattenkegels aber: 

IC?(a — t)? — S?(C? + ce?) Y— 5°? 
+0)? — BIC +e)(X a): 
— 41, — u)? + B’(a — t)? — 2?B(Z— ec)? 
— 2C0’(a —ı)(b—u) (X —a)(Y— 2) 
-+2B’cla—ı) (X —a)(Z—e) 
+24: — u) (Y—2)(Z—e) 


—0.... (40) 
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> 
, 
:y— —% auaqy op ur suayeyog sap aAınosdunzugidagg op Zuny9la]j9y, S1p any pan = 
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Im Fall a): 


a( ©? +- ca U? + (0 + c?)? 7? 
+ 2u?dch — O) (EC? + c?!)U 


+ 2B?alch — @)(® + e:)T ==0,... (AA) 
+ (cHh — C*)? (a?B? + 22a?) — a?ß?e?(c+ A)? 
Im Fall b): 
BE? + c?)’T? — a?(0?  c?)? U? 
— 2a?ö(ch — CO) (+ ec?) U eg (45) 
+ 2#°’@(c# — C)(C —+c?)T Su; 
+ (eh — C?)? (a?ß? — b2a?) — a®ß?e’(ce-+ 4)? 
m Fall c): 
DA. ep + Ma — b?(c# — C*)} 
(C?-+ ec?) | (46) 
_2blc" —C)U | pele+A)T % WE . 
& C?—+c? C* +.c? | 
Im Fall-d): 
i Ä h’ — €? —b ph’ 
u ENT... (47) 


- 


—_ 


Auch diese vier Curven sind ähnlich mit jenen in (43). Bei 
den übrigen Flächen des zweiten Grades wird man bei ähnlichen 
Untersuchungen Resultate erhalten, welche mit den bereits gefun- 


denen im Allgemeinen übereinstimmen. 
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BER. 


Ueber elliptische Flächenräume. 
Von 


Herrn L, Mossbrugger, 


Lehrer der Mathematik an der Kantonsschule zu Aarau. 


Es bewegt sich ein Punkt ? innerhalb einer Ellipse ICE, 
(Taf. I. Fig. 2), deren Achsen 2z, 22 sein sollen, so, dass wenn 
man durch denselben parallel mit den beiden Achsen I und EC 
- Linien. zieht. wie ÄS und NZ, die Flächerräume ACANZ und 
AKSEB, welche zwischen der parallelen Halbachse, dem von jenen 
Linien auf der andern Achse abgeschnittenen Stück und dem zwi- 
schenliegenden elliptischen Bogen begränzt sind, einander gleich 
werden. Welches ist der geometrische Ort des Punktes ?? 

„Es sei AL = 2, 2N=y,AK=xz, KS=y, so ist be- 
kanntlich der Inhalt der 


Fläche ACNL— EV a?’— 2°’+ = Are sin — fer (1) 
und der Inhalt der | 


Fläche AKSB= IV Ra" + 2 Are sin... (2) 


Nach der Bedingung der Aufgabe muss also die Gleichung 
se\ e—2:—,V FR + Arcsin®—  Arcsin“ =0.... (3) 


statt finden. 

Dieser Gleichung wird aher Genüge geleistet, wenn wir ent- 
weder die transcendenten, oder die algebraischen Grössen einander 
gleich setzen; dadurch erhalten wir im ersten Fall: | 


Are sın EZ — Arc sin z 
a 
folglich auch * 
a 
gen‘) <- 


it ” 


20 


m 


a 
a 


Im zweiten Fall aber bekommen wir 


bx ax 
EER 2 Ze u  F 2 2° 
re Ver x; 
hieraus ist ‚aber 
b® . 
Eee en 2 1 ” 
=, — b an u 


Nehmen wir denjenigen Werth von =’?, ‘welcher sich hieraus für 
i 4 oe Dir? i 
das Zeichen —+- 'ergiebt, so erhalten wir: =’? —=—— , also wie- 
L / ad” 





’ ha 
dem «==#7- 

Dieser Werth wird offenbar die Gleichung (3) befriedigen. Wir 
sehen aber daraus ferner, dass es nicht nur einen, sondern eine . 
stetige Folge von Punkten giebt, welche der in der Aufgabe ge- 
gebenen Forderung entsprechen. Bezeichnen wir daher die Coor- 
dinaten des veränderlichen Punktes 7 mit 7 und z, so haben wir 
2 —=t, 2’ —u, also ist die Gleichung. des gesuchten Orts: 

bt 
Er 


1/2 


Bei dieser Gleichung erkennen wir aber auch gleich, dass durch 
sie die beiden Asymptoten einer-Hyperbel dargestellt werden, die 
mit der gegebenen Ellipse denselben Mittelpunkt hat, und deren 
Scheitel in den Endpunkten der grossen Achse 2 der Ellipse sind, 
deren imaginäre Achse aber die gleiche absolute Grösse und Lage 
hat, wie die der kleinern Achse 26 der gegebenen Ellipse, die also 
allgemein unter dem Namen einer zugeordneten Hyperbel bekannt 
ist. Weil aber aus dem Öbigen auch folgt, dass der elliptische 
Raum CNnE gleich dem ell. R. 28sD, so haben wir den allge- 
meinen, so viel mir bekannt ist, noch neuen Satz: 

I. Dass wenn . man aus irgend einem Punkt der 
Asymptoten einer Hyperbel, welcher innerhalb derzuge- 
hörigen Ellipse liegt, mit den Achsen der letztern pa- 
rallele Sehnen zieht, alsdann diejenigen beiden ellipti- 
schen Räume einander gleich sind, deren einer von der 
‚kleinen Achse, der ihr parallelen Sehne und den beiden 
elliptischen Bogen, weiche zwischen jenen liegen, be- 
vränzt ist; der andere aber ist von der grossen Achse 
der ihr parallelen Sehne und den beiden zwischen die- 
sen liegenden elliptischen Bogen eingeschlossen. 

Mittelst dieses Satzes, den wir, wie besser unten gezeigt wird, 
noch weiter ausdehnen können, sind wir im Stande, die Gleichheit 
einer Menge elliptischer Räume herzuleiten und deren Flächen selbst 
zu bestimmen. 

Der Kürze wegen wollen wir im Allgemeinen die fernern Be- 
stimmungen nur auf Theile eines einzigen elliptischen Quadranten, 
nämlich von ACFBA beschränken, und zuerst die Vergleichungen 
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zwischen den elliptischen Flächenräumen und alsdann erst die nä- 
here Bestimmung ihres Inhalts vornehmen. 
Wir haben daher nach dem obigen Satz: 


ellipt. Raum ACNZ = ellipt. Raum AXSB.... (5) 


Nehmen wir von jedem dieser Räume das Rechteck AKPE hio- 
weg, so bleibt: 


ell. R. KCNP=ell. R. LPSB.... (6) 


Aus dem gefundenen allgemeinen Satze folgt ferner, wenn man 7% 
parallel 42, und ZT parallel AC zieht, dass 


ell. R. ACFT=ell. R. ASFB.... (7) 
mithin ist auch 
ell. R. SCNF=ell.R. TFSB.... (8) 


Beschreiben wir endlich das Rechteck ZRCeDgEi um die gege- 
bene Ellipse und verlängern 77 und $7' bis sie die Seiten dessel- 
ben in Y und W trefien, so folgt aus (7) und (5), dass 


el. R. ZAFT=ell. R. XSFS.... 0) 


mithin ist auch 


[2 


ell. R. @NF = ell. R. AFS.... (10) 
und 
el. R. UNVF =ell.R. FWHS .... (1) 


el. R. CFR—ell.R. BFR.... (12) 
Aus (8) folgt aber auch 
ell. R. AFNC—=ell. R. AFSB.... (13) 


Nehmen wir ferner ausserhalb der Ellipse ZCDE auf einer der 
Asymptoten, z. B. auf AFR, einen beliebigen Punkt Z” und zie- 
hen P’X’ parallel mit 42, P’Z' parallel mit AC, so folgt aus 
(13), dass auch 


‘Raum CXPF=Raum BFP'L.... (14) 


ist. Da wir den Punkt 7°’ an einem ganz beliebigen Ort, jedoch 
auf einer der beiden Asymptoten liegend, angenommen haben, so 
ergiebt sich aus No. (14) als Erweiterung des Satzes I, noch fol- 
gender: 

I. Wo wir auf einer der Asymptoten einer Hyperbel 
einen Punkt annehmen und von demselben auf die ver- 
längerten Achsen der zugehörigen Ellipse Perpendikel 
fällen, so ist derRaum, welcher zwischen einemsolchen 
Perpendikel, dem ihm nicht parallelen Achsenstück, das 
zwischen, dem Scheitel der Ellipse und dem Fusspunkt 
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jenes Perpendikels liegt, dem Asymptotenstück, das 
zwischen dem angenommenen Punkt und ihrem Durch- 
schnitt mit der Ellipse befindlich ist, und endlich zwi- 
schen dem elliptischen Bogen, welcher zwischen diesem 
Durchschnitt und jenem Scheitel befindlich ist, gleich 
dem elliptischen Raum, der von den analogen Stücken 
auf der andern Seite der Asymptote begränzt ist. 

Ziehen wir 3C, so wird diese von A in X halbirt, und wir 
haben AX—= RX — BX— COX, und wenn wir XY parallel mit 
AC, OFT parallel mit AC ziehen, so ist auch AY=2Y, AT 
e=+ IT, OoF=IF=AF. Also it AAOF—=N AIF, und 
NACX= AABN, mithin ist auch, wegen No. 13., 


ell.R. CNFO = ell. R. BSZI..... (15) 
und | 
ell.R. CNFX =ell.R. BSFX.... (16) 


Diese Vergleichungen, welche alle aus dem durch die Gleichung 
(5) dargestellten und in I. durch. Worte ausgedrückten allgemeinen 
Satz abgeleitet sind, lassen sich noch auf vielfache Art vermehren. 
Wir wollen jedoch "schliesslich, um nicht allzu weitläufg zu wer- 
den, einige Inhalte der bereits verglichenen elliptischen Räume. be- 
stimmen. 

Bezeichnen wir die Coordinaten des Punktes Z’ mit 7, #’, näm- 
lch AT—=t, TF—w, so finden wir leicht: 


a? b? 


Le ar it 
t 729 7a Anz 2 


Da aber nach No. (1) 





ell.R. ACFT— er ya . Arc sin 2 
so finden wir wegen No. (7): s 
el. R. AEFB= ell. R. ACFTT= (a +2) .... (ID 
Aus No. (1), (6) und (8) folgt: | 
ell.R. XCNP=ell. R. ZPSB 
EV 2 + Are sin ©... (19). 
Aus (17) und (8) ist aber 
ell. R. SCHF= ell. R. TESB—= rn —2).. . (19) 
Aus (1), (17) und (9) folgt: 
el. R. ZAFT—ell. R. KFFS 


bx 


Ka +9)-ZVr mg Aresin .... (20) 
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Aus (18), (19) und (10) folgt: 
ell. R. @NF = ell. R. AFS 
Hay) -EVRZR— a2 Aresin .... (2) 
- und auch | 
ell. R. TASB —ell. R. CNGF 
— wVaza—a +- = Arcsin—.... (2) 


Ferner finden wir noch: 


abı 


el. R. APNC—= el. R. AFSB="*.... (%) 
el. R. CAR—eN. R. BFR= Sam)... @4) 
el. Rı CNFO=el, R.BSFI= Fa)... 23) 


Aus (24) und (25) folgt auch, dass die elliptischen Räume CNFO, 
BSFEI, CNER, BSFR einander gleich sind. 
Prner ist Auch 


* 


el. R. CFX—eN. R. BFX= a2)... @6) 


Aus (19) und (26) geht auch hervor, dass die elliptischen Räume 
ENFX, BSFX, SCNF, BSEFET ebenfalls einander gleich sind. 


b r 
Setzen wir endlich AU’ = x”, so st PLZ = =, und wir 
finden leicht, dass 


EL. R, EFPK'—eN. R. BEPL—= La — an}... (MM) 


Wir würden die nämlichen Resultate wie in (13) und (23) er- 
halten haben, wenn wir die Frage gestellt hätten: 

Wo ist der Ort des Punktes P, dass, wenn MPZ parallel AC 
gezogen und AP bis zum Durchschnitt mit der Ellipse verlängert 
wird, alsdann der Flächenraum ACNP gleich dem_elliptischen 
Sector AFSB wird? 2 

Denken wir uns, um die Figur nicht mit Linien zu überladen, 
es sei AFR nicht die Asymptote der Ryperbel e’2g’, und setzen 
Be L>y ATX, FT=Z=y', so ist 


ell. R. ACNP=ell. R. ACNZL— A\APL 


und \ 
ell. Sect. AFSB —=ell. R. BSFT-+-AAFT, 
prlsch | ey, ba aa; 
oder da x: PL=&: y und P Ar = —V c'* ist, SG 


haben wir: 


0 DB 


ell.R. ACNP— Ba —z 2 drei bx* 


2ax 





VeR—ER, 
ell. Sect. AFSB = = Arc cos —. 


Folglich haben wir die Bedingungsgleichung: 








bxz bx? — gab IH x 
ee! per nd re ne 2 rag Er a N 
> @—-2°—; zV @®—a?+Z |ArcsinZ —Arccos|—0.... (28) 
Es ist aber ° 
Ya RENT" 


Arc C08.— = Arc.sin —— I, j 
a 177 


mithin wird die Gleichung (28) zu 








bz — . bhzx? er A ER ab x 4 V 2 ‚2 
ER ER >_-73,,,09 ea a? —ı 
va = = V we z 5 [Arcsin & Arc sin ————— —0. 


Setzen wir in dieser Gleichung die transcendenten Grössen einan- 
der gleich, so muss auch - 
di 


z—= Va x? 
sein, woraus wir 
2 —=Va’— x 


erhalten. | 
Setzen wir diesen Werth von =’ in die letzte Gleichung, so 
finden wir, dass derselben nur in dem Fall genügt wird, wenn 


— O5 ist; mithin muss der Punkt ? auf 7 fallen, und es er- 
geben sich wieder die Gleichungen in No, (13) und (23). 
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IV. 


Entwickelung der beiden im Literarischen Be- 
richte. No. XVII. 8. 278. und 8. 279. ange- 
führten Lehrsätze des Herrn Clausen. 


Von 


Herrn A. Göpel 


zu Berlin. 


Man erkennt sehr leicht, dass diese beiden T’heoreme zu der 
Gattung derjenigen gehören, welche man aus der Vergleichung 
zweier verschiedenen Entwickelungen von einer und derselben Func- 
tion nach Potenzen ihrer Variabeln als Corollare erhält. So kann 
man z. B. die Function (1 -F x)”4” erstens nach dem binomischen 
Lehrsatze entwickeln; dies giebt 


1+- (a +2), 2 + (nr -+2),x%”-+-....; 


dann kann man sie aber auch in das Product (1 + z)n (1-$ 2)” 
verwandeln und jeden Factor entwickeln; dies giebt 


(1+- 2,2 -+9,2°-+...)(1-+2n,2-+2,2?-+....) 


oder | 
1 + (m, + 2,)2 + (mm; +n,2, +n,)2” +... 5 


Diese Entwickelung ist der obigen gleich; und man wird also auf _ 
die Gleichheit der: Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von 2 
schliessen können und als Corollar den bekannten Satz erhalten: 


(a = 20)» ee My -+- MNH—ıR , - MH— Mg —+.... -1- Rp 


Es kommt nun im Falle unserer beiden Lehrsätze nur darauf an, 
gerade diejenige Reihenentwickelung zu finden, aus welcher sie 
‚ gefoigert werden können. 

. Der erste Lehrsatz ist folgender: 

? „Alle Combinationen von ganzen Zahlen, deren Summe 7 ist, 
„seien 
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oe" —+.... 
PHP"... 
EL EN 

u. Ss. W. 


„und die Anzahl der gleichen &, «5 .@”, =.,., seien Ay) Ay Ay kun; 
„der gleichen ß, $, P",.... seien ww, Wy ....;. der gleichen y,y), 
7) «0... seien », v, V’, ....5 so ist ' po 


1 Yvırk 


LI EI Te 


Ä A | 
— TEN TE Se Sur TEE A 
ZT; Sen atu!u er (A) 


1 1 
| 


RE ERNEREIE ARTE 
+ u. s. w. —=l. 


Zum Beispiel, wenn 27, so hat man unter andern die Com- 
bination 2-2? +-1-+-1-+-1. Hier. wäre etwa a —=?2, @ —2, 
e —=1, @" —=1, or —=|1.. Unter diesen Zahlen kommt .die 
2 zweimal, die 1 dreimal vor; es wäre daher A=2, X =3; und 


dieser Zerlegung entspräche daher in’ der zu beweisenden Gleichung 
das Glied s 


1 1 


2.2 2131 


Um nun die Richtigkeit derselben darzuthun, betrachte ich den 
Ausdruck (4) als Coefficienten von 2* oder z@+@’+@”+... und habe 
daher für sein erstes Glied, das Product 


’ ”„ 
ze 20 2% 1 
ET N A ENTE TIEREN 


Ein solches Product kommt aber offenbar vor, wenn ich eine” 


Reihe aus lauter Gliedern wie —, d. h. die Reihe 


\ 


es ug x. 


bilde, welche der Kürze wegen mit % bezeichnet sein mag, und 
wenn ich diese Reihe eben so oft setze als die Anzahl der Zahlen 
0,0, @,.... anzeigt, und dann sämmtliche Reihen mit einander 
multiplicire. Ist nämlich » die Anzahl der in der  Combination 
© +0 + -+....‚enthaltenen Glieder und wird die Potenz 7, 
d. bh. das Product 
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es wc. 


HS +5 ++...) 


x: x’ x* 


u Keen Wo 


. 


2 3 4 
Kat + rt...) 


entwickelt, so hat man jedes Glied der ersten Reihe mit jedem 
Gliede der zweiten, dritten u. s. w. bis zur letzten zu multipliciren. 


: a ER 5 
In der ersten Reihe kommt aber das Glied —, im der zweiten das 


Glied in der dritten das Glied Zr U.S. w. vor; es wird also Im 


R er, et r 
Product das Glied FUN Tele nn vorkommen. Inzwischen, da 


das Glied — nicht allein in der ersten, sondern in allen übrigen 
wu’ 


Try 2... gilt, so wird im Proguet auch z.B. das Glied 


x x zu” 
RE re ER) 


& & & 


vorkommen, in welchem der erste Factor von der ersten Reihe, der 
ze x 


zweite von der zweiten, u. s. w. herrührt.e Das Glied ler 


0° 

—r .... wird also im Product so oft vorkommen, als 'man aus den 
Elementen «, @, @ .... verschiedene Permutationen bilden kann. 
Die Anzahl dieser Elemente ist aber »; wären sie alle von einan- 
der verschieden, so wäre die Anzahl ihrer Permutationen gleich 9! 
Nun zerfallen sie aber der Voraussetzung zufolge in Gruppen, wel- 
che zu’A, zu 4, u. s. w. unter sich gleich sind. Daher beschränkt 
sich die Anzahl ihrer unter sich verschiedenen Permutationen be- 
kanntlich auf 


p! 
A ee 


za zu va” 


— 


In der Entwickelung von 7? erhält das Glied rk: 
daher diese Zahl zum Coefficienten, oder 4? enthält das Glied 


FEN) TEA TEE 


ER p! 
Dt en A NIE 2 


folglich enthält die Entwickelung von $ das Glied 


zn 1 
2 ur. .»eo 0» r auge TEN 


28 
Dasselbe gilt natürlich von den Gliedern 
In | 1 
ELTA RE 
in denen die Anzahl der Zahlen ß, , P",.... ebenfalls gleich » 
ist; und somit wird es klar, dass der Coefficient von x” in der 


Entwickelung von z aus denjenigen Gliedern des Ausdrucks 1) 
bestehen wird, welche solchen Combinationen 


+ "+ 0"-+ 
Pet... ß 


u. Ss. W. 


zur Summe 2 entsprechen, in denen die Anzahl der Elemente «, 
o', a” (oder ß, P', P" ..... u. s. w.) gleich » ist. 

Geben wir nun dem » sämmtliche Werthe von 1 bis zum Un- 
endlichen, so wird in der Entwickelunug der Summe 


2 3 j 
+5 +%&-.... (2) 


nach Potenzen von x der Coeflicient von x” aus sämmtlichen Glie- 
dern des Ausdrucks (A) bestehen, weil die Combinationen 


te +0" .... 
HE H+R"+ 


u. S. We * 


‘ denen sie entsprechen, entweder aus einem, oder aus zwei, oder 
aus mehreren Elementen bestehen müssen. Die Summe‘(2) ist also 
‚der fraglicbe Ausdruck, auf dessen, Auffinduug es ankam, und den 
man jetzt nur noch auf eine andere Art nach Potenzen von © zu 
entwickeln hat, um sofort den Werth des Ausdrucks (4) durch 
Vergleichung mit dem ‚Coefficienten von ©” zu erhalten, 


Eigentlich könnte man die Summe (2) bei dem Gliede z ab- 


a, hi . +1 ; r 
brechen, weil die höheren Glieder ir u. s. w. ohnehin höhere 


Potenzen von x als die zte enthalten und daher auf den Coefl- 
cienten von x“ keinen Einfluss üben. Indessen können diese hö- 
heren Glieder aus demselben Grunde auch beibehalten werden, was 
um ‚so zweckmässiger ist, da die Summe (2) nur dann leicht auf 
anderweitige Art nach Potenzen von entwickelt werden kann, 
wenn sie bis ins Unendliche fortgesetzt wird. Man hat nämlich 
bekanntlich 


Y y° y°’ 
T +7 trat =e—l. 


Nun ist aber 
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m? re 
y-x+7 +7+..=-bil—e), 
folglich 
4 -l= lea +2 +2 +... 


Der Coefficient von 2”, welcher dem Ausdrucke (4) gleich sein 
muss, ist in dieser Entwickelung aber gleich 1. Der Lehrsatz ist 
also erwiesen. Ein dazu gehöriges Beispiel ist schon an der oben 
angeführten Stelle gegeben worden, und ich will nur noch erwäh- 
nen, dass sich das Wilsonsche 'Theorem aus unserm Lehrsatze wie- 
derum als Corollar ergiebt. 

Ist nämlich » eine Primzahl, so kann der Ausdruck (4) nur 
zwei Glieder enthalten, welche den Factor 2» im Nenner haben: es 
sind diejenigen beiden, welche den Combinationen 


» und 1++1-H1-+1-+.... (zmal) 


‚entsprechen. Denn entweder ist eine der Zahlen «a, «@.... gleich 
z, und dies kann nur bei einer einzigen Combination der Fall sein, 
weil &--wW-—+-@”-+- .... genau gleich 2 sein muss; oder eine der 
Zahlen‘ A, A, A”,.... ist gleich z, und dies kann wieder nur bei 
einer einzigen Combination stattfinden, wilA- N PH .... 
mindestens gleich der Anzahl der Elemente «, «, @”.... sein muss, 
diese aber höchstens gleich » sein’ kann, in welchem Falle & = « 
—=o"=....==1 ist., Den beiden oben angegebenen Combinatio- 

nen entsprechen im Ausdruck (A) die Glieder 


* 


1 l 

ta 

und sie sind daher gleich der Einheit weniger den übrigen Glie- 

dern, folglich gleich einem Bruche, der keinen Factor z» im Nenner 
1 

- hat. Aus der Summe mern -n 

ner verschwinden, folglich auch aus dem Product derselben mit der 


—_ı)! 
ganzen Zahl (a—1)!, d. h. aus led, Dieser Ausdruck hat 


aber keine anderen Factoren als z im Nenner, er muss’also eine 
ganze Zahl sein; und hierin besteht eben das Wilsonsche T’heorem. 
Der zweite der angeführten Lehrsätze ist folgender: 
„Die Summe der Reihe: 


muss daher der Factor 2 im Nen- 


nn „ n=1))(r®—2) ("—2)(r"—3)(r — 4) 
a TUT ng 


„bis ein Glied verschwindet, ist: 


ADRER. 2 \, GE. dar EA 
3 u BE ar 


„jenachdem z3 beziehungsweise von der Form ist: 


620, 6v-+-1, 2,3, 4, 5. 


; u. 


Mit der Analyse des Beweises will ich. mich der Kürze wegen 
nicht aufhalten, 
Es ist 


, 1-2 
— x Lat 





y der Reihe nach gleich x — x” und x gesetzt wird, so ergiebt 
sich 


x2 — 2:1 — x)? x: — all — 2) 
ala) | aloe) 
2 3 - 
zer hut legen 
21 2 


xz— z(l1—2)+ 


bei diesem Gliede kann man abbrechen, denn die folgenden würden 
doch keine zten Potenzen von x mehr erhalten. Nun ist nach dem 
jinomischen Lehrsatze 

1— (1—- ze) A1=(» 1) — (2 —D,2°’+ .... 

1— (1 2)? = (2 —2)e — (2 — %),2°-+.... 

u. Ss. w. 
1—(1—- Ju 2r — 2,0? 
1—-(Il—x) =1.. 


zn an 


we man diese Gleichungen nach ee mit ee 5° 
i 4 T> und addirt dann alles, so hat man 
an — he vn az ‚u an _ ee Ar 2) 
a 
« N 
| 272 — 2 3) ER 4 EZ — an — 


- u. Ss, w. bis 
a 

3 22 4 

mar ar 
+ x° & 


Der Coefüicient von =” ist in dieser Entwickelung also 





R—2d, , @-9, _(a—h, 
a na Fa 


. AR 


=: — (an —5) (n—B3)(r —6)(a —7 
ar? + = Ir8 u m  ohnkdon (2) 


bis ein Glied Null wird. | 
Wird nun auch die rechte Seite der Gleichung (€), nämlich 
In 4 oder Za(ll + 2°) — /a(l— x?) entwickelt, so entsprin- 


gen aus Za(1-+.x°) lauter Glieder von der Form 





3u 
ur I, 
eeler in 


und aus —Zn(1 — =*) lauter Glieder von der Form 


x» 


v 


Die Potenz ©” kann daher nur dann vorkommen, wenn 2 entwe- 
der durch 3, oder durch 2, oder durch beide zugleich theilbar ist, 
also wenn s eine der Formen 6v,, 6v-+-2, 3, 4 hat, Der Ausdruck 
(D) verschwindet also, wenn z:eine der beiden Formen 6v-+-1,5 
hat. 


- Suchen wir nun den Coefficienten von x” für die AR, 
Fälle. Wenn 2 nur durch 2 theilbar ist und also eine der-Formen 


2v 
6v0-+-2,4 hat, so kei x” ‘nur unter den Gliedern — vor und 


sein Coeflicient ist — oder —, da jetzt 2» = 2% ist. 

Wenn n nur Eure 3 theilbar ist und also die Form 6v-+-3 
au 

hat, so kommt x” .nur ‚unter den Gliedern (— Ha vor und 

sein Coefficient ist (1) oder n, da jetzt 2 — 3u und w 


ıngerade, mithin w-+-1 gerade ist. 
Wenn schliesslich 2 sowohl durch 2, als durch 3 theilbar ist, 
und also die Form 6% hat, so kommt 2” sowohl unter den Glie- 


3 DV 
denn (— Denn, als auch unter den Gliedern — vor. Dort hat 


es den Coefficienten (— 1er oder — z da jetzt = 3w und 
w. gerade, mithin w-+ 1 ungerade ist; hier hat es den Coeflicienten 


n oder 7,, da » auch — % ist. Die Summe dieser beiden Coefü- 


ienten ist aber gleich — m 


Fassen wir alles Vorstehende zusammen, so ergiebt sich, dass 
der Ausdruck (2) oder j 


_n—3 , @-Nd@d) _ a-Ia-)a-d, 
1 2 e% 2.3 gt rer 


bis ein Glied Null wird, gleich 


‚32 
1 re | 2 
ar Wr re 


—— 


ist, jenachdem 2 eine der Formen 6v, 6v-+1,2,3,4,5 hat. 
‘Wird hier 2-+3 anstatt » gesetzt, so ist die Summe der Reihe 


2, BR -9) . RAR -NR—H,, 
2, 75 2.3.4 nr 
gleich | \ 
1 2 3 2 


a3’ "ne 3’ 2 +3’ nm -3’ N 


jenachdem 2 -+-3 die Formen 60, 60 +1, 2, 3, A, 5, d. h. jenach- 
dem z die Formen 6v-+-3, 4, 5, 0, 1, 2. hat; oder jene Summe'ist 
gleich | | 


3 2 er; 


1 i 
N ragt 2-3’ 0, ee I % 0, n+-3° 


jenachdem z die Formen 69-40, 1, 2, 3, A, 5 hat, welches der zu 
beweisende Jiehrsatz ist. a 
Man kann aber auch diese lästige Unterscheidung der Formen 
von z vermeiden und einen generellen Summenausdruck für (D 
finden, wenn man die rechte Seite der Gleichung (C') mit Hülfe des 
Imaginären. auf eine andere Art entwickelt. Sind nämlich « und ß 
die beiden primitiven Cubikwurzeln der Einheit, so ist «cos 3% 
+ sin 27, B=cos 2#r —i sin 27, a+-f=—]1, aß —=]1, und 
man hat Ä | | 


1+2°\ _ 1— c-+- 2? dNezji1 ER 
nl — In( a)iim 1— x = 


— /nfl + 0x) -+ Znll + Pr) — In — ©). 


«“ 


In den Entwickelungen dieser drei Glieder kommt die Potenz 2” 
beziehlich mit den Coefficienten | 


an ee ' 
Sy De e- Ian, za » 


vor, folglich ist der Ausdruck (D) gleich 
(— Yr+Hllar pr) 1 
Es ist aber 


an 


Fi 


eT.> an m. 
0% — (605 37 + ö sin Zw)" = cos Tr + sin 


2n in. 232 


Pr = (cos 3m — ö sin 37)" = 008 7 3 


ın 
an + Pr — 2008 =; 


daher hat man (D) gleich 
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i | 
(— 1)rH 2cos FA+ 1 
R 


Wird hier wieder #-+-3 statt z» gesetzt, so ist die Summe 


n , @a-1)n =) (m—Y)R—3)(n— 


1-+ (— 1)* 2cos en 





n-+- 3 ; 


woraus wieder die obigen sechs verschiedenen Werthe hervorgehen, 
wenn man die Formen der Zahl » in Bezug auf den Modulus 6 
unterscheiden will. 

Zur Uebung für Lernende füge ich noch einige ähnliche Sätze 
hinzu: 


1). 1—2,-+-(2— 1), — (2 — 2), +... —=(- 1) 3 





—= (— 1)r?2. ar . cos Fr Au (12, 


3 sin 477 
3) mmt1l.. mpn—1l Mm.M1..n--n —3 
ge A 17 1,.2...2 —2 
MM 1... Mn —5 
-+- mn; . las. 1 — ..1.1.. Min 


A) Auch der im Aten Bande No. XVII. zum Beweise vorgelegte 
Satz gehört hierher: 


Mn — My » Mn —— 2.2.» Mn+1 + 2. Mn— » Mn+2 — ..:.. 
+ (— 1)”2 m, . man; 
und man wird sich leicht überzeugen, dass 2 weder reell noch 


imaginär, geschweige denn eine positive ganze Zahl zu sein braucht, 
wie dort angegeben ist. 


Theil VI. 3 


” 
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\R 


Ueber die Rechnungsspielerei im: V. Theile 
S. 223. dieses Archivs. 


Von 


Herrn A. Göpel 


zu Berlin. 


1. 


Die zu lösende "Aufgabe ist folgende: 
‚Man soll die Zahlen von 1 bis 9 dergestalt in das Schema 


' a,b, c 
5 d,e,f 
A | 
„schreiben, dass die Summen der drei Horizontalreihen, der. drei 
‚„‚Verticalreihen und der ersten Diagonalreihe («, e, ö) gleiche 
;‚Werthe ergeben.” 
Bezeichnet man die drei Horizontalreihen der Kürze wegen be- 
ziehlich mit %,, A., %,; eben so die Verticalreihen mit ®,, ©,, 9,5 
die erste Diagonale mit d,, so hat man die Gleichungen 
I MR, —%, —0) =v,=v,—d. 


Nun ist aber die Summe aller 9 Zahlen gleich 45; folglich 
| A, + A, + A, =45, 
v, F-v, #vV, —=45; 
woraus sich in Verbindung mit 1) die Gleichungen 
RM eeldsun eldedre 
2)" Gala on in ur 
A, SET ED: 


ergeben, von denen eine, z.B. v, =15, weggelassen werden kann, 
-weil sie sich durch die übrigen von selbst erfüllt. Es bleiben dem- 


nach sechs Gleichungen zur Bestimmung der neun Unbekannten, 
und das gewöhnliche Verfahren würde nun weiter darin bestehen, 
dass man dreien von ihnen versuchsweise beliebige Werthe 
aus der Zahlenreihe 1....9 beilegte, bis man zu sämmtlichen Com- 
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binationen gelangt: wäre, ‚welche fürı.die ‘übrigen 6 Unbekannten 
geeignete Werthe lieferten; nämlich solche Werthe, die nebst den 
3 willkührlich ‘angenommenen die Zahlenreihe 1....9 erschöpften. 
In dieser Beziehung wäre unsere Aufgabe also nicht des Erwähnens 
wertb. Vielleicht ist aber die folgende Behandlung im-Stande, ihr 
dadurch einiges Interesse zu verleihen, dass sie die Versuche regelt 
und mindert. | 

Die Wirksamkeit der Auflösung, welche ich zu geben im Be- 
griff bin, erstreckt‘ sich, ‚vieb weiter. als, auf, die vorliegende Aufgabe. 
Um gleich ihre ganze Bedeutung erkennen zu lassen, stelle ich da- 
her die folgende Aufgabe; welche-jene als besondern Fall in sich 
schliesst. 


2. 
‚‚Man soll neun beliebig gegebene Zahlen dergestalt in das 
„Schema 
| a,b, c 
ER 
gabs e 
„jeinschreiben,. dass die Summen A, +0; Aa tv, Aut, 
„dı + d, gleiche Werthe haben.” | 
Die Bedeutung der Buchstaben A, bis d, ist dieselbe wie oben. 


Bezeichnet‘\man , die Summe aller neum Zahlen mit s, so hat 
man 


Ah, + Rh. th, =s 
ar i . v, +, v0, =$ 
folglich 
je (kı-hv) (hr + 9,) Hl, + v,) = 2s 
und, wegen A, +v, =, +, —=h,+v;: 


h,-tHv, =2s. 


Die Bedingungen der. ‚Aufgabe .sind also ausgedrückt durch die 
Gleichungen: 
3) Aıhtov 2, 6) dh, Hd, =3s 
4) Ay tv; —}s 
5) Aytv, =3s 
Substituirt man hier für 4, bis Z, ihre Werthe in « bis ö, so er- 
hält man 
T) aR-r5b+-cHd+g=2s, 10) ?a-tr?e-+- Xm3s 
8) erö + /Kdarhm=2s‘ | 
9) Ki -rc+-fH+Hg-rHhm=!s 
N x A 
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Addirt man nun 7) und 8) und zieht davon 9) und 10) ab, so er- 
giebt sich 


1) + 4=2%; 
addirt man 7) und 9) und zieht davon 8) und 10) ab, so hat man 
| 12) ce+- g>=2e; 
addirt man 8) und 9) und zieht davon 7) und 10) ab; so wird 
13) f+h=Re; 


oder mit andern Worten: 
„die Gruppen 6, ö, d; g, e, c; 5 a, Ah bilden drei arithmetische 
„Proportionen’’. 

Umgekehrt: wenn dies der Fall ist, so sind die Bedingungen der 

Aufgabe erfüllt, d. h. wenn die Gleichungen 11), 12), 13) stattfin- 

den, so ergeben sich daraus die Gleichungen 7) bis 10). Denn 

addirt man 11), 12), 13) und fügt auf beiden Seiten &-He-+i 

hinzu, so hat man i 


+ 


s—3(e-te-+) 


oder die Gleichung 10). Addirt man 11) und 12) und fügt‘ auf bei- 
den Seiten 2# hinzu, so hat man 


a rd -Hrc Hd + g=Hea-e-+;) 


==38 
oder die Gleichung 7) u. =. f. 
Desshalb ist die Aufgabe folgendermaassen vollständig gelöst: 
‚Man bilde aus den gegebenen Zahlen auf alle‘ möglichen 
„Arten drei Gruppen, deren jede eine arithmetische Proportion 
„sei; und setze jede dieser Ternionen von Gruppen auf alle mög- 
‚lieben Arten der Teernion 6, ö, d; g, e,c; f, a, h gleich.” 


3. 


Wendet man dies z. B. auf die Zahlenreihe 1 bis 9 an, so über- 
sieht man auf einen Blick, dass sich aus ihr auf die vorgeschrie- 
bene Art nur folgende Gruppen bilden lassen: 


0) 1,2, 35 4,5, 6; 7,8, 9 
R)- 1,:2,.3; 4, 0,78=55%7):9 
y) 1, 3, 55 2,4, 6;7,8,9 
0) 1,4,7;2,5, 83,6, 9. 
Man würde also unter andern (aus 8.) folgende Auflösungen er- 
halten: 
b,i,d me c;h ha, 
2, A, 6; 1, 3, d; T, 8, d; 
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aber auch 
b, i, d; 85 6 0; I; d, I 
2, 4,6; 1, 3, 5; 9, 8, 7; 


woraus die beiden Quadrate entstehen: 


8, 2,5 | 82,5 

6,3,7 und '6,3,9 

1, 9, 4 LT A 
4. N 


Wenn man in der Aufgabe (2) noch die Bedingung hinzufügt, 
dass A, —=v,, A,=v,, A, =v, Sein soll, so dass also sämmtliche 
Buchstaben %, bis d, gleiche Werthe erhalten, so treten zu den 
Gleichungen 11), 12), 13) nur noch die Gleichungen A, = v,, 
A, =v,; denn aus diesen folgen sehr leicht die obigen: A, =»v,, 
h,=v,, A,=v,. Es muss also sein: 


ar+b Hrce=b+e+harb He=cHfH+i 
oder 
c—e—=h—aa—f=i-—|. 
Mithin erleidet die Auflösung unter (2) die Beschränkung, dass 
„die Gruppen 2, ö, d; g, e,c; %, a, h nicht nur arithmetische 


„Proportionen mit einer und derselben Differenz, sondern 
„auch zugleich fallende oder steigende sein müssen’. 


d. 


Wendet man dies auf die Zahlenreihe 1 bis 9 au, so erhält 
man, die Auflösung jener sogenannten Rechnungsspielerei. Es er- 
hellt nämlich, dass von den unter (3) aufgeführten Gruppen die P). 
und y) ausser Betrachtung fallen; und von den beiden andern giebt 
o) z. B. folgende Auflösung: 

0,8, dr 9,8 ash 
1,2,.0801,38,.95 4, 5,03 
aber. auch - 
hWi,dg,e,cJ1 a, h 
310 00 78 7:6, 8: 


woraus die beiden Quadrate entstehen: 


v5,,1,39 er Fa | t 
3,84 ud 1,86 
1,6, 2 9, A, 2; 
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in denen sämmtliche Reihen mit Ausnahme der (hier so genannten) 
zweiten Diagonalreile gleiche Summen, nämlich 4s oder 15, geben. 
Dass von den so zu erzielenden Auflösungen manche, wie z. B. die 
eben angeführten, als identisch zu betrachten sind, ist ein Anderes 
und überdiess augenfällig genug. 


. 


vi. 


Ueber einen ‚Satz von der Convergenz der 
Reihen. 


Aus einer Abhandlung des Herrn Professor -C. J. Malmsten 
zu Upsala in den Nov. Act. Reg. Soc. scientiarum Upsaliensis. 
Vol. XIL Upsaliae. MDCCCXLIV. p. 255. mitgetheilt 


von 


dem Herausgeber. 


. 


In einer „Note sur la convergence des series” über- 
schriebenen sehr lesenswerthen Abhandlung, welche in dem so eben 
erschienenen neuesten Bande der Schriften der Königlichen Socie- 
tät der Wissenschaften zu Upsala a. a. 0. abgedruckt ist, hat Herr 
Professor C. J. Malmsten zu Upsala deu folgenden bemerkens- 
werthen Satz von der Convergenz der Reihen bewiesen: 

Soit f(x) une foncetion de-x, qui, en conservant le 
meme signe pour toutes valeurs tres-consid&rables de z, 
va toujours en diminuant et s’evanouit pour 2%; si 


u PERADEr 

| | lim. Fa) | 
' les series 
Cos «.f(l) + Cos 2u . (2) + Cos3a .f(3)-+.... + 003 20 .f(z2)-+ete. 
Sin @.f(l)+- Sin 2u .f(?2)+-Sin 30 .fßB)-+ .. + Sin 20 : f(r)-Hete. 
sont toujours convergentes pour toutes les valeurs deo, _ 
qui ne sont pas infiniment. pres de 0, 27, Az, etc. 


Nachdem Herr Professor Malmsten diesen Satz mit Hülfe der 
Integralrechnung gerechtfertigt hat, sagt er am Schlusse seiner Ab- 
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handlung: A present nous allons donner pour ce th&oreme impor- 
tant une demonstration aussi simple qu’elementaire, qui pour cela 
meme nous semble me£riter une place Ann les Traites_elementaires 
des series. Diesen elementaren Beweis werde ich im Folgenden 
den Lesern -des Archivs mit des Herrn Verfassers eigenen Worten 
mittheilen. 

_Designons par Ss et S’; les sommes respectives des 4 premiers 
termes des series 
Cos a.f(1) + Cos 2a FE) + Cos 30 3 ‚+ Cos za.f(2)-+ etc. 


Sin @./(1) + Sin ?«@.f(2) + Sin 34./(3) +... + Sin za. f(a)-+ etc. 
il Sensuit que 

Sn — Ss —2 Cos(k + i)a.flk-;) 

az, dr 540) 
Sa — N, — 2 Sin (k + ö)a.f(k + ;) 
1 
Les series, dee il s’agit, sont donc. convergentes si pour les va- 
leurs Aioimenf grandes de % 
Sn: —.S% et Sur — 8: 


‚s’approchent infiniment de zero, quelque grand soit le nombre en- 
tier », c’est a dire, si 


lim (S+r — St} —=0, 
lim {8,42 — I} 0. 
A cause des formules connues 


Sin (@ + 2) — Sin er 


Us e = >Siu 7 
8 sg an  _Cos Na al) 
er 2Sin D 


on poura mettre les formules (1) sous cette forme 





1 _ IR) [Sin (AH 1)a — Sin (A-HiY)a}, 


Sur: — S, = 
2 « Kch el 
Sin > 





Sr N Brlan [Cos(A+4+3)a—Cos(A-+3—3)0}; 


2Sin 5 
d’ou, en se rappelant que 
Sin (k-+:-+-!)a=Sin (+ i-+-1)u . Cos >— Cos(£-+i+-1)a. Sin > 


Cos(&--i+1)a—=Cos(k-+ö-H1)a. Cos —-+- Sin(k-Hi+-1)e . Sin Cy 
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on trouvera par une separation nouvelle 


Sur — 8, = 4Cotang ©. Sf) (Sin (A-+ö-F1)& — Sin (A-Hi)e) 


— II/(k+i) |Cos (A-+i-+1)a — Cos (k-+s)a}, 
‚— 
S N —0otang  » >> Sf f(k4+5) |Cos(A-Hi++1)a— Cos(Z-Hi)a} 
YSFAR4+ N Sin (A-Fi-Hl)a — Sin(k-ro)a], 
1 
c’est a dire 
Sn+: — 8; = 4Cotang 55 A —HN 
; ae 
Sr — 8°, — — 1Cotang Ay N —:A 
en supposant pour abreger les expressions 
A= SFR EH SID (A Fi De- Sin (k + Hal, 
=] 
N=Zf%& +) {Cos (k-+ + Da — Cos(k + da}. 
21 i 
Mais les quantites A et Ä’ peuvent aussi &tre mises sous cette forme 


A= Sen EB Sinai (ki 1)—-Sio(& oa. fRri)}, 


ei SE omas (k+ir1)— Cost). AH), 


d’ou, etant = et dans ce cas 


Fee 
Fhrir)  ° 








on aura immediatement 
A=2 Sin (k+s4+- 1a /(&-HiHD— Sin (<a, FRE 
|! 


N=:! Cos(k+i-+-1)a (Ai) — Cos(k+ 3) . Ar); 
’est a dire 


A= Sin (A-+2-+D)e.fA+n-H1)— Sin (Z-H1)a.f(k-H1), 
N =Cos(k ++) .f(k-+-r-+1) — Cos(k-+1)a. (Ar 1). 
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Cela &tant, si /(2) s’&vanouit pour les valeurs infiniment grandes 
de x, il s’ensuit evidemment, que 


NEUE EL, 
et partant, en vertu des formules (2), 


Sn: — 8; == 0, 
In — I, 0 


pour toutes les valeurs de «, qui ne s’approchent infiniment de 0, 
27, An etc. 
C.@. F.D. 


vi. 
Note sur l’Integrale finie Ze*y. 


Par 


Monsieur €. J. Malmsten, 


Professeur des Math&matiques a l’Universite d’Upsala. 


(Aus den Novis Actis Regiae Societatis scientiarum Upsaliensis. Vol. XII. 
Upsaliae. 1844. mitgetheilt vom Herausgeber.) 


Etant % une fonction entiere de x, on sait bien, que l’inte- 
grale finie | | 


Zery 
peut toujours.se trouver sous la forme finie par la formule connue 
3 
(e" — 1)Zery— ery+ Aher U + Bhre: U 4 Chrew. 
-r-etc. .... () 


ou les coöfficiens sont determines par les @quations °) 


®) Voyez Lacroix Traite des Differ. et des Series. Paris. 1800. 
pag. 109. 
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[4 


Ae—1)me—=0; 
NE 

Beh— +. dr. —0, 

Cleh 1 Ber Ligen fuueh aub 5 

a u TE 
| 1 1 ab | eh 

Se —_ (oh ze h I BREA = 

VEIT TA AT 


110 


etc. 


Le tout consiste a trouver une expression generale pour ealculer 
Y’un quelconque de ces co&fliciens independamment des autres. En 
effet une telle expression est deja trouvee par Eytelwein*); mais, 
que je sache, personne n’a observe la relation intime de ces coefli- 
ciens aux derivees successives de la fonction 


1 
ek —' 


C’est cette relation que je vais faire connaitre dans la note pre- 
sente, et qui, je crois, doit-etre d’autant plus importante, quelle 
nous fournit un moyen aise de demontrer rigoureusement la for- 


' mule symbolique 


Zery Er 


y etant une fonction entiere de x. 


# 


Soit % une fonction entiere de x de mieme degre, et substi- 
tuons dans (1) 


(e — DA, (e& —1)A,, (e — 1A,, (e—1)4,, ete, 


au lieu de 


A, B,C, D, etec.; 
la formule (1) pourra &tre presentee sous cette forme 
| kein h - 
Sery= SS A,hieiy',.... (2) - 
BD 
ou 


1 


SI=S327:.: (3) 


ei Grundlehren der höhern Analysis von J. A. Eytelwein..U. Bd. 8.578. _ 
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. Mais par la formule connue 


= — eh Ze y— 
» Fryyiel 
ey = 


on aura | 
exy — (eh — 1)3e2y + eiSer Ay; 
d’ou, en substituant pour Ay 


i=m 
Bi. hikyOs) 
Veit... 
on conclura 


km 
ey— (er — 1)2ery + e:S ——— Seryli), 
N sl . R u... k 
et, en posant Y() au lieu de %, 
i ; - I | 
BAT ed @) u . —_- Nerylirk), 
eya—(e Yan eryd Re! ewy 


Substituons a present cette valeur de e?y() dans (2); en se rappe- 
‚ Jant que 


= 


yeah —0 pour ö+k>m 

on aura 
i—m—k km h 
2) 


k-+i ; 
EN 5 SA eh 1)hiBesyo He 8. 8 Are, 


0 km Dr 


ou, si Pon pose dans la derniere somme ö au lieu de ö-+- 4, 


A —h 
LH wi D (Ü) h D () : 
Sery— =84 ‚(e 1) 2ery® + e 5 5 hiZery IT er 


On en conclura tres facilement, pour la determination des coöffi 
ciens A: 


— .A,le: —1) 
| h 
IA) To 
eh, ehAo 
I=Ae&—)+F7E +76) 


et generalement 


0 Autebäl)sr ei 8 fe 
= STH) 


ou 


k=m Am—k 
A. = eh PB 
u; TC+N 
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ou enfin 


Anz 8 
"örasrener 


En mettant »—1 a la place de »z, on aura 


k=m—1 A 
An = eh Burk 


d’ou, en differentiant par rapport a 2, 





dAr_ı 
dAm-ı _ erdo NT en 0) 
dh Im) k=1 T(m -+-1— k) vr 


Multiplions a present la formule (A) par =, et en retranchons (d); 
nous aurons l’&quation 





dAr—ı 
mÄAn — dAm—ı u ES a 
ar dh = I(m + 1—%) 


qui, pour etre satisfaite, exige evidemment que 


dA:— 
ra 


ö etant un nombre entier. En posant iei successive ö—1, ö—2, 
2<— 3, etc. au lieu de ö, il en resultera 


1 dA, 


AZ parnı m 


c’est a dire, en vertu de (3), 


EI 


A=gpozV‘ Morgan we (6) 


Voila Pequation tres simple, qui fait dependre la determination des 
coöfficiens A de l’expression generale des derivees de la fonction 


1 
eh— 1‘ 


Quant a la valeur de 


} 1 
ZEN 
d I 


dhi 
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elle pourra se trouver imme&diatement par une formule que nous 
avons autrefois demontree *), savoir 


r k r#l (r,k) 
‚= (1.8 (1a Z+ 
Al 


etant 
1 
Zu = —— 
ae DFEP TE Ze 
dr | —- | 
landet gern 

et dar 

(75%) k—1 k-1 k-2 k—1 k-2 k-3 


az kr — IT: (k—1)+ "I rk 777 dar vu 3 (k3)r-Hete. 
En- faisant dei 
e—=IVY 1, y=—1, r=i, 


nOUS 2UrTOnS 


« 


1 : 
il —(— 1} A 
dh: = (ek — 1)%’ 


GH) K-1 ., k-1 k-2 . k-1Kk-2 k-3 
— ki — T- (k—1): -- “Bay 5 (k2)— "Tn. (4-3): -r etc. 


*) Theoremata Nova de Integr. Defin. ete. Upsaliae. 1842. Cfr. Archiv 
der Mathematik und Physik von Grunert. 11. Th. p. 44. 
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vin. 


Ueber das reguläre Siebzehneck. 


Nach einem Aufsatze-‚des Herrn B. Amiot, Professeur au 
College Saint-Louis, in_den’Nouvelles Annales de Math&ma- 
_ tiques. Journal des candidats aux &coles polytechnique et 
‘ normale, redige par Terquem et Gerono. T. III. Paris. 
wr 1844. p. 271. frei bearbeitet 


von 


dem Herausgeber. 


Wenn auch die folgende,-auf die Auflösung 'von fünf quadrati- 
schen Gleichungen gebrachte Berechnung des regulären Siebzehn- 
ecks im Kreise nicht eben viel Neues enthält, so scheint dieselbe 
doch deshalb zu verdienen, allgemein bekannt und bei’m Unter- 
richte benutzt zu. werden, weil sie bloss die elementarsten Sätze 
der ebenen Geometrie in Anspruch nimmt. 

Wenn in Taf. I. Fig. 3. der um den Mittelpunkt 9 mit.einem der 
Einheit gleichen Halbmesser beschriebene Kreis von.dem Punkte 4 
aus in siebzehn gleiche ‚Theile eingetheilt.ist, ‚und die Bogen. 


AB, AC, AD, AB 


respective 
18, BAER: 
1 ZU TRT 


der ganzen Peripherie betragen; so ist nach dem pythagoräischen 
Lehrsatze, wie auf der Stelle erhellen wird: 


2.0, J=140®4+l1-VAR 40), 
1=14D +1 VA@ aD), 
114R + 1- VA IB), 

—14B?--(1—V AE: —ı4B®)°; 


woraus man, wenn man die Quadrate auf der rechten Seite der 
_Gleichheitszeichen gehörig entwickelt, leicht erhält: 


/ 


| 47 
A AB: 23V AB? ZTTAC!, 
A0C:—2V 10: —ıAD:, 
AD—2aV AD — AB, 
AB®—\ AL?—44AB:. 
Man gelangt zu diesbn Gleichufikön aueh unmittelbar, wenn man 
sich von den Punkten 2, ©, D, E auf den Durchmesser AA, Per- 
pendikel gefällt denkt, weil man dann nach einem bekannten’ geo- 
metrischen Satze die folgenden Proportionen hat: 
2:AB—=AB:V AB: — 140°, 
2:40 =40:V 40? —ı4D:, 
2:AD=AD:V AD:— AR, 
2: AE=AB:V AB: —YAB®. 
Macht man die obigen Gleichungen rational, so erhält man: 


AB* — AAB’—= — AC”, 


AC*—- A140? —=— AD:, 
AD: AHAD: = — AB:, 
AB: -AAB® = — AB; 


und hieraus ergiebt sich weiter: 
AB:—=2+V 4— 40°, 
AC®—2 +-VA—- AD, ) 
AD —2- VA AB, | 
AE®—=2--V A— AB®; 


wo sich nun frägt, wie die Zeichen zu nehmen sind, was leicht 
auf folgende Art entschieden werden kann. 
Weil nämlich 


*. 


1 1 

2 i 
ae sl 
(rn 


1 8 1 
H<7 <a 
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und das Quadrat der Sehne des vierten Theils der Peripherie 2, . 
das Quadrat des Durchmessers oder der Sehne der halben Periphe- 
rie A ist; so ist offenbar | 


0<AB:<2, 
0<410:<2, 
0<4D:<2, 
2< AR: <A; 


und man muss also in den drei ersten der vier obigen Gleichungen 
‚das untere, in der vierten Gleichung das obere Zeichen nehmen, 
d. h. man muss 


AB: =? — VA4—- 10%, 
Ac:—?—-Vı4-AD:, 
AD:—2? — VA- AR, 
AE:—2 -+-V 4 — AB? 
oder 
i 4— AB’ —2--V 4 — A0®, 
4#—-AC?—=2 + VA— AD, 
4— AD’—=2--V A— AE®, 
4— AP —2? -VA-—- AB: 


setzen. i WR 
Bezeichnen wir nun die vier Sehnen 


= 


A,B, A,C, A,D, A,E 


durch z, v, ®, x; so ist offenbar nach dem pythagoräischen Lehr- 
satze 


077 —VA—_AB:, 
v = vVa=cH 
wi VaALaD>, 
z—=VA-—- AB; 


und wir haben daher nach ‘dem Obigen die vier folgenden Glei- 
chungen: | 

0“ —?2-+-v, 

v —?--v, 

w—rı-z, 


1) 
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Zieht man die dritte Gleichung von der ersten, und die vierte 
Gleichung von der zweiten ab, so erbält man: 


u — ww’ —_v—L, 
ve — x2’=u--w; 


also, wenn man multiplicirt und dann aufhebt, was sich‘ aufheben 
lässt: 
2) (v— vw) (v+4-2)—=1 
oder 
3) w— vw ur — wir =]. 
Zieht man die zweite Gleichung von der ersten, die dritte Glei- 


chung von der zweiten, die vierte Gleichung von der dritten, und 
die erste Gleichung von der vierten ab, so erhält man: 


u? — v?’ —v—wv, 

v”. — W —=u—z, 

w?. — x’ =xc-ru, 

x? — u? =— (w-+v); 
also, wenn man multiplicirt und aufhebt, was sich aufheben lässt: 
4) a@—v)w Ho) (vH 2) —)—=—1 
oder _ i . 

5) (ww — vr +ur— vo) (uw — vxz + w— wx) —1. 


Man setze nun 


X—_— 2 7 -r0orz, 
6) Y= ve — uw, 
Z=— wvwx. 


Quadrirt man die erste dieser drei Gleichungen, so erhält man: 
X:2— a Er Deu Er 
— Muv — vw +-ur — wx) 
| —+- 2(vx — uw), 
also, weil nach 1) 
u +-v’-+- wow? -- 2” —=X-+8 


ist, und wegen der Gleichung 3) und der zweiten der Gleichun- 
gen 6): 


| 7) X— X—2Y7=6, 
Die Gleichung 5) kann man auf folgende Art darstellen: 


(Y— vr --vv) (Y—w-+r-ur)—1, 


Theil VI, , A 
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also, wenn man multiplicirt: 


Y? — (w— vw--uxr — wax)Y u 


+ u?vx — v’uw + w’vc — z’uw 
d. i. nach 3) 


Yy? — Y-H- n’vx — v’raw-+- w’vz — z’uw —l. 
Nach 1) ist aber, wie man leicht findet: 


u?’vx — v’ruw + w’vx — z?uw 
— u’w+-v’z — w’u + 2°v 

+ Avx — uw) 
= — (ww — vw ur — wr) 

+ .!— ea ve + x) + Avr — uw) 
— — 1-++-?X-+AY, 


und folglich nach dem Obigen 
8) P?+-3Y+-2XN—?R 


Quadrirt man die zweite der Gleichungen 6), so erhält man: 


Y? — u?o? + v?x? — 2uvwx, 


Y: —=u’w? +- v?x? +2Z. r > 
Nach 1) ist aber, ‘wie man leicht findet: 


ww? +-v”x’—8s + — 2 rY--vrz) 


+ vr — uw, 


ww?’ HF v2? —=8S-H-2X-+-Y, 

und folglich nach dem Obigen | 
Y’—=8--2X-+-Y-H+-2Z. 

Weil nun aber nach 8) 

m” Y:—=2 —2X—3Y 

ist, so erhält man die Gleichung 

9) (AX-N+Z=—3. 


Zwischen den Grössen X, Y, Z hat man daher jetzt die drei. 
folgenden Gleichungen: 
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X?— X —2Y=6, 
Y’+-3Y’-HrX 2, 
AX+-Y)+-Z=—3; 


10) 


m un 


oler 
; XX—1)=2(Y+3), 
11) | YKY+I)—=—-AX—],, 
Zz=—-3—- AX+-Y). 
Multiplieirt man die beiden ersten Gleichungen in einander, so er- 
hält man die Gleichung 
12) (XY+AM) (X — D(Y-+5)=0, 
welche für 
xX\Y=—4,X=1l Y=-3 
erfüllt ist. Für X = 1 folgt aus der ersten und dritten der Glei- 
chungen 11) sogleich Y=— 3 und Z=!. Für Y=—3 folgt 
aus der zweiten und dritten derselben Gleichungen X =1 und 
Z=]. In beiden Fällen wäre folglich Z positiv, was ungereimt 


ist, da nach dem Obigen Z= — uvwx nothwendig eine negative 
Grösse sein muss. Also kann nur 


13) XY=—4 


sein. Eliminirt man aus dieser Gleichung und aus der ersten der 
Gleichungen 10) die Grösse Y, so erhält man die Gleichung 


14) Ko X®o6X +80, 


und wenn man aus der Gleichung 13) und der zweiten der Glei- 
chungen 10) die Grösse X eliminirt, so erhält man die Gleichung 


15) 7°-+37? —2Y—-8S=0. 


Eine Wurzel der Gleichung 14) ist 2, und eine Wurzel der Glei- 
chung 15) ist — 2. Dividirt man also die Functionen dieser beiden 
Gleichungen respective durch X — 2 und Y--2, so erhält man 
die beiden folgenden Gleichungen: 


KP(X-NRHXN—0 
und | Ä 
1) FHYIMHY-)—0. 


Die Gleichung 16) ist für X=?2, und die Gleichung 17) ist für 
Y=-—?2 erfüllt, welchem letzteren Wertlie wegen der Gleichung 
13) wieder der Werth X —2 entspricht. Nun ist aber offenbar 


u<?2, v>yVY?2 w>YV?, 
also 
- u oe He > UyY?%— 1), 
A* 
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-e+r+w>?2, 
und folglich um so mehr 
—- ut w+- 2 >22, 


d.i. X 2. Also kann nach dem Obigen weder X = 2, noch 
Y=-—2 sein, und nach 16) und 17) haben wir daher die beiden 
folgenden Gleichungen: 


18) X + xX—A=0 
und 
19) ?+- Y— ı=0. 


Auch erhellet aus dem Vorhergehenden zugleich, dass X positiv, 
folglich wegen der Gleichung 13) die Grösse Y- negativ ist, und 
aus den Gleichungen 18) und 19) ergiebt sich daher jetzt, dass X 
und Y respective die positive und negative Wurzel einer und der- 
selben quadratischen Gleichung, welche wir überhaupt durch 


20) U” —+- UV—A—0 
bezeichnen wollen, sind. Mittelst der dritten der Gleichungen 11) 


findet man leicht Z= —1. 
- Setzen wir nun 


a w— u, 
A v7, 

21) 5 B 
u = —un, 
x weine 


so haben wir nach dem Obigen die folgenden Gleichungen: 


+ =X, 
2) v2, =Y, 


wc, —=2. 


Nehmen wir hierzu noch die Gleichung 2) und: beachten, dass 


Z=—]1 ist, so erbalten wir die beiden folgenden Systeme von 
Gleichungen: 

23) , Tv, =X, war —=—1 
und 


24) oa FT =YV, ws, =—L 


- 


Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich: 


u? — Au, —1=0, 
v,’— Xv, —1=0; 
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und aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 


ww. — Yo, —1=0, 


2,’ Yo, —l1=0. 


Weil nun v, =v-+ x offenbar positiv, wegen der Gleichung 
uw, = — 1 also «, negativ ist, so sind #, und v, respective die 
negative und positive Wurzel der Gleiehung 


3) U? XU —1—=0. 


Weil #, =vx offenbar positiv, wegen der Gleichung », 2, = — 1 
also , negativ ist, so sind ©, und ©, respective die negative und 
positive Wurzel der Gleichung 


6) U,— YOU, —1=0. 
Nach 21) haben wir die beiden folgenden Systeme von Gleichungen: 


27), w— un, wu —=—w, 


und 
28) „-2r=v, ver. 


Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich 


u -u,u + w, =, 
w? — uw w, —V; 


und aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 


vo — vv +2, I, 
m x?” — v,x + x, =). 


Weil ww, negativ ist, so haben die Wurzeln der Gleichung 
29) U,’ — a, U, +w, —=d 


entgegengesetzte Vorzeichen, und es erhellet aus dem Obigen leicht, 
dass die negative und positive Wurzel dieser Gleichung respective 
die Grössen — und » liefern. Weil ferner x, positiv ist, so ha- 
ben die Wurzeln der Gleichung 


30) UV? — vn, U, +2, —U0 


gleiche Vorzeichen, und sind, weil auch ®, positiv ist, beide posi- 
tiv. Weil nun offenbar v > = ist, so erhellet aus dem Obigen, 
dass die grössere und kleinere der beiden positiven Wurzeln der 
vorhergehenden Gleichung respective die beiden Grössen v und x 
liefern. 

Nach dem Vorhergehenden reducirt sich also die Berechnung 
des regulären Siebzehnecks im Kreise auf die Auflösung der fünf 
folgenden quadratischen Gleichungen: | 
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U - U—A=0, 
U?— Xu, —-1=0, 
31) ve —- YO, —-1=0, 
UD:—a,0, rw —0, 
U?—vU,+-2,=®. 


Die positive und negative Wurzel der ersten Gleichung liefern re- 
spective X und Y. Die negative und positive Wurzel der zweiten 
Gleichung liefern z, und v,. Die negative und positive Wurzel 
‚ der dritten Gleichung liefern ©, und &,. Die negative und posi- 
tive Wurzel der vierten Gleichung liefern — und w. Die grössere 
und kleinere der beiden positiven Wurzeln der fünften Gleichung 
liefern v und a. 

Die Grösse x ist die Seite des regulären Vierunddreissigecks. 
Die Seite des regulären Siebzehnecks ist 


AB=-VA-® —VR—ao) (?-+ 0). 


Durch die wirkliche Auflösung der obigen quadratischen Gleichun- 
gen erhält man nach Herrn Amiot: 


xX—=4y17 1, Y=-—MVITHl); 


ea, =ı/ 17—-1—y@4—2y 1}, 
v,, =} 1T—1+-y 064-2717}; 


vo, = —ı}y 17+-1+-, 0344-2, 1N}, 
2, = —- Hy 17 H1— v4 17}; 
a Viva n a 
FE VS Ay IT AW-BYAN-HIEV BA—2Y AD] 
2,6 WIT-Ä1-Y (3212) (17) 
FH BSHlay 17-4Y (10 -BYVAIT)+HI6Y (BA2yT)] | 


,) .WIT—IHV 8—2/717) } 

TO HHyV TESsHlay IT HAy (1T0-26V/IT)—I6V BAH2Y IT] ' 
| VIT—1HV (aa 17) h 
Fl a | 

Um aus den Gleichungen 31) eine Consfruction des regulären 


Siebzebnecks abzuleiten, wollen wir dieselben, indem. wir, den 
Halbmesser immer der Kinheit gleich annelımend, 


1.(<-w)=m’, 1.0, =», 


l:;m=m:—w,, 


l:2 ur: :.\wiat, 


55 
setzen, zuerst auf die folgende Form bringen: 
| UU+1)=4, 

U(O, -X=1l, 
U(O,— Yı=1, 
U(U,—u,)=m?, 
U(U, —v)=—n®. 

In Taf. I. Fig. 4. nehmen wir nun zuerst 
VEE—PA EEE 


so ist nach einem bekannten geometrischen Satze 


OU.OU A, 
also 
OU. HU) =A, 
oVU.(U 4; 
oder 


HODKH-ONDHY—A, 
90-0 +14 
Daher ist nach dem Obigen 
X=4+-0U Y=— OU. 
Nun nehme man 
OF =40Uwmd 09Dd=40U'; 
so ist nach demselben Satze wie vorher 


Al A, U. mh A, 8» A U,=l, 


also 
AU, .(AU, VW) =1, 
A,U,.(A,0, -X)=1 
und 
A,U, .(A,U, - Y) =], 
A,U,.(A,U,—- Y)=1 
oder 
(— AU.) .(- AU) -X=|, 
(+ 4, 7,7 s ICH A, ®,) >. X} —]1 
und 


(— A4,U,) . = A,U,) = 1, 
(+ 4,0,). +40) DB =1. 
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Also ist nach dem Obigen 


u, = —- AU, v,=+4,V, 
und 


vw, = — AU, 2, =+A4,UÜ'.. 


Nun construire man, wie aus der Figur ohne weitere Erläuterung 
mit hinreichender Dettlichkeit ersichtlich ist, die Grössen 


m — AM, a = AN 


und nehme 
A8=AM, GH =, U; 
so ist 
A1,0,A) U, m’, 
- also ar 
A, U, (4,0, +u,)=m?, 
A,U,.A,U,—u)—m: 
oder 


(— A4,0,) . | A,T,) - um, 
(H+AU),). IH AU) —- sn} =m’; 


und folglich nach dem Obigen 
u A;U, WANNE 
Endlich nehme man 
AST AR, A AB, F 


und mache die Construction weiter wie die Figur zeigt, so ist of- 
fenbar 


A,U,.AU, =n, 
also 
A,U, (vw, — A,U.) =», 
"AU,:(v, -—A,U,) =»? 
oder 
(+ A,0.) {+ 4,0,) - ur=—n? 
(+ 4A,0,) (AP) imo; 
und folglich nach dem Obigen 
v— A la A, U. 


Auf diese Weise sind also die Grössen u,v, w, x durch en 
struction gefunden, indem dieselben nach der Reihe | 


A,D; A,U AU 4,0, 
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sind, und dass sich nun auch das reguläre Siebzelineck leicht con- 
struiren lässt, erbellet auf der Stelle, indem man bloss A,2 
—= A,U, zu machen braucht, wo dann der Bogen 42 der sieb- 
zehnte Theil der Peripherie sein wird. 

Nach Pauker’s Fundamenten der Geometrie. Fünfter 
bis Siebenter Cursus. Mitau. 1842. S. 43. ist, wenn der Durch- 
messer der Einheit gleich gesetzt wird, 

© — 0,982973099658390 
v — 0,J32AT222940435 
ev — 0,73900891722065 
x — 0,09226835946330 


und die Seite des regulären Siebzehnecks, ebenfalls in Bezug auf 
den Durchmesser als Einheit, ist 


0,18374951781657. 


In dem genannten vortrefflichen Buche findet man überhaupt eine 
grosse Anzahl genauer numerischer Angaben, welches keiner. der 
geringsten Vorzüge desselben ist. 


| IX. 


Allgemeines Kriterium für.die Fälle, in welchen 
die Logarithmen rationale Brüche sind, nebst 
einer Methode, die letztern aufzufinden. 


Von 


Herrn F. Arndt, 


Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 


Wenn in der Gleichung 42.4 gegeben sind Z und A, so ist 
meine Aufgabe, die Bedingungen des gegenseitigen Zusammehhangs 
zwischen 5 und 4 aufzusuchen, damit x ein rationaler Bruch werde. 
A ist eine positive ganze Zahl, und 6 die Basis des logarithmi- 
schen‘ Systems, welches also eine positive ganze, die Einbeit über- 
steigende Zahl ist. Es heisst bekanntlich x der Logarithmus 
von A in Bezug auf die Basis 2, 
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begreiflicherweise kann diese meine Aufgabe nur durch die 
Principien der höhern Zahlentheorie gelöst werden, und wir 
erhalten somit eine neue Anwendung dieses schönen Zweiges der 
Mathematik. Die Methode der Betrachtung wird zugleich ein Mit- 
tel an die Hand geben, die Logarithmen, falls sie rationale Brüche 
sind, auf eine ziemlich einfache Art, ohne Hülfe der höhern Ana- 
Iysis, ganz genau aufzufinden. 


Der Bedingung der Aufgabe gemäss setze ich 2, und 


nehme, wozu ich berechtigt bin, an, dass dieser Bruch auf seine 
kleinste Benennung gebracht sei, oder die ganzen Zahlen == und 
7 relative Primzahlen seien. . 

I. Nun sei zuvörderst 4>4A. Da Zr — Ar, so wird 2 klei- 


m sar> . . . 
ner als z», oder — ein ächter Bruch sein. Weil letztere Gleichung 


erfordert, dass 4” durch A theilbar ist, so können A und 6 nicht 
relative Primzablen sein, sondern müssen ein grösstes gemeinschaft- 
liches (von der Einheit verschiedenes) Maass © haben, so dass 
2—=0©b,, und A=0A4, gesetzt werden kann, und Ö, zu A, re- 
lative Primzahl ist. Hierdurch geht obige Gleichung über in 6,” 
— Or-mA,r. Es muss also wieder 6,” durch A, theilbar sein; 
da aber A, zu 5, relative Primzahl, so kann A, nur die Einheit 
sein, und dann ist A=0, also = Ab... 

Die Gleichung 5” — Ar, in welcher >44, kann also nur 
dann in ganzen Zahlen aufgelöst werden, wenn 6 durch 4 ohne 
Rest theilbar ist. 

Die Gleichung d,” — Or—m 4,” geht durch die Substitutionen 
von 4,=1 und A=© über in 4,” —= Arm, Ist also 2, noch 
grösser als A, so darf auf diese Gleichung derselbe Schluss, wie 
auf die ursprüngliche angewandt werden, nämlich es muss von 
Neuem 2, durch A theilbar sein, und wenn dieses ist, so kommt 
es auf die Gleichung 5,” — 4”2= an, indem #4, = Ab, gesetzt 
worden. 

Ist 6, auch noch grösser als A, so muss es durch A theilbar 
sein, und wenn demnach 4, —_A4Ö, gesetzt wird, so ist zu lösen 
die Gleichung 5,” — An-3m, | 

Diese Schlüsse dürfen so lange fortgesetzt werden, als die neue 
Wurzel noch grösser als A ist. 

Trifft es sich also, dass eine beliebige Wurzel 4,4 A, und 
nicht durch A theilbar ist, so kann die ursprüngliche Gleichung 
ir — Ar in ganzen Zahlen nicht auflösbar sein. v 

Kommt man aber durch die fortgesetzte Division, wie sie oben 
angedeutet ist, endlich auf den Quotienten 1, in welchem Falle 3 
eine genaue Potenz von A = A% ist, so wird dm — Akm, also 


An — Alm, n— km, folglich A = —, und — eine ganze Zahl; 
da aber »2 zu z» prim, so kann »2 nur 1 sein, =, also = Ar, 
1 


oder 4” — A. Findet man also, dass die Basis 2 eine vollständige 


m 
Potenz von A, z. B. = 4 ist, so wird die Gleichung v"—A 
stets und nur aufgelöst durch = % und »==1. Z. B. 1255, 


1 
also 125? =). 
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Kommt man endlich auf einen Quotienten, der kleiner als A 
ist, z. B. = A ,06,, wo 4. < A, so hat man nach dem Obigen 
der Gleichung zu genügen: 


mn 
Anoımk — U. 
k 


Da vun A > 2;, so lassen sich alle vorigen Schlüsse auf diese 
Gleichung von Neuem anwenden, wenn man nur A mit 2 ver- 
tauscht. 

Nämlich ist 4 gar nicht durch 6; ohne Rest theilbar, so kann 
die Gleichung in ganzen Zahlen nicht aufgelöst werden. Ist aber A 


durch 7, theilbar, so sei 2 die höchste Potenz von 2;, welche in 


A aufgeht; ist der Quotient 1, so genügen unserer ursprünglichen 
Gleichung ganze Zahlen, ist der Quotient grösser als 6;, so ist 
die Gleichung unlösbar, ist er endlich kleiner als 4;, oder A 


fr -— A, wo 4,<Ör, so hat man der Gleichung zu genügen: 


m—}(n—mk) _ _  gn—mk 
b, er 4, { 
und da jetzt 6, > A,, so werden auf diese Gleichung wieder die 
vorigen Schlüsse angewandt. | 
Demnach haben wir folgende Reihe von Gleichungen: 


Aucze Alkbı 
A —0.A, 
a) (RA du 
A=b,Ar 
= 4, 


In denselben ist 4 < 4A,, A, < dr, du< dA, u. s. w.. Soll also 
unsere obige Gleichung in ganzen Zahlen auflösbar sein, so muss 
der zweite Factor auf der Rechten endlich die Einheit werden, wel- 
ches mit 6, geschehen ist. | 

Jedoch folgt aus unserer Analyse noch nicht, dass die Glei- 
chungen (a) wirklich ausreichend sind, um bebaupten zu dürfen, | 

. m 

dass die Gleichung 5” —= A in ganzen Zahlen auflösbar sei. Dass 
dies sich aber wirklich so verhalte, ersieht man aus den allgemei- 
nen Ausdrücken für 2 und #, die ich aus obigen Relationen auf 
auf folgende Weise herleite. 

1. Substituirt man den Werth von A in der zweiten Relation | 
in die erste, und setzt der Kürze halber 


Zk-H-1=),, 
so entsteht 


29% Ar g% 
bb, 4. 
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2. Substituirt man den Werth von 2; aus der dritten Relation 
in diese Gleichung, so wird, für 


A\mtkm=p, 
= 4 Un. 


3. Substituirt man in diese Gleichung den Werth von A) aus 
der vierten Relation, so, wird, für 


ur AMP, 
baby Ay". 


4. Substituirt man in diese Gleichung den Werth von du aus 
der fünften Relation, so wird, für 


‚wm, =0;; 
b—=A4," 


v 
Geht man nicht von der ersten Relation aus, sondern von der zwei- 
ten, so erhält man ganz ebenso 


am | I en 
wenn nach und nach gesetzt wird: 
=, Murl=w, uvrvr-Imv, vo + ww. 


Setzen wir nun die für 2 und A BE nnenz Werthe in die Glei- 
chung Rn — Ar, so erhalten wir AN zen ‚ also mw, — nw, 


m 
m, folglich 2 —=w', a=w, 
N w 

Umgekehrt werden für z Are »» diese Werthe SngenDmagE 


so ist Im — AP, Ar — 32 Mh ‚ oder im — A, 9: 20 ARRENE a 


folglich Im — An, 

Zugleich ergiebt sich, dass nur die einzigen Werthe von m. 

m 

— w' und = w, der Gleichung u" — A genügen; denn da 72 
und z relative e Primzahlen sein sollen, so können für » und 2 
nicht Vielfache von w’ und ®, angenommen werden, 

Ist 4>>Ö, so braucht man nur. Ä mit #4 zu vertauschen, und 
alle vorhergehenden Schlüsse behalten ihre Kraft, 

Nehmen wir nun Alles Vorhergehende zusammen, so ergiebt 
sich folgendes Resultat: 

Um zu prüfen, ob die Gleichung 


m 


1" —A, 


in welcher > A in ganzen Zahlen auflösbar ist, oder nicht, di- 
vidire man“mit der höchsten Potenz von A in Z,-mit der höchsten 
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Potenz des Quotienten #* in 4, mit der höchsten Potenz des neuen 
Quotienten A, in dz u. s. w. 

Geht die Division einmal nicht auf, so ist obige Gleichung in 
ganzen Zahlen nicht auflösbar; kommt man aber endlich auf den 
Quotienten 1, so ist sie auflösbar, und nachdem %, A, u, v, durch 
die Relationen (a) bestimmt sind, werden die Zahlen »2, z durch 
folgende zwei Reihen recurrirend bestimmt: 


A +-1l=,, ! NEN. 

Au + k= Yatlzm=uw 
se REN a ee 

I  jer +A=v 

‚w+-u,—n vo -+- wW=m 


Bei dem ersten Anblick erkennt man übrigens sogleich, dass diese 
Relationen denen ganz ähnlich sind, durch welche die Partialwer- 
the eines endlichen Kettenbruchs bestimmt werden. 
Nimmt man nämlich zu den vorhergehenden Gleichungen noch 
die k=1, 1==1, so folgt, dass 
ER ee 


_— — 


%k Air nr v. 
die Partialwerthe des Kettenbruchs 


an 1 


-—_— 


r 7 nl prrR 


—— 





o 
sind. 
. Es ist ferner bekannt, dass der mittelst dieser Kette berechnete 
Bruch schon immer in den kleinsten Zahlen ausgedrückt ist. 


r . ee . .. mM . 
Verwandelt man also einem beliebigen ächten Bruch z— in 


einen Kettenbruch, so dass %, a w,v, @ die durch die Division 
m 

entstandenen Quotienten sind, und bestimmt den Werth A von 6°” 

(wo 6 eine willkührliche positive ganze, die Einheit übersteigende 

Zahl), so lassen sich stets die in (a) dargestellten Gleichungen 

bilden. 

Ich beschliesse diese Abhandiung mit ein Paar Beispielen. 

1) Es ist zu untersuchen, ob der Logarithmus von 243 für die 
Basis 6561 ein rötionaler Bruch ist, oder nicht, und im ersteren 
Falle fordert man seinen. Werth. 

Hier ist = 6561, A = 243. Nach den Gleichungen (a) hat 


.. man 


k=1l.4—=27, 
VE AN, 
B=lu.ılu 3, 
- vi AM A,z]; 
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folglich Ä 
hm=1.1-P 1229 MR 
vu, =?2.14+-1=3, W"=2, 
n —3.2 +2 —8, m—5; 


daher 6561? — 243, und , log 243 (Basis 6561). 

2) Ist der Logarithmus von 5 für die Basis 10 ein rationaler 
Bruch oder nicht? 

Hier ist =10, 45, also 


kzzl,n busa 
ME, N Diemee 


Da aber 4, keine ganze Zahl ist, so kann log 5 (Basis 10) kein 
rationaler Bruch sein. 


X. 


Ueber Systeme von Linsengläsern. 


Von 


dem Herausgeber. 


$. 1. 

In der im zweiten Theile dieser Zeitschrift abgedruckten Ab- 
handlung No. XV. habe ich eine strenge und, so viel es die Natur 
des Gegenstandes zulässt, allgemeine, namentlich auch die Dicke 
der Gläser gehörig berücksichtigende Entwickelung der Formeln 
zu geben versucht, durch welche, nach den älteren verdienstlichen 
Arbeiten von Cotes, Euler und Lagrange über diesen interes- 
santen Gegenstand, in neuerer Zeit von mehreren ausgezeichneten 
Mathematikern, namentlich von Piola, Möbius, Bessel, Clau- 
sen und Gauss, die Haupteigenschaften der Systeme von Linsen- 
gläsern vorzüglich mit Hülfe der Kettenbrüche dargestellt worden 
sind. Nach weiteren Untersuehungen über diesen wichtigen Theil 
der Optik bin ich aber jetzt der Meinung, dass sich die erwähnten 
merkwürdigen Ausdrücke auf eine einfachere und elegantere Form 
bringen lassen, welche insbesondere dadurch sich vor der älteren 
Form auszeichnet, dass die Anzahl der Glieder der betrefienden 


- 
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' Kettenbrüche eine weit geringere ist als bei jener, wodurch denn, 


wie es mir wenigstens scheint, zugleich auch bewirkt wird, dass 
sich die allgemeinen Gesetze, denen jedes beliebige Linsensystem 
unterworfen ist, noch deutlicher und bestimmter als bei der frühe- 
ren Darstellungsweise herausstellen, Diese neuen von mir aufge- 
fundenen Formeln werde ich daher zum Gegenstande des vorlie- 
genden, an meine frühere oben erwähnte Abhandlung insofern sich 
anschliessenden Aufsatzes machen, als ich in demselben von den 
nämlichen Fundamentalformeln wie ‚dort, welche natürlich jeder 
derartigen Untersuchung zur Grundlage dienen müssen, ausgehen 
werde, ohne diese Formeln jetzt von Neuem zu entwickeln. 


8.2. 


Die am Ende des vorhergehenden Paragraphen erwähnten Grund- 
formeln sind, mit Beibehaltung. aller in der früheren Abhandlung 
eingeführten "Bezeichnungen, die Thl. 1. S. 159. und Thl. 1. 
S. 162. gefundenen Formeln 58. und 68., nämlich die Gleichungen 


127-332 M-) 


| p 
; ea) 
9ı h Pı 
1— (Rn — Ur, 


L) 


Um aber die durch die in der ersten dieser beiden Gleichungen 
vorkommenden doppelten Zeichen herbeigeführte Unbequemlichkeit, 
welche namentlich bei dem vorliegenden Gegenstande nicht unbe- 
trächtlich ist, zu vermeiden, ist in $. 11. der mehr erwähnten Ab- 
handlung eine Abänderung der Bezeichnung vorgenommen worden, 
über welche man das zum Verständnisse des Folgenden Nöthige 
dort selbst nachsehen muss. Dieser Abänderung der Bezeichnung 
zufolge muss man in den beiden obigen Gleichungen für 


D,R,R,»; Pı 


jenachdem man in der ersten der beiden in Rede stehenden Glei- 


chungen die oberen oder unteren Zeichen nimmt, respective 


£D,-RHR,=+»=n 
oder- 
DER, FR,TFD», =» 


setzen, wodurch, wie man leicht findet, die beiden obigen Gleichun- 
gen die folgende ganz allgemein gültige Gestalt erhalten: 


Br 4 F 1 l D/1 2.] l anal 
DE a CI 2 DEE CE En 
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und 


” 


p 
1+- (2 —- )— 
2) EEE RETRO. | 
9ı a FONRHER DR | 
1+2—1)5 
1 


Dies sind die Formeln, von denen wir im Folgenden unsern 
Auslauf nehmen werden. | | 


HE 


Bezeichnen wir die Werthe, welche », p, erhalten, wenn re- 
spective »,, » unendlich werden, respective durch /, f,; so ist 
wegen der Gleichung 1) 


ren) Geh 
ee 


Zieht man, jede dieser beiden Gleichungen von der Gleichung 1) 
ab, so erhält man die beiden folgenden Gleichungen: 

















1 1 1 
rei Ef 
DD’ 11.21 n—1 1 2—1 |] n—1 ] 
Sala at 
1 1 1 = 
» tn Sa 
BER ZEN n—l 1. n—1 1 n—1t°' 1 
-7,G FE Tr Yu R "pP RR) 
oder 
DIN, 
np Pı 
nl, Dil n—1 D,1 n—1 D,1 
—=(1- R, rl FT (ko R 7)P 
Die 
np 'Ppı 
n—ı D,1 n—1ı D,1 nn 1.7 
Au aa time es 


also 


und folglich / 





1 1 
ı Oe-Q1.2 —: Rr-oR' 1 
R ar re ] Tun sf° 
Riff: 
1 i 
ERZIUDNDFARSR, 1 
R, A To ar FE Na 1 Ir 
RIP ERS, 


Führt man diese Aukdriicke in einen ‚jeden der beiden obigen Aus- 
drücke von | 
| ERRTRS 
x np Ppı 
ein, so erhält man die Gleichung _ 
1 1 1 i 
A NE EEE eh 
) (7 Fı P _ Pı 
1 A a 1 1247 
IESNIE us DC re 


aus welcher sich ferner ohne DENTÄRBERN: die folgenden Formeln 


ergeben: 
Ra N, 
5) j Er le (RZ RF, 
> ee 2 Fr 
Pı a ares 1) (4 — 2) 
oder 
| er ie 
6) le Saale N, 


Gendete NE TE)r. 
man SE Fey 


Theil Vl. 5 


= 


er 
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oder auch 


. 


Ken 


A +-(2—]) (#=zE)r 


(N EHE N a BE 
h (K-z) ef) 


a) Pe Er, 
= En 


(= 2)e=N) 


woraus man ferner ohne Schwierigkeit 











1 1 I 
Free) 
pP —f Fr ze EV a 
| BE -z)lm N) 
a 1 1 (5 1 
Est (N "R: 
n—n=t— pi; 
GdE-HR-N 
also | 
7 Fr 
De A. 
Med) Nase ) 
erhält. ji 
Weil nun nach 3) 
n—l n—1ı D 1 1 
er 2-0-Ygtz 
FETT xiag-ı D2 » 
Z, 7 
n—1l n—1ı D 1 1 
ı RN ANZ, eK +R 
Fi 1 n.—1 D . 
win j j 
ist, so ist, wie man leicht findet: 
EM : 
ET VENEN 
7.7 IN 7 
(2— 1) RN 
Din—1i n—1 D 
Ale: EN N +! 
vn —1ı .D —1 
ur: 
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also 





2) 














REN 
10) in — Lu f, 
| RNTE RER 
1 e 
1 l ; 


so dass also nach 9) auch 


1) @-N)(m —fı) 








a. Lt, 
ee era 


oder 





12) AT ER 
Beine 1 n—ı 1 ng 
ur Are AG a1) + u) 
ist. 
8. 4. 
Nach 2) ist 
1+(2—-D% 
" 1+-@— DE 
also 
= 


A R ni, 
ya 


91 x 14H @— DE + (2 — 


Mittelst der im vorhergehenden Paragraphen gefundenen Formeln 
ergiebt sich aber olıne Schwierigkeit 
5 
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R 
1 + — 1% A, ca 
R+-R— 
IH DZ = ff Se ; 


U 
R+H-R, — ——D 
und folglich, wenn der Kürze wegen 


3) A = 
R+ 








n—|I 
N 


gesetzt wird: 


KR+a— nF 


4) To —_ 
9: KR, + (a el =n 
Nach 11) ist nun 
| ir 2 
P—)wı -fı)= 1 | 
(a—1)(R-+ KR, — —— D) 
d. i. nach 13) 


3) PN Ne) 





und folglich 
| ? KER:R,? 
Aa -yR-N 


Führt man diesen Ausdruck von >, —/, in die Gleichung 14) ein, 
und hebt auf, was sich aufheben lässt, so erhält man 


AR ee 
7 KRR, R 
Verbindet man nun aber hiermit die Gleichung 15), so erhält man 
für nn die beiden folgenden Ausdrücke: 
1 


# 


= KRER, m) (Pı —P 
Die Grösse 

ERR, __ RR, 

Pe WILTIE 


RN R+R,—"—D) 
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hängt nur von der Grösse 2, den beiden Halbmessern des Glases 
und der Dicke desselben ab, und soll im Folgenden, weil sie für 
jedes Glas offenbar charakteristisch ist, der Modulus‘*) desselben 
genannt und durch M bezeichnet werden, so dass also nach dem 
Vorbergehenden 





17) M= Dun Pers 
(B®—1\R+ RR, —-D) 
und 
18) N) @, —-f)=M, 
so wie i £ 


19 ER EREN LENDPEEE, 
) ı M Pı fi 


also auch, wie hieraus leicht folgt: 
any LENZ aBenf 
) ( r) F Pı u 
ist 


“ Den Modulus kann man auch auf folgende Art ausdrücken: 


21) M— - 


n—ıi r | 


Case G aus 7 Baker zur Fe 


2|S] 


oder 


1 l a 
2) MEaNEtR) Rn” 


RE DIR TURN N 
Eliminirt man die Grösse —- mittelst der aus dem vorhergehenden 


Paragraphen bekannten Formel 


so erbält man , 


| 1 
3) M=—— 7 


°) Dieser von mir hier eingeführte Begriff des Modulus einer Linse scheint 
mir für die ganze optische Theorie nicht unwichtig zu sein. 
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oder 


Rf, —R 
2A) M=— RR, f, 1d 


n—1 "RYF, RT 


Auch ergiebt sich aus 9) und 18) für das Quadrat des Modulus un- 
mittelbar der folgende Ausdruck: nz 


L 1 

RE 
235) M:— \l-++ — Far 
= ee 


Will man bei der Berechnung des Modulus bloss D, /, /, .als be- 
- kannte Grössen ansehen, so muss ‘man aus diesen Grössen die Halb- 
messer #% und A, berechnen, was auf folgende Art, freilich nur 
mit Hülfe einer quadratischen Gleichung, geschehen kann. 

Nach dem Obigen ist 


EN. 
Ir 


> 
a 


1 1 


‘ also 


F-F=Ur Di +Hmr7G + Ar 


Bestimmt man aus der ersten dieser beiden Gleichungen die Grösse 


D n—l 
n 


Br 


aus der zweiten die Grösse 


1 i 
RR Ar | 
und führt die erhaltenen Ausdrücke in die zweite der Gleichungen 


3) ein, so erbält man nach einigen leichten Reductionen die Glei- . 
chung: je; RAR 


nn. R nf 








D na o_Pp AN D.n-i 
u 
1 


und durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung ergiebt sich 
ohne Schwierigkeit: 


D n—1l D 1 V un’ff, nz 


Bestimmt man nun mittelst dieses Ausdrucks von 
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Dgz- 1 
2 
und. der ersten der beiden Gleichungen, von denen wir oben aus- 
gegangen sind, auch die Grösse 


POT: Dın—l: 


US ut 
so erhält man zur. Bestimmung der Halbmesser 2% und 2, über- 
haupt die beiden folgenden Ausdrücke, in denen die obern und un- 
tern Zeichen sich auf einander heziehen: 





D n-]I . er De 3 V anff, 
26) ZI Rally FE +, 

| D ı Anefh 

2 Amin. 41eVı+ a; 


oder, wenn wir der Kürze wegen 








2), ei 2m ei-h 
oder . | E 
28) - te Mile sierle A ak 
—1' fD R, n—1' fıD 
oder Y 
Be) R=U-), Raum) 


Auch erhellet aus der vorhergehenden Entwickelung, dass bei je- 
dem Linsenglase 


An? — Fe 
+ To, +2 Ze 


oder 
(2). n 7 


sein muss. 

In dem Folgenden werden wir nun immer den Modulus eines 
jeden in einem Systeme von Linsengläsern vorkommenden Glases 
als bekannt annehmen, wozu wir berechtigt sind, da derselbe mit- 
telst der im Vorhergehenden entwickelten Formeln jederzeit ohne 
Schwierigkeit berechnet werden kann. | 


I 
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8.5, 


Indem wir jetzt zu der Betrachtung eines durch ein System 
von Linsengläsern von der gewöhnlichen bekannten Beschaffenheit 


er Strahls übergehen, führen wir zuvörderst die folgenden 
ezeichnungen ein. 

Die Auzahl der das System bildenden Gläser sei ö, und die im 
Vorbergehenden durch 9, 95 Pı» 9ı5 f, /ı bezeichneten Grössen 
sollen für die einzelnen Gläser des Systems vom Isten bis zum iten 
jetzt durch 


pp, md; p,®, 1,9; VD, 9; 

p®, 99; p,9, 9; fd, 9; 

pP, 0; 9,9, y,®; fo, f,®; 
u. S. W. 

p®, 90; p,Ö, 1,0; FO, ® 


bezeichnet werden. Die Moduli der einzelnen Gläser nach der Reihe 
vom Isten bis zum öten mögen 


M®, M®, M®, M%,.... M® 


sein, und die sämmtlich als positiv betrachteten Entfernungen der 
einzelnen Gläser von einander, welche von der hinteren Fläche 
eines jeden Glases bis zu der vordern Fläche des nächst folgenden 
Glases gerechnet werden, wollen wir‘ nach der Reihe durch 


EW), E@, E9, EW,.... E«-) 


bezeichnen, wo wir daun die anne dert allgemein gültigen 
Gleichungen haben *): 


7,09 pa) = — EU, 

pP, £p®) — — EW, 

30) p,® rt p%) — — E0), 
0.8 ww. 


pn ED +, O—— EiV, 
Nach 18) ist vun überhaupt 
0 — fÜ))(p,® — f,®)—(MW):, 
und nach 30) haben wir die Gleichung 
p,@Dd + p%) — — EU, 


'aus der sich leicht die Gleichung 


PO LFD — — EU) — FA-D _ FW — (p,E-D — FED), 


*) Man vergl. Thl. 11. S. 178. 
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oder, wenn wir der Kürze wegen 
| Da ERAR, ‚TEN DE AD fm 
setzen, die Gleichung 
PO —FD— — MED —(pl-D — fun) 
ergiebt. Daher haben wir nach dem Obigen die Gleichung 


(MW)? 


3) MA — FM Na) + (p,%-) — f,%-D)? 


aus welcher sich ferner leicht die Gleichung 


a N ee a EN 
32) p, AD) — =: N%-ı) Raps a(; 


ergiebt. i 
Setzen wir jetzt analog mit dem Vorhergehenden 
N) Ins EU +- FD +-f®, 
NO— EILLOHLB, 
3) NW) — E® + HOF, 
u. Ss. w. 


NED — Ei) + FF D-+-/Q; 


eo 


wo die Grössen gr 
NW), N®, N®, N@,.... NÜ-n 


natürlich eben so wie die Moduli der einzelnen Gläser als gegebene 
Grössen zu betrachten sind; so haben wir nach 31) und 18) die 
folgenden Gleichungen: 
; En (MW)? 
Pp,9 — 9 =— NV Reden 

(MeV): 
— N@9 + (pP, EI — f,e9) 
(MG-9)? 
Ne-3 + (p,6-9 Fe)’ 
u. S. w. 


(M@))? 
NG) + (pm —f,)) 


(may 
20) — FU)? 


Pe A 


Pı (2) —f, (.—2) ——— 


p,9 — fa = 
pP, — fd = 


und nach 18) und 32) haben wir auf ähnliche Weise die folgenden 
Gleichungen: | 
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yW — fü) — Fre 
PD —- fd = — NND — ni. 
9,9 1.) = — NO) — Ric) 
2,9 —f,9) = — N — FO 
u. S. w. 
m 9) — EI — — NE — EWR 
en — fF Id — Ne) — ar "u san 


Aus diesen beiden Systemen von Gleichungen ergeben sich aber 
unmittelbar die beiden folgenden Kettenbrüche: 








| „7 MO)? 
34) pP, —f,‘ m Near n_ (Men): 
Na, IF 
NG-3) — 
—_ (M®)? 
(M))z 
; NORDEN 
un 
ab AD A er PRO ART 
nu _ U 
No, _ (Ma)? 
No 
ed) 
(MC)? 
Me 
NEN ZB 
Auch ist 
ey R (Ma)? 
Bd SyRınan alarm): | 
Ne, _ AI? 
Na) _ 
- (M@)? 
Nm. (MC): 


SW — 20). 
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und 


3%) FW) — (m)? BR 
Nu) _ (mn) 
No_ (M6))? 


Ne) — 


- (MED)? 
Mage MO)" 


 50=p,© 


Jeder dieser beiden Kettenbrüche besteht aus 2, d.h. gerade aus 
eben so vielen Gliedern, als das System Linsen enthält. Zur Ent- 
wickelung derselben ist nur die Berechnung der Moduli 


Mu, M®, M®, M@%, ..... M® 
der einzelnen Linsen, und der oben durch 


0, N@, N®, N@,.... Ne-v 


bezeichneten, von den Entfernungen der einzelnen Linsen von ein- 
ander abhängenden Grössen erforderlich, welche, wie wir aus dem 
Vorhergehenden wissen, keiner Schwierigkeit unterliegt. 
Bezeichnen wir bei unserem aus ö Linsen bestehenden Systeme 
die Werthe, welche die Grössen »,@, pÜ) erhalten, wenn respective 
0), 2,@ unendlich werden, respective durch 2,0, ZQ;. so ist 
nach 34) und 35) offenbar 


2... (A0@)® 
% FO -FO=— on any: 
Je NG-3) — 
__(M@))? 
NÜ) 
und 
(MG))? 
) — fl) — —— 
ng _ Ua) 
| a AU 
a 
"  M&-1)): 
Ne? 


wo jeder Kettenbruch nur aus 2— 1 Gliedern besteht. 


Für ein Glas ist ofienbar 
a} FO), fSFB—= FW 
und daher nach 18) 
38) (pW — FO) (p,® — FW) (MW):. 


Für eio aus zwei Gläsern bestehendes System ist nach dem vorher- 
gehenden Paragraphen 


. (MB)? (MW)? 
p9,9 — f,® = — I (noy > „(1) Ben (Me): 
70) — U + TIESFD 
und | 
| > ..(MW)? - (M))2 
F', (2) —f, (2) jeuumnundi NN > E® — fl = = N 


Aus der ersten, dritten und vierten Gleichung folgt: 





Nr» —f,®) RO —p® 
upon NINE TH TIEN) BRATEN 
p,@9 ik I ya. Ma (a) 02 (Ma)? 1 
Pa — FO +90 70 _-f® 
nn _. PFA)-Hd. _(FBO-HI)PD— FO), 
Be: ION r u — Fo 
pP — [da 


und eben so ergiebt sich aus der zweiten, dritten und vierten 
Gleichung: 


Nay(Fre) — fa) Fo — fa 
yore nn 
PD — FDP = Ka (MO): (Mo) T 
+9 _f,® + 90'920 _/,8 
_ _FoO-fd — _ OF) MDd FB) 
1 _BO-FOT, »®-F® 


I OLE 
Also hat man jetzt die beiden folgenden Gleichungen: 


(DL) B® — 0) = (pw — F2) (p,® —f,9), 


39 
“ Nm®=F 9) p®—fD)—=(F® — fO) (pP — 9); 


aus denen sich durch Division 


DZ 
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FO —- HD. pW— Fo 
4 Pa — FD "FD — fü) 
oder 

10) (p@ — F®) (p, 9 — F®) = (FW — FA) (f 9 — F,®) 
ergiebt. Weil nun aber nach dem Obigen offenbar 


MUM®|? 


(DI —- FO (9 —- FA) —= ya! 


ist, so ist auch 


MU)M®)?® 
NU) 


Aus 38) und Al) sieht man, dass für ein Glas das Product 
(»yW er FÜ) (»,® — F 0)), 





41) (pW— F®) (p,®— F,®) — 


für ein System von zwei Gläsern das ganz ähnliche Product 
(W — 70) (p,®— F,®) 


einem constanten Quadrate gleich ist, und es frägt sich nun, ob 
dieser allerdings sehr merkwürdige Satz allgemein für jedes belie- 


‘“ bige Linsensystem als gültig betrachtet werden kann. 


Um hierüber zu einer, bestimmten Entscheidung zu gelangen, 
wollen wir den Satz für ein System von 2—1 Gläsern als gültig 
annehmen, und untersuchen, ob derselbe dann auch immer für ein 
System von ö Gläsern gültig sein muss. Denken wir uns nun einen 
Strahl durch alle 2 Gläser hindurch gehend, so ist nach der Vor- 
aussetzung, wenn KL) eine gewisse constante Grösse bezeichnet: 


12) (pW — FÜ-D) (p, ED — FC) — (KÜDV)>, 

und für das letzte öte Glas ist nach 18) | 

23) (pa — FO) (PA — HM)=(M9), 
oder, weil nach 30) 

DD En 
ist: 
44) (ED + p,ED +0) (9 — B)—=— (MO). 

Lässt man jetzt p,®@ unendlich werden, so geht U) in Z@ und 


p9 in f®, also, weil nach 30) 


pP, G-2) — — Kt) — p®% 


ist, 9, ED in — ZU) — fO über, und aus der Gleichung 42) er- 
hält man daher, weil die Grösse R@-N constant ist, die Gleichung: 


45) (FO — FÜeD) (ZEI + FED + fO) = — (KEN), 
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Lässt man aber. p(l) unendlich werden, so gehen oflenbar »,@-D 


und 7,0 in 7,@-D und F,® über, und aus der Gleichung 44) 
erhält man daher, weil die Grösse M@) constant ist, die Gleichung: 


416) (BED -+ FED 4/0) (FO —fA9)=— (MB). 


Aus den Gleichungen 42) und 45) erhält man: 


. (REN)? 
u —] aa 
PORT We pP, ED) — ME? 


nee —1)) — 5 
KUN TEEH Lam 


und aus den Gleichungen 44) und 46) ergiebt sich: 


Ja (M&)? ; 
Pp,9 —=fd — BILDEN FO’ 


ki (MO)? 
FO=f,O — EC) + RE) +fO 


Also ist, wie man durch Subtraction leicht. findet: 


Ei) +9, ED -fO Tat, 
pÜ) — FÜ — DEV RD) (ED LFED LO) (KRED)?, 
ti wo ua se 2. 
BOZEN 


woraus Sich durch Multiplication auf der Stelle 


; : RK @—-1)M® 2 
a). (9 FO) (I ZI,G) — m rem 
oder, weil nach 35) 


ED + fO — NE) — fl 
ist, 


KE-) U) 2 
ergiebt. 

Hieraus sieht man, dass der Satz, von welchem oben die Rede 
gewesen ist, für ein aus ö Linsen bestehendes System gilt, wenn 
er fürsein aus © — 1 Linsen bestehendes System gilt, und daher 
allgemein gültig ist, weil er oben für eine Linse und ein aus zwei 
Linsen bestehendes System schon als richtig erkannt worden ist. 

Zugleich hat sich :bei der vorhergehenden Betrachtung, wenn 
allgemein 


29) (PO — FO) (p,9— P,0)= (89): 
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‚ gesetzt wird, die bemerkenswertbe Relation 


feed a a Be 
—EENHFEND+LFO NED FED FEN 


ergeben, mit deren Hülfe wir nun einen independenten Ausdruck 
der Grösse KR aufzufinden versuchen wollen. - 
Bei dieser Untersuchung wollen wir 


(3 i (MO) . 
51) a pusen-; A& — ENT. (ME)? 
DE INeBIE 
'__ (M@))» 
N 


und zugleich 


— 


830 _.1.80__N® 
2) mv wi 


setzen, d. bh. Zähler und Nenner des dem Kettenbruche auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens der Gleichung 51) gleichen 
gemeinen Bruchs durch 3@ und N@ bezeichnen, und 


30 —1, RO —0; 3! — 0, NO —1 


setzen. 
Weil wegen der Gleichung 51) offenbar 


ZN 9 ng RE) __ NO.8E-N — (MO)? .NE-N 
NIC Ya NO — (MB): . Öl > nn: ar, Tr 


ist, so haben wir die beiden folgenden Relationen: 


„0, O=NO. 3 — (mo .nen, 
a ge-n; 


welche wegen der Gleichungen 52) offenbar auch noch für z=1 und 
i—2 gelten. 
Weil nun nach 38) und Al) offenbar 


| MOM) 
1 — — 
KO) MU, KO) — Ya) 
ist, so ist nach 52) 
hen MO) MG)M@ 
a 30° R@O) — TEUR * 


Weil nach 36) 


NED FED f, > — Nt-) _— 


d. i. nach 51) 


NED FED —f, 


ist, so ist nach 50) 


RO — 
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._(Me-9): 
NO 

_26» 
DETEH 


SC) 


 (M&-D) 





KÜE-MRE-DMO 


’ 


und folglich, weil nach der zweiten der Relationen 53) 


ist: 

Also ist 
RO) — 
KB) — 
KO) — 
RU) = 
KG) — 


NE-D — 3E9 


KO — 


MO) . 
30’ 


KUZOU@ 
80 


KIZWU) 


3@ 


KOZOUD 


BEITe 178 
KAZDMG) 


35a 


u. SS. W. 


und folglich allgemein 


54) 


KO — 


SC) 


__ MWM® 
TR 
MWMESM®%) 


b, 


KRE-DIE-IUW 


3@ 
__ MWM@)MWM@ 
et WRBG. ORT 


__ MUM@)H@)MAMG) 


’ 


= @—1) 


3@ 


MHOMYMS)MW.... 


oder wegen der zweiten ‚der Gleichungen 53): 


55) 


RO — 


NE 


MO)M®M®)MW... 


’ 


2 


M& 


.M& 


b 


__(M@)? 
Na) ? 
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Nach 49) ist also 


1 2 3 Ei 2 
56) (pi wen FO) (p,® -F, @) Hin MUV)M®OMG)MG .... MO | 


u) 
oder e 
MUO)M@OMS)MW....MO): 
>) (W-FO)MO-FA)=I |: 


Die Grössen JE-D und N können nach den aus der Theorie der 
Kettenbrüche bekannten Regeln immer leicht berechnet werden. 


$. 7. 

Nach 19) hat man die folgenden Gleichungen: 
WW _pW—-fO _ __ MW 
7,0 "ma  —7=,,0m_-A0 
ed) __PW—f@ MW 
1® mo — p@_f,® 
I) __PW—FW __ MW 
1,09. 20 T20-f® 

u. Ss. wW. 
g0 PO -f® M@ 
O8 TO MO, TB -F@ 


aus denen sich, weil offenbar 
99, dd, y9d—g9,.... ed — yo 
ist, durch Multiplication auf der Stelle die beiden Gleichungen 


58) 1 __ PO FO) (PI — FO) (pW) — au . (PO — fo) 


BT — HOMOMSMW.... Mo 
und 2 
rar DE MOMOMONWH.... MO 
) „0 9,0 _5,0)%,9 _f,®) 9,9 4,9) .... O0 -f,®) 


ergeben, woraus dann ferner auch 








Be EN FO) FO) PO) —f9).. co —fß) 
60) (© 0) 79,0 -f,0)P,®d —-f,O)m,d —f, ©). P,&@—fıt) 
folgt. 


Theil VI« 6 


Wenn man nun einige der Grössen 


2, — WM, 

(,® — SD), ®—f,®); 

MO -LO)MOI-FO)MO—L®) 

(9,0 — f,0) (9,9 —f,9) @a FB), @—®), 
u. Ss. W. 


vom Anfanuge an mit Hülfe der Gleichungen 18) und 36) entwickelt 
und durch >») — fü) ausdrückt, wobei man am Leichtesten rechnet, 
wenn man, jedes dieser Producte für sich, unabhängig von den vor- 
hergehenden, und mit der Multiplication der einzelnen Factoren in 
einander von Hinten anfangend, entwickelt; so bemerkt man sehr 
bald das allgemeine Gesetz, dass sich das Product 


(9,0) LO MD -®)....(mO AB) 
durch einen Ausdruck von der Form 
., (MOM@M@SMW.... M@)? 
(HH "GO LHAOGD FO) > 
wo G® und 40 an bloss von 


MW, M®, .... MD; NO), N®,.... Nt-) 


abhängende Grössen bezeichnen, darstellen lässt. 

Um die allgemeine Richtigkeit dieses durch Induction gefunde- 
nen Gesetzes zu prüfen, wollen wir untersuchen, ob dasselbe unter 
der Voraussetzung, dass es bis ö—1 gültig sei, auch immer bis ö 
gelten müsse. Der Annahme zufolge ist also 


MO-LD)BO LO) AOL. Fe>) 
(MU)M@MO) .... ME-29)? 


— (— 1). GE + HE 0) — FO) 


und | 
(7,0 fi ()) (P,® A 2)(p,® if, 0) SS (7,6 — f,0D) 


(MOM@M®).... M@-)2 
*" GE) + HE) (pW) — FM)’ 





en (— 1). 


folglich, wie sich hieraus durch Division ergiebt: 


Gt) + HI (pl — FW) 


TE ee i— TEE ET WFT EN 
Bl fl Yo (MEN) en 


Nun ist aber nach 31) 


} 3 — Hm A? Tu 
li BP En umsde Fe; 
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und folglich mittelst des Vorhergehenden nach gehöriger Substitu- 
tion, wenn wir der Kürze wegen 


RO = @EDNE-)- GEe-I MED), 


1) | va— Hunne-n— Zea(Miny 


setzen: 


A Aa GED + HNO — FW) 
p ‚@ — u, () u (M\ ))> . T04 + HÖPW FU) 


"Also ist nach dem Obigen, wie man durch Maultiplication dieser 
Gleichung mit der zweiten der beiden Gleichungen, von denen wir 
ausgegangen sind, sogleich findet: 


62) (7, — f,®) (7,9 —f,®) (p,® —f; 6) S % . (7,® —fı®) 
(HOMY)MSM@ .... MO): 


TEA =FN). ’ 


und die Allgemeinheit des -bemerkten Gesetzes ist folglich hierdurch 
offenbar bewiesen. Zugleich haben wir die in den Gleichungen 61) 
ausgesprochenen Gesetze der Abhängigkeit der Grössen 


CV, 09, CO, CO, .... CO _ 
und 
2%, 4%, H®, 4@,..... H® 


von einander entdeckt. 
Aus den Gleichungen 59) und 62) ergiebt sich nun aber so- 


| gleich 


60 + H9(pW — FW) 


En, " MU)M®MS)MW .... MO 


m) A 
PAO) == (— 1): 1 


* 


Nach dem Vorhergehenden ist, wie man leicht findet: 


N 0, 
CO) =(MW):, we 
IT ED) —= GUN — CU) (MW), . 
GW — GO) N) — 9 (MW):, 
ä @6) = GW NW — CB (MW)?, 
u. Ss. W, 


und 
6* 
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ZO—1, 
‚A®— NW, 
H® — H®N®) — HUW(MD):, 
H%® — H®N® — 4% (MB)?, 
H® — H»N@&— HW(MW):, 
u. Ss. W. 


Setzt man nun überhaupt 


64) 3,640 __ (MW)? 
RE TH) 
no _AHO% 
A 





_(m@)e 
"No 


und ausserdem zugleich 
5) 2,0, NDd—=L; 


so ist nach einem allgemein bekannten Satze von den Kettenbrü- 
chen: 


3,00, 

3,9 = (MW), 

3,98 3,9 N9 — 3,0(MD), 
3,9 =3,0 NO) — 3,@(MW):, 
3,0 —=3,@N9 — 3,0(MW), 


u. 8. w. 
und 


et 

2,9d—=NU, 

REN ANI—- N, D(MD), 

ROO-N!NO) —N,9(M9), 

RO-NANDG —-N,O(MS)?, 
u. 8.W, 


Vergleicht man dies mit dem Vorhergehenden, so ergiebt sich ‚auf 
der Stelle 


a — 3,9, 77 10 NN; 
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also nach 63) 


OD _ na HOHROPN — U) 
2) umGr 1). YOMOMSM®.... MO’ 


an: \ i (1) 
mittelst welcher Formel sich das Verhältniss u berechnen und 


auch beurtheilen lässt, ob g() und 9,@ gleiche oder ungleiche Vor- 
zeichen haben. 


8. 8. 
Nach 42) und 45), und nach 43) und 46) haben wir die beiden 
folgenden Gleichungen: 


(PO — FE) (pe D — Fe) 
= — (FÜ — FÜ-D) (EE-D + FED) + /0) 
und 


(9 — FO) (kp, OA —f,®) 
— — (F,© — f,0) (Ei + FC 4/0), 
oder die beiden Proportionen: 

pD — FÜ : — (ZEN) + FED + /0) 
— Fo) — FC); p,@&D — F,@-) 
und | 
P,9 — 1,9: — (ZED + FED +-fO) 

— FO—A9:pO— fo; 


aus denen sich nach einem bekannten Satze von den Proportionen 
die beiden folgenden Proportionen ergeben: 


pD — FÜ): — (ED + FEN + fO) 
—pW) — FO :— (ED + 9,E-D +0) 

und | 
PO— 9 :— (EN) + FED+SO) 
—p,0 — F,®:— (Et +p0 + FD). 


Weil nun aber nach 30) 
ED 9,9 —=—pQ, Ei) +-pyO— —p, dm 
ist, so werden die beiden vorhergehenden Proportionen: 
PO FED: — (BED + FED +L/O)—pO — FO PO—FO, 
PO—L,® :»—— (EN + FED H/fO—p, OF, ®:p ED-F, 1); 


und führen durch Division zu der Proportion 
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PD — Fi) | __PW— FO PO-—fa 
7, 0-0 ' —»8-FO' peD-FeN 


woraus sich die Gleichung 


PD —-FO __ _pW—Ft) pO—fO 
'maO-RO "per '7,0-F6 


ergiebt. Daher hat man jetzt die folgenden Gleichungen: 


pa) — FÜ pi) - FED PO — FÜ 
7,9 — FO 7 — 2,09 — F@D'9,0 —fı 
Pu) — Fi) __ pi) — Fi) pÜ-D) — fE-—1) 


7, Em —- Fe) I 9, — F,@ IF 


PW— FE) ___pW- FE) pEmI— FE 


FI — FREI TE — FE) 9 EM —f,d)’ 
j u. S. Ww. 


pP) — FÜ) __ PW—- FÜ Ha) — ff) 
4 2,9 — Fa) "79,0 —- FW! 9, —f,@’ 


pp) — FÜ) pi) — ff) 
D—F, a ‚O-/D 
Pı p 


Multiplicirt man nun auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen, und 
hebt auf, was sich aufbeben lässt, so erhält man: 


pP) — F&) 
9,@—- FO 
RT (70) — fÜ)) (I — FO) (PM) — FF) ....(p9 — fÜ) 
RW) 9 —fı®9) PM AB)... (PA —f®) 
Also ist nach 60) 


gu: _ PM RW 
01) Cr (@) 2,9 — FW Par 
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Al. 


Bemerkungen zu zwei Abhandlungen in diesem 
Archiv in Betreff der Steinerschen Sätze über 
die conischen Sechsecke und Sechsseite. 


Von 


Herrn A, Göpel 


zu Berlin. 


- 


‚Im dritten Bande des Archivs beweist Herr Dr. Schlömilch 
einige Sätze über die conischen Sechsecke und Sechsseite, welche 
Herr Adams im dritten Hefte des fünften Bandes wieder aufnimmt; 
allein es scheint mir, als hätten beide den Inhalt dieser Sätze ver- 
kannt. Je mehr die mathematischen Wissenschaften in den neuesten 
Zeiten materiell an Umfang gewinnen, um desto dringender wird 
auch die Pflicht des Mathematikers, den gewonnenen Stoff in eine 
übersichtliche Ordnung zu bringen und das Zusammengehörige an- 
einanderzureihen. Aus dieser Rücksicht wird es den Lesern des 
Archivs vielleicht nicht unwillkommen sein,-noch einen andern Ge- 
sichtspunkt für die fraglichen Sätze kennen zu lernen. Es sind die 
folgenden. 

Ister Lehrsatz. ‚‚In einem conischen Sechseck ABCDEF 
wird jede der drei Hauptdiagonalen 42, BE, CF von den beiden 
nicht anliegenden Seiten des Sechsecks in zwei neuen Punkten ge- 
schnitten, so dass man zusammen sechs neue Punkte M’, N’, P'; 
M", N" P" erhält. Von diesen sechs Punkten liegen die ersten 
‚drei, nämlich M’, N’, P’, auf einer Geraden, und die drei andern 
M”, N”, P” auf einer andern Geraden.” 

Beweis, Die Punkte 








all eranaie Dre Ede N 7, Yante dene Aa 
‚( sind die Durchschnittspunkte mit den 
N der Hauptdiagonalen AN Saiten). TER. 
pP" BE | cD 


Sie sind folglich die Durchschnittspunkte der gegenüberliegen- 
den Seiten des conischen Sechsecks 


ADCFEB. 


Folglich (Pascalscher Satz) liegen sie in einer Geraden. 
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Ebenso sind die Punkte 





v \ 6 r ‘ C a DE 
y ie Durchschnitte der mit den 
Me Hauptdiagonalen | AD Seiten )2€ 
p'" BE AE 


Sie sind folglich die Durchschnitte der gegenüberliegenden Seiten 
des conischen Sechsecks 


AFCBED, 


folglich liegen sie ebenfalls auf einer Geraden. 

Aus dieser Darstellung ersieht'man, dass der aufgestellte Satz 
nicht einmal eine Folgerung aus dem Pascalschen Satz, sondern le- 
diglich der Pascalsche Satz selbst ist. 

Ein ähnliches gilt von dem 

Illten Lehrsatze, welcher der polare Gegensatz des vorigen 
ist und den ich hier nicht zu wiederholen brauche. Er ist ledig- 
lich der Brianchonsche Lehrsatz vom conischen Sechsseit. 

Um nun zu dem 

Ilten Lehrsatze nebst seinem polaren Gegensatz zu kommen, 
wollen wir nach Herru Plückers Vorgange allgemein das conische 
Sechseck | 


ABCDEF 
durch das Schema 
ACE } 
BDF 
auflassen, so dass also z. B. das conische Sechseck 
ADCFEB 
durch das Schema 
| ACE r 
DFB 
dargestellt wird. — Wenn wir jetzt noch die Gegenseiten des ur- 


sprünglich gegebenen conischen Sechsecks DR verbinden, so 


erhalten wir drei Durchschnittspunkte M, N, P, welche nach Pascal 
wieder auf einer Geraden liegen. Nun lautet der zweite l,ehrsatz 
dahin, dass die drei Geraden MW P, M’N’P’ und M"’A"P” sich in 
einem Punkte schneiden. Mit Benutzung des obigen Schemas wer- 
den wir ihn daher folgendermassen aussprechen können. 

Die Pascalschen Linien der drei conischen Sechsecke 


ACE ‚ACE ACE 
BDF DEB FBD 


schneiden sich in einem Punkt. 
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In dieser Fassung erkennt man sogleich, dass dieser Satz einen 
geringen Theil von dem Steinerschen Satze über das conische 
Sechseck ausmacht, welchen dieser Gelehrte in dem Anhange zu 
seiner „Entwickelung der Abhängigkeit” gegeben, aber schon viel 
früher im (wenn ich nicht irre) 18ten Bande der Annalen von Ger- 
gonne*) bekannt gemacht hat. Herr Plücker hat ihn vor langer Zeit 
im öten Bande des Crelle’schen Journals bewiesen und derjenige 
Theil seines Beweises, welcher auf den obigen Ilten Lehrsatz Be- 
zug hat, stimmt ganz mit dem von Herrn Adams dafür gegebenen 
überein. 

Der IVte und Vte Lehrsatz sind wieder nichts weiter, als der 
Pascalsche und Brianchonsche Lehrsatz. Der erstere läuft z. B. 
darauf hinaus, dass der Durchschnittspunkt der beiden Gegenseiten 
AB und DE zur Bestimmung der Pascalschen Linie des Sechsecks 


ACE 
BDE 


und auch zur Bestimmung der Pascalschen Linie 


AUD 
BEF 


dient, was ohne weiteres aus dem Schema ersichtlich ist. Man 
kann hinzufügen, dass er auch auf den Pascalschen Linien von 


AFE dis AFD 
BDE BEC 


liegt. Zu dem Vten Satze bemerkt Herr Adams, dass er sich auch 
direct aus dem Brianchonschen Satze ableiten lasse. Er ist, wie 
ich an seinem reciproken Satze (1V.) gezeigt habe, lediglich der 
Brianchonsche Satz selbst. 

Um den Lesern des Archivs die Mühe des Nachschlagens zu 
ersparen, will ich.noch den Steinerschen Satz über das Sechseck 
wiederholen, aus welchem man sich dann durch polare Uebertragung 
den über das Sechsseit bilden kann. 

„Das vollständige Sechseck hat 15 Seiten. Diese 15 Seiten 
schneiden sich ausserdem noch in Ad Punkten. Ist nun das Sechs- 
eck einem Kegelschnitte eingeschrieben, so liegen diese 45 Punkte 
zu.dreien auf geraden Linien und zwar dergestalt, dass jeder die- 
ser Punkte vier solchen Geraden zugleich angehört. Die Anzahl 
dieser Geraden ist daher 60; und sie sind die Pascalschen Linien 
zw den 60 einfachen Sechsecken, welche man erhält, wenn man die 
Ecken des vollständigen Sechsecks in allen ihren möglichen ver- 
schiedenen 60 Reihefolgen nimmt. Diese 60 Pascalschen Linien 
schneiden sich zu dreien in einem Punkte, so dass man 20 solcher 
Punkte erhält. Diese 20 Punkte liegen zu vieren auf geraden Li- 
nien, und zwar dergestalt, dass jeder dieser Punkte drei solchen 
Sa zugleich angehört und die Anzahl dieser Geraden daher 

ist.’ 


°) T.-XVII. p. 339. 
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Welche Relation diese 15 Geraden zu einander haben, hat Herr 
Steiner bis jetzt unerörtert gelassen, und diese Frage ist es nur 
noch, welche ihrer Erledigung entgegensieht: 


\ 


X. 


Einige Bemerkungen über die Rectification 
und Quadratur des Kreises. 


Nach einem Aufsatze des Herrn E. Catalan in den Nouvelles 

Annales de Mathematiques. Journal des candidats aux &co- 

les polytechnique et normale, redige par Terquem et Gerono, 
T. 1. Paris. 1842. p. 190. frei bearbeitet 


von 


dem Herausgeber. , 


Wenn wir die Flächen eines in und eines um einen Kreis be- 
schriebenen regulären Vielecks von 2*2 Seiten respective durch 


Fr und Zr 


bezeichnen, so haben wir nach einem allgemein bekannten Satze 
die beiden folgenden Gleichungen: 


Rn OR PA 
RE 23 ee Hit’ 


aus denen durch Division 


Fr)? 
2) Eh —=UF-ı +7) 


folgt. 
Aus der zweiten der Gleichungen 1) erhält man: 


9 
2FFo 
Ye pm Fs a, En. 20% 
2, F\, 
F,= F, ER F-+-F' 
2F,F, 
Fr, = MH + F, b) 
u. 8. w. 
2Fı—ıFr—1, 
= P-ı + Fr’ 
und folglich, wenn man multipheire und aufbebt, was sich aufbe- 
ben lässt: 


FFEF, .... A 
DE TEE ı Een a SEO EN TR, Sees di Zune! 
9) r=PF,FHrIR+R)E+F)... Barß) 





Muläiplieirt man die Gleichungen 2) und 3) in einander, so erhält 
man: 
IN ni Dt 
ah be inne hl raid, 3 > 0, 
y (nr TAHFIAHR)R+ RB). (Bs+ RB) 


Setzt man hier %—1 für %, so ergiebt sich: 
IE E en 
wi j ABE} ’ 07:.1%2 
EN ZIELE) HEN HI). Rat 
Dividirt man nun A) durch 5), so kommt: 


2 Ar—1)® .) 


6) Mn 2 + M—ı 


was man auch leicht in Worten aussprechen kann. 
Man kann diese rg aber auch auf folgende Art aus- 


drücken: 
m eltHn) 


und hieraus ergiebt sich, wenn man 
: SS) = 2 
setzt, ferner die Gleichung: 


ur) dh 
2) (FE Ar 2 


*) Sollte sich nicht eine ähnliche bemerkenswerthe Relation bloss zwi- 
schen den Flächenräumen der um den Kreis beschriebenen regulären 
Vielecke finden lassen? 


— 


92 


Setzt man dagegen 
10) FA, =%PD;, 
so erhält man 


en 


1) Ag, Rn 


Geben wir vom eingeschriebenen regulären Vierecke aus, und setzen 
folglich 24, so ist, wenn der Halbmesser des Kreises als Ein- 
heit angenommen wird, offenbar 


N 
also nach der ersten der Gleichungen 1): 
(HRZIAR EI. a, 
Folglich ist nach 8) 


%=2 > ne: a =V 


und man erhält also mit Hülfe der Gleichung 9) überhaupt die fol- 
genden Ausdrücke: 


| & — y?, 
B— vV@-+V?) i 
& — V@e-H-V(2-+HV?)), 
> EN A A 
” eur ve +VE-+HVRHVE-+V?2)), 


u. S. W. 


Bezeichnet man nun aber die Grössen auf der rechten Seite der 
Gleichheitszeichen der Kürze wegen nach der Reihe durch 


Fa: AR), AR): a2): --- 5 


so ist, wie man leicht findet: 


% =ıfıß) 

=:/(R)R:(2); 
AAN): 
np =,/: AL; 2)f4(2), 
=) F: (?)/:(2)/:(2) 


u. SS. W. 
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und folglich nach 8), wenn wir der Kürze wegen 


12) 592) 
setzen: 
F, —=% (2); 
PF,=29,M)9.R), 
F; —=29,2)9.(2)9:(2); 
I N 29,(2)92.(2)9:(2)9.@), 
F,—=%9,%)9:(2)9:(2)9.(2)9:(2); 
u. S. W. 


13) 


Bezeichnen wir die Gränze, welcher #7 sich nähert, wenn & 
in’s Unendliche wächst, durch 7’, so ist bekanntlich, wenn = wie 
gewöhnlich die halbe Peripherie des Kreises bezeichnet: 


19), Am 7. 
Bezeichnen wir also die Gränze, relchkr das Product 
9,2): MVP?) 92) - -- 9x2) 
sich nähert, wenn %& in’s Unendliche wächst, durch 
92) 9:2) PR) PR) ---- 9x2); 
so ist nach 13) 
15) EN EIHIHR) 92) 


Leicht überzeugt man sich nun von der Richtigkeit der Relation 


2 
AZ Re. 
aus der sich ferner nach 12) sogleich die Relation 


4 


% 
Vo 
Du 
ergiebt. Nun ‘ist aber nach 12) 


2 1 7t 
PAIR TIeT 
Also ist | 
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p,(2) = sec =, 
- 1 
p,(2) = —————— nn => Ze sec 5’ 
v2 :) cs 
24 
1 
p,(2) en pr sec 5» 
ha ) cos 16 
2 
1 1 
d= ————<— = — =se, 
a 5) cos 5 
2 
usw 


Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, unterliegt kei- 
nem Zweifel, und es ist folglich allgemein 


TE 
94(2) —uB6C Par 


Bezeichnen wir die Gränze, welcher das Product 


7t 


2 TU TE TU Te 
SEC 35 SEC 55 SEC 55 SC 55 10. 860 57 


22 23 


sich nähert, wenn % in’s Unendliche wächst, durch 


7 ze 7ı ze 7 
sec 22 sec 5EJ sec 5X SCC 35 erels SEC 551 


so ist nach 15) 
zu 7 1, 7 
16) ZU = Set 57 sec 5 BC 5 «nr. SEC zur 


Dies ist eine längst bekannte, von Euler gefundene, hier aber ganz 
elementar bewiesene Formel. 
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XI. 
Allgemeiner Beweis der bekannten Ausdrücke 
für sin (@=#ß) und cos («=$P). 


Von 
Herrn F, Arndt, 


Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 


2 

Um zu einer allgemeinen Definition des Sinus und Cosinus zu 
gelangen, ist es nöthig, folgende Betrachtung über das Zählen der 
Kreisbogen anzustellen. 

In der Peripherie eines mit der Einheit als Radius beschriebe- 
nen Kreises werde ein fester Punkt 4 angenommen. Ist daun M 
ein beliebiger anderer Punkt in der Kreislinie, so verstehe ich un- 
ter dem zwischen A und M liegenden, oder dem dem Punkte 7 
zugehörigen (entsprechenden) Bogen den Weg, welchen man auf 
der Peripherie zurück legen muss, um von 4 nach M zu gelangen. 
Diese Bewegung kann nicht nur von A aus nach zwei verschiede- 
nen Richtungen geschehen, deren eine positive, die andere negative 
Bogen bestimmt, sondern einmal in M angelangt, wird man noch 
beliebig oft in diesem Punkt ankommen, wenn man die Peripherie 
mehrmal durchläuft. Es gehören daher dem Punkte M unendlich 
viele Bogen zu. | 

Nun denke man sich durch des Kreises Mittelpunkt ein recht- 
winkliges Coordinatensystem in des Kreises Ebene gelegt, so dass 
der positive Theil der Abscissenaxe vom Mittelpunkte nach dem festen 
Punkte A, von dem alle Bogen an gezählt werden, gerichtet ist. 
Dies vorausgesetzt, nenne ich mit Grunert*) den Sinus und Co- 
sinus des dem Punkte M zugehörigen Bogens resp. die Ordinate 
und Abscisse des Punktes M in Bezug auf das angenommene 
System. 


2. 


‚Da nach dem Obigen, wenn « ein ganz beliebiger (positiver 
oder negativer) dem Punkte M zugehöriger Bogen ist, eben die- 
sem Punkte überhaupt der Bogen «== 247 entspricht, wo % eine 


*) Elemente der ebenen, sphärischen und sphäroidischen Trigonometrie 
zum Gebrauche bei Vorlesungen. | 
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positive ganze Zahl bezeichnet, so folgt aus der Definition des Si- 
nus und Cosinus, dass » : 


sin («a = 27) = sin & 


= cos(a 27) = cos & 
ist. | 
Hierdurch sind die Sinusse und Cosinusse zweier Bogen ver- 
glichen, die sich um 2% unterscheiden. Um nun eine Verglei- 
chung für zwei sich um = (2-1) unterscheidende Bogen an- 
zustellen, sei M’ der dem Punkte M diametral gegenüberliegende 
Punkt der Peripherie. Die diesem Punkte zugehörigen Bogen zu 
finden, stelle man sich vor, dass man auf der Kreislinie fortschrei- 
tend in M angelangt sei, und der Bogen « sei das Resultat dieser 
Bewegung. Von diesem Moment an gerechnet, wird man zum er- 
sten Mal in M’ ankommen, wenn der Bogen > durchlaufen ist, 
weswegen dem Punkte M’ schon der Bogen «== 7” entspricht. 
Da man nun von M’ die ganze Peripherie noch mehremal durch- 
laufen muss, um immer wieder von. Neuem in diesem Punkte an- 
zukommen, so gehört dem Punkte M’ überhaupt der Bogen «= x 


+27 zu. Jenachdem man nun die obern oder untern Zeichen 


auf einander bezieht, oder nicht, findet man die Bogen &(2X—-1)r, 
oder «== (2*—1)”; da aber 2<—1 so gut als 2<-+-1 jede unge- 
rade Zahl repräsentirt, so ist der letzte Bogen im ersten schon 
enthalten, und somit entspricht dem Punkte M’' der Bogen 
a (2% + 1)o. 

Da nun Sinus und Cosinus der den Punkten M und M’ ent- 
sprechenden Bogen absolut gleich, den Vorzeichen nach aber ent- 
gegengesetzt sind, so erhält man die Relationen 


sin {a =(2* +- ID) rn} =— sin o un? 
cosj@a == (2% + 1)a} = —cos & 





2) 


Die Ausdrücke 1) und 2) lassen sich aber so mit einander verei- 
nigen: j 


3) sin (& == kr) = (— 1)% sin @ 
cos(. +47) —=(—1)* cos « 





indem jetzt X eine beliebige (gerade oder ungerade) positive ganze 
Zahl bezeichnet. 

Dadurch sind die Functionen zweier Bogen verglichen, die sich 
um ein gerades Vielfache von 47 unterscheiden. 

Endlich betrachten wir zwei Bogen, die sich um ein ungerades 
Vielfache von 47 unterscheiden. 

Zu dem Ende sei wieder « ein ganz beliebiger, dem Punkte 7 
zugehöriger Bogen, der in einem der vier Quadranten (s. die nach- 
folgende Figur) endigen kann: - 





»7 


© ist des Kreises Mittelpunkt, von M schreitet man in allen Fäl- 
len nach derselben (positiven) Richtung zu M’ fort durch den rech- 
ten Winkel MOM’ hindurch. Dann ist «—+- !r ein dem Punkte 
DM’ entsprechender Bogen. Sind MV, M'N’ auf AO senkrecht, so 
erhellt die Aehnlichkeit der Triangel MON, M'ON', weswegen 
MN= ON, und 9N—=M'N. Da nun in allen Fällen sin («-+!) 
und cos « dasselbe, dagegen cos (@-+37) und sin @ entgegenge- 
setzte Vorzeichen haben, so ist 


sin («+ 47) =cos a 





cos(@ + 47) =.— sin a. 


Zieht man in diesen Relationen von &-+-37 den Bogen x ab, und 
berücksichtigt die Formeln 3), so entsteht 


sin (£ — 47) = — cos & 


5) 





cos(#» — Ir) =sin 0. 


Addirt man in 4) zuo + !r die Grösse Ar, und beachtet die 
Formeln 3), so wird | | | 


sin |& + (2 + 11m} = (— 1)% cos o 
cos{@« + (24 + 1)}ir} = — (— 1) sin ao. 





6) 


Subtrahirt man dagegen in 5) von a — sw den Bogen /r, und 
beachtet ebenfalls 3), so entsteht 
sin $£ — (2 + 1)17} = — (— 1)* cos « 


I Teste — (+1) = (1) sin 0 





So sind nun in den Formeln 3), 6), 7) die Sinusse und Cosi- 
nusse zweier sich um ein beliebiges Vielfache von == 47 unter- 
scheidender Bogen verglichen. 


3. 


Jetzt haben wir noch zu untersuchen, wie sich die Sinus und 
Cosinus eines negativen Bogens zu denen des positiven verhalten, 

Es sei deshalb &—=«@—-?2Xn, wo 0, o positiv und @ < 2x; 
dann isst — au—=— « — 2kr, und folglich sin & —= sin « und 
sin (— @)= sin (— @), cos «==cos «a und cos (— 0) = cos (— 0) 
nach 1). 
’ Rechnet man die Bogen « und — 0 beide vom Punkte 4 aus 
so erhellt durch einfache geometrische Betrachtung, dass dikzelhan 
zugleich im ersten und vierten, oder im zweiten und dritten Qua- 
dranten endigen, weshalb sin (— «@’) = — sin @, und cos (— 0’) 
— cos @. Daher ist auch 


8 sin (—a)=— sin a 
c0s(— &) = cos «. 


Die Formeln 3), 6), 7), 8) reichen nun vollständig aus, um die all: 
gemeine Gültigkeit der Formeln 


Theil VI, 7 
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9) sin (a-+ P) = sin @ cos ßB-H.cos a sin ß 
cos(« + P)=cosa cos P — sin a sin ß 


darzuthun. 


A. 


In den Elementen der T'rigonometrie wird ohne Weitläufigkeit 
erwiesen, dass | | ’ 
10 sin («= ß) =sin a cos ß=&cos « sin ß 
cos(e = P)=cos o cos P sin a sin P 
ist, wenn die Bogensumme « -# ß im ersten Quadranten liegt, so 
dass die Bogen «, £ beide positiv sind, und keiner von ihnen hin- 
sichtlich des absoluten Werths die Grösse 477 übersteigt. 
Für das untere Vorzeichen nun haben wir nach 8) 


sin («— ß)=sin @ cos(— P) + cos a sin (— P), 


und wenn wir daher « — ß als Summe der Bogen «@ und —ß an- 
sehen, so bleibt für diesen Fall die erste der Relationen 9) richtig. 


Ferner ist nach 8) sin (— a — Pf) = — sun(e +- Pf) = 
— sin. a cos ß — cos @ sin ß, welches wiederum nach 8) — 
sin (— oa) cos (— ß) + cos (— 0) sin (— PP). 

Endlich ist sin (—a—+-P) = — sin (a — Pf) = — sin & cos B 


+ cos « sin nach 10), welches nach 8) wieder —= sin(—o) cos P 
-- cos (— eo) sin £ ist. 

Deshalb ist die erste der Relationen 9) richtig in allen den 
Fällen, wo u, ß beliebige positive oder negative Bogen sind,“deren 
keiner bloss mit Rücksicht auf den absoluten Werth die Grösse 4r 
übersteigt.- Ganz ähnlich wird die Richtigkeit der zweiten Glei- 
chung in 9) erwiesen. | 


De 


Sind nun o, $ zwei ganz beliebige Bogen, dagegen «, f/ zwei 
Bogen, deren keiner hinsichtlich des absoluten Werths 47 über- 
steigt, so können die positiven ganzen Zahlen X, o jederzeit so 
bestimmt werden, dass | | 


11) er 
B=fE;R.0 


ist. az 
Denn ist & zuerst positiv, so nehme man 47 so oft davon weg, 
als es angeht, z. B. »zmal, der Rest & wird 17 sein. Ist nun 
dieser Rest auch kleiner als 47, so hat man nur Az zu neh- 
men. Wenn aber « die Grösse 47 übersteigen sollte, so setzt man 
e—=— (17 — 0’) + 4r7(m +1), welches ebenso viel als @-H47.m, 
und nimmt k == 2 -+-1, da nun 27 — o stets kleiner als 47 ist. 
Ist ferner @’ negativ, so kann nach dem eben Bewiesenen 
—om=«&+4-47 .% gesetzt werden, dass a’ < 4, und dann ist 
a—=—u—!0.K. | 


“ 
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Dieselben Schlüsse gelten für ß, und unsere Behauptung ist so- 
mit erwiesen. 


6. 
Der Fortgang der Betrachtung erfordert die Unterscheidung 
dreier Hauptfälle, nämlich: 
I. Sind %, o beide gerade —= 2X’, 20’, so ist entweder 
«+ P=u + P'Ernlk +0) 
oder 
at $=d+finrlk —e). 
a) Ist nun > e', so ist X’— 0’ positiv, und nach 3) 
sin (a + $) = (— 1)#% . sin (0 +’). 
Entwickelt man den Sinus auf der rechten Seite nach 9), welches 
nach 4) erlaubt ist, und beachtet, dass nach 3) 
sin & = sin (a 7 kr) = (— 1)* sin @ 
cos @ —= cos(a kr) = (— 1)” cos u, 
und ähnliche Ausdrücke für sin f’ und cos f’ entspringen, so er- 
hält man ; 
sin (& + P) = (— 1)7*9%. (— 1)*'+9'(sin @ cos ß-+-cos «@ sin Pß). 


Da nun das Product (— 1)#=%', (— 1)#°+0' entweder — (— 1)?'+99 
oder = (— 1), also stets die positive Einheit ist, so bleibt die 
erste der Relationen 9) richtig. 

b) Ist dagegen #0’, so wird man nur & und ß mit einander 
verwechseln, wobei aber sin @ cos ß + cos o sin $ seinen Werth 
nicht ändert. i 

ll. Sind %, o beide ungerade = 2% —+ 1, 20’ -+-1, so ist 
entweder | 

ae + sm + fine +1) 
oder 

«+ =" +- Pine — 0); 
und, wenn A’— eg’ positiv, nach 3) 
entweder | 

sin (& + P) = (— 1)" ++, sin (0 + PP’), 
oder | | 

sin (@ + P) = (— 1% „sin @ +): 


Entwickelt man die Function auf der rechten Seite nach 9), und be- 
achtet, dass nach 6) und 7 
sin « — sin {a F4r@X +1) =F (1) cosa 
cos 0 — cos Anl DM} = l— B# sino, 
r! * 
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und ähnliche Ausdrücke für sin 8’ und cos f’ entspringen, so folgt, 
dass, jenachdem man die Vorzeichen in 11) auf einander bezieht 
oder nicht, 
entweder 


sin («+ P) = (— IH +PH1, (— 1)#+PH(sin % cos ß+- cos « sin ß) IN; 
oder | | 
sin (@ + P) = (* 1)#'0° .(— 1)” (sin @ cos P + cos & sin ß), 


weswegen die erste der Relationen 9) richtig bleibt. 
Ist A’ — 0’ negativ, so vertauscht man ß mit «, und es ändert 
sich nichts. ' 
III. Ist & gerade = 24’, und oe ungerade = %' —+- 1, so ist 
entweder 
+ P=W+- Pin) dA Ho) +1} 
oder | 
et P=a + fun — oe —1)+1} 
oder 
+ P=e"+f rind — A) +1. 
Die erste Gleichung entspringt, wenn man in 11) die obern und 
untern Vorzeichen auf einander bezieht, die zweite und dritte, wenn 
dies nicht geschieht, und es findet die erste von den beiden letz- 
tern, oder die andere ihre Anwendung, jenachdem X’ > 0’ oder 
k' <.0' ist. Daher ist nach 6) und 7) 
entweder , 
sin (& + P) = => (— 1)#+9° cos (@a’ +’) 
oder 
sin («+ Pf) = (— 1)F 91 cos(—+-P) 
oder 
sin (@ +HA)=F610# cos(@ HP). 
Entwickelt man die Function auf der rechten Seite nach 9), und be- 
achtet, dass nach 3) 
sin @ = sin (a =F X'n) = (— 1)# sin o, 
cos @ — cos(@a kr) = (— 1)" cos @, 
und nach 6) und 7) 
sin # = sin {P 4720 +1) ==>(— 1)% cos ß, 
cos = cos{P F4rle +1) = —(—1)8 sin ß, 


so ergiebt sich 
entweder 


sin («a +) = FE (— DEV. FE (— 1)% +2‘ (sin @ cos + cos a sin P) 
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oder 
sin(& + P)=E(— 1)’ 1, (— 1)# + (sin & cosß-}+-cosa sin ß) 
oder Ä 


sin (@ + ß) se = (— 1)#, = (— 1)%+2‘(sin 0 cos ß-}- cosa sin f), 


woraus ersichtlich, dass die erste der Relationen 9) richtig bleibt. 
Ist endlich & ungerade und _ gerade, so würde nur f mit « 
zu vertauschen sein, und alles ungeändert bleiben. | 
Ganz ähnlich kann der Satz für cos (a +) bewiesen werden, 
einfacher jedoch auf folgende Weise: 


T. 


Nach 4) ist cos (@ + Pf) = sin («a + ß + 7), welches nach 
dem bisher bewiesenen allgemeinen Satze = sin « cos (P + 37) 
+ cos & sin (ß + 47), das wiederum nach 4) =sin @. — sin ß 
—+- cos &@.cos ist. % 

Wie daher auch. die Bogen «, # beschaffen sein mögen, es ist 
jederzeit 


sin(#«--+-P)=sin « cos P cos « sin P 
cos(«-+-P) = cos u cos ß — sin & sin P. 


Endlich verdient herausgehoben zu werden, was sich aus 5) und 8) 
ergiebt, nämlich: | 


sin (47 — &) = — sin (@ — 47) =cos & 


12) 


cos(4#7 —0)= cos(@ — 17) = sin @. 


Da die Bogen 47 — a und « sich complementiren (d. h. zu 4x er- 
gänzen), so folgt, dass Sinus und Cosinus eines Bogens resp. der 
Cosinus und Sinus des Complementarbogens sind. 
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AIV. 


Eine Bemerkung über den Beweis des 
Moivreschen Lehrsatzes ohne Hülfe 
des imaginären. 


Von 


Herrn A. Göpel 


zu Berlin. 


Die Bemühungen, das Imaginäre bei analytischen Deductionen 
zu umgehen, dürften Manchem als völlig antiquirt und in jene Zeit 
gehörig erscheinen, wo man das Imaginäre noch eben so sehr, als 
heutigen Tages die divergenten Reihen, perhorrescirte. Indessen 
können sie zuweilen durch ausserwissenschaftliche Umstände gebo- 
ten sein, und aus dieser Rücksicht nimmt die folgende Bemerkung 
einige Nachsicht in Anspruch. 

 Lagrange argumentirt zu dem angedeuteten Zwecke in den 
Lecgons sur le calcul des fonctions p. 143 auf diese Art: 
Die beiden Reihen 


1 1 1 
, 2 Zz etz x’ ze. 
und 


2, 2cos a, 2cos 2u, 2c08 30, :... 


entsprechen einem und demselben recurrenten Gesetz: 


1 x 
Xr+1 = br + ur X, Ber X, 


und 
A, +1 =2cos aA, — A,-ı, 
wo X, und A, im Allgemeinen beziehlich =” + = und 2cos r«& 


r 1 . ® 
bedeuten. Setzt man also BE Pre —?2cos &, so werden jene bei- 


den Reihen identisch und man hat X,—.A,, oder «+ Z == 2cosru. 
Mit andern Worten, wenn z? — 2x cos «+ 1=0, so ist auch 
x#—22” cos ra-1==0, und folglich ist z°r — 2x7 cos ra—+-1 
durch z? — 2x cos &+ 1 theilbar. 
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Hier ist aber das Imaginäre nur scheinbar vermieden, denn 


“z+ - kann nicht gleich 2cos & gesetzt werden, weil 2cos «@ je- 


denfalls innerhalb der Gränzen — 2 und + 2, dagegen = —+ - 
immer ausserhalb derselben liegt. Oder besser gesagt, mit dem 
Setzen von = + — —%cos @ ist eben ein Imaginäres gesetzt wor- 


den, was doch vermieden werden sollte. 

Lagrange würde aber seinen Zweck mittelst einer ganz gerin- 
gen Abänderung erreicht haben. Wenn man nämlich mittelst jenes 
recurrenten Gesetzes allmälig X,, X,..... X, und zwar 


1 d 
X,=- rar rer ginn: 


erhält, so muss man für das allgemeine Glied der andern Reihe 
4, ebenfalls ’ 


A,=p(2cos vo) + g(@cos a) 1-.... 


erhalten, weil es durch eben dasselbe recurrente Gesetz entsteht. 
Folglich ist 


X, — A= plz-+ —)r — (2cos a); 
ag le —y-1 — (2cos a) +.... 
Wird nun rechts und links mit =” multiplicirt, so hat man 
za — 227 cos sa -l1—= plla’ 1) — (22 cos 0); 
+ 92/2? + Vr1— (22 cos ey 1} +. 

wo auf der rechten Seite jedes Glied durch (a3 +-1)— (27 cos o) 
theilbar ist, was mithin auch für die linke Seite gilt, 

Man erhält auch durch eine theilweise Division: 

war —2ar cos rl __ 


2r—2 
z? —2r cosea +1 cr +1 


ar —2 — 201 cos(r —l)e 1 


0. 5 
+ 22cos x?’ — 27 cos e—+-1l 
, . ar — 27772 cos (r —2)e +1 


x? — 27 008 e +1 
Wenn also irgend zwei auf einander folgende Glieder der Reihe 
| ea 3 
wo Y, allgemein den Ausdruck x?’ — 227 cos r&-+-1 bezeichnet, 


durch =? — 2x cos «+1 theilbar sind, so ist es auch das näch- 
ste, mithin alle übrigen. Nun ist es aber das erste Y,, welches 
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Null ist; und das zweite Y,, welches =? — 2x cos «+ 1 selbst 
ist; folglich ist auch =” — 227 cos ra +1 durch =? — 2x cosc +1 
theilbar. 





AV. 


Bemerkungen über die Lehre von den 
geometrischen Progressionen *). 


Von 
Herrn E. Heis, 


Oberlehrer an der höheren Bürger- und Provinzial- Gewerbschule 
zu Aachen. 


\ 


Bekanntlich lassen sich, wenn von den fünf Grössen: Anfangs- 
Bi a, Endglied 7, Anzahl der Glieder z, Exponent e und Summe . 
ller Glieder s einer geometrischen Progression drei gege- 
ben sind, die beiden übrigen leicht finden. Die Lehrbücher der Al- 
gebra geben zu den 20 möglichen Aufgaben die Resultate theils 
direct an, theils stellen sie die Gleichungen auf, deren Wurzelu 
zur Bestimmung der gesuchten Grössen -dienen; so wird zur Be- 
s—a 
a 
zur Bestimmung von 7 aus @, z, s, so wie zur Bestimmung von 
a aus Z, 2, s die Gleichung 7(s — 1 — a(s— a) 1!—=0, und 
endlich zur Bestimmung von e aus 2, ?, s die Gleichung 





. . . $ 
stimmung von e aus a, n, 8 die Gleichung e® — —et+ —=l(, 


Ss — 
vom zten Grade enthalten aber jede einen Wurzelwerth, welcher 
der Gleichung, nicht aber den Forderungen der Aufgabe zukommt. 
Zur Vereinfachung des Ausdruckes sind nämlich die ursprünglichen 
Gleichungen vom (2 — 1)ten Grade durch Multiplication mit einem 
binomischen. Factor in Gleichungen vom zten Grade verwandelt 
worden, erhielten aber eben durch diese Multiplication einen Wur- 
zelwerth, welcher als Antwort auf die gegebene Aufgabe ganz und 
gar nicht passt. Um e aus a, z, s zu bestimmen dient nun die 


s Br BR ; : 3 
En Eee De Te aufgestellt. Diese drei Gleichungen 


*) S. meine Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der allgemeinen 
Arithmetik und Algebra, dritte vermehrte Auflage. Köln. 1844. 
Seite 271, 
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Gleichung des (2a—1)ten Grades er-1 + e" 2 + er73.,.. +1 — = 


en —] 8 ; 
=0, welche auch unter der Form 7 — 7 = sich darstellen 





lässt. Multiplicirt man diese letztere Gleichung mit e—1, so er- 
s—a 
ı @ 

welche in den Lehrbüchern gewöhnlich angeführt wird, die aber den 
Wurzelwerth e==1 in sich entbält, welcher in Bezug auf die Forderung 
der. Aufgabe unrichtig ist. Die Gleichung Z(s— 2)” 1— a (s— a)r-} 
= 0 zur Bestimmung von «@ oder Zenthält den Wurzelwerth =, diese 
Gleichung ist demnach zu verwerfen und statt ihrer die Gleichung 


vom (2— Üten Grade yr-l + yr2 4 yn3,....+1— = 0 oder 





hält man die Gleichung e” — —e+ = (0 vom „ten Grade, 


n—1l 


yn—1 $ t 
gr —( aufzustellen, wo „= 7» deren Wurzeln alle 
t 


a . . R $s 8 
den Forderungen genügen. Die Gleichung er — — "1 —_, 


—0 endlich giebt den Wurzelwerth e= 1, welcher ebenfalls uur 
der Gleichung genügt; statt dieser Gleichung vom zten Grade 


ist daber die, Gleichung e*-1(1 — —) —+- er? - e"73,.,.re +1 





en — 


1 s n 
—0( oder = zZeA—0 aufzustellen. In einem ganz beson- 


e—] 
deren Falle kann zwar e=1 und #=/ sein, aber alsdann liefert 
‚auch die Gleichung vom (2—1)ten Grade diese Werthe und die Glei- 
chung vom „ten Grade würde diese Werthe doppelt geben. 





AVI. 


Uebungsaufgaben für Schüler. 


Ks ist 
ka,a,—=(a, +«,)? —(aı —.4,)? 
und 
Ma,a,a, = (a, te. +e,)' 
— (a, +0, —a,) 
— (a, +0, — a,)’ 
— (a,-+a, — a)’. 
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Lassen sich ähnliche Gesetze für Producte mit mehr als drei Facto- 
ren angeben? “ 


‘Wenn die Seiten zweier Dreiecke einander parallel sind, und 
das. eine dieser beiden Dreiecke in, das andere um ein drittes 
Dreieck beschrieben ist, so ist der Flächenraum dieses letzteren 
Dreiecks die mittlere Proportionale zwischen den Flächenräumen 
der beiden ersten Dreiecke. ; 


Zusatz zu den zu beweisenden Sätzen. Thl. V. S. 335. 
Von Herrn A. Göpel zu Berlin. | 


I) Von der Reihe . 
m? — 1? (m? — 1?) (m? — 3? 
1m De TE LE. 


ist für jedes = 
inch (3°—m?)5?—m?)..(2nr 1)? — m? 


die Summe der ersten 3 Glieder = —— — 
5 5 22,4? eo... 273 — 2)? .27 ’ 
m e 
2cos — A 
2 


also die Summe sämmtlicher Glieder = — — —, 
"(1 — an?) 


2) Von .der Reihe 


m? — 2? (m? — 2?) (m? — A?) 
a ER 


je 





4 
3 


ist für jedes 2 
die Summe der ersten 3 Glieder 


—_ mi m-i' 3.3...(@er—1®@a ri) 
lL— = sin —n 
also die Summe sämmtlicher Glieder — ar 


an? —1 


’ 


3) Wenn » eine gerade Zahl ist, so ist die Summe der Reihe 


(2: (2? .1? 
az re a > 


(— 1)2.12.32 


MACHTE DT ie 


bis zu den unendlich werdenden Gliedern fortgesetzt: 
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RR 1 lan 35 
SLR „u — , 
Per rer hi Armee Sms per ref “ 


» . r am 
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem win 


gerade oder ungerade is. 

Welches ist ihre Summe für ein beliebiges 2? 

4) Wenn » eine ungerade Zahl, grösser als 1, ist, so ist die 
Summe der Reihe 


EYE 2? Be 22,42 a: 
m?— 3?" (m?—3?) (1n?—5?) ' (1m? —3?)(m?—3?)an?—72)° 7" 


bis zu den unendlich werdenden Gliedern fortgesetzt: 


2 1 2. Ar m —3 


— 


m? —1 —2m—1 r Krb uisow m—A.m—?2’ 


3 . . . a—]1 
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem — 





gerade oder ungerade ist. 
Welches ist ihre Summe für ein beliebiges 22? 
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Miscellen. 


Acade&mie des sciences de Saint -Petersbonrg. 
(Seances des mois de janvier, fevrier et mars 1844.) 


Un rapport a &t& fait a l’Academie sur une decouverte faite en 
 meteorologie par M. Nervander, professeur a Helsingfors; les au- 
 teurs de ce rapport sont MM. W. Struve, E. Lenz et Hess. En 
voigi le texte m&me: 

„M. Nervander, professeur a Helsingfors et membre correspon- 
dant de l’Academie, vient de lui communiquer, sous forme de lettre, 
le resultat d’un travail sur la meteorologie, qui contient l’exposi- 
tion d’un phenomene tellement important, et si parfaitement ignore 
jusqu’a ce jour, que nous avons cru de notre devoir de recomman- 
der & l’attention de l’Academie. 
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Les travaux met&orologiques qui ont rapport aux phenomenes 


de la chaleur dans notre atmosphere ont &t& toujours diriges vers. 


le but de trouver la loi qui regit certaines variations dependantes 
d’une cause manifeste, comme par exemple les variations de tem- 
perature qui resultent de la position de la Teerre par rapport au 
Soleil, ou de la rotation de la Terre m&me autour de son axe. 
Mais ces lois devaient &tre deduites de phenomenes variables et 
constamment modifies par l’influence de causes perturbatrices qui les 
faisaient paraitre irreguliers. Le moyen dont on s’est"’seryi pour 
decouyrir quelque r&gularit€ dans la masse des variations produites 
par les: difierentes causes perturbatrices a ete, comme on le sait, 
l’application du principe des grands nombres. Pour appliquer ce 
principe, on distribue les obseryations en groupes qui embrassent 
une periode determinee, comme par exemple un jour, une annee. 

On prend alurs la moyenne des observations correspondantes 
au meme mois ou. a la möme heure, selon la durde de la p£eriode, 
En se servant d’un grand nombre de groupes, les variations irre- 
gulieres se detruisent r&ciproquement, et il ne reste plus d’apparent 
que ‚les variations essentielles provenant des causes qui agissent 
dans le m&me sens. Dans cette sorte de recherches, qui ont pour 
but la marche de la chaleur pendant une periode d’un jour ou d’une 
annee, on est toujours sür de parvenir a un resultat determine; car 
il ne peut y avoir aucun doute Sur l’existence de la periode. La 
loi ou la marche cherchee de la temperature une fois determinde, 
on est convenu de considerer comme des irregularites toute devia- 
tion de cette marche indiquee par les 'observations isolees. Per- 
sonne ne pouvait cependant douter- que ces irregularites elles m&mes 


ne fussent la consequence necessaire de causes determinees, comme 


il en est pour le pbenomene dont la regularit& a et& reconnue. Les 
autres phenomenes ne nous paraissent irreguliers que par Pigncrance 
ou nous sommes, tant de causes aux quelles il faut les attribuer 
que, par consequent aussi, des periodes qui suivent ces irregulari- 
tes. On voit par-la qu’il n’y a d’autre moyen de parvenir a cette 
connaissance que celui de soumettre les differents phenomenes de 
periodicitE que presente notre systeme solaire a un examen com- 
pare avec les variations que presentent les phenomenes de la cha- 
leur, determindes par de bonnes experiences, Mais on voit aussi 
que cette voie pour parvenir au but est tres laborieuse, et il est 
“’autant plus difficile de se resoudre a la suivre, qu?il est impossi- 
ble de prevoir si, parmi toutes ces recherches, il en existe reelle- 
ment une qui doive &tre couronnde de succes. 

Quoi qu’il en soit, e’est le seul mode de proc&der que nous 
offre la science. D’autant plus grande est notre satisfaction en vo- 
yant se vouer & ce travail un physicien aussi consciencieux et d’une 
perspicacitE aussi reconnue que l’est M. Nervander, et nous nous 


felieitons sincerement de voir ces recherches couronuees d’un suc- 


ces aussi evident que celui qui resulte du present travail., 


M. Nervander avait decouvert anterieurement, par une recherche, 


sur le temps de la debäcle de quelques rivieres, que ces &poques 
manifestaient une periodicite de sept aus qui se reproduisait avec 
une assez grande regularite. Supposant que cette periode devrait 
‘se retrouver dans la marche des temperatures, il tacha de la ren- 
dre evidente en groupant les observations par periodes de sept 


ans, Cela le conduisit a examiner la periode d’une revolution 
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du Soleil autonr de son axe. Le temps de cette revolution. pour 
un observateur place au centre de la Terre, ou le temps de la 
rotation geocentrique, a et& fix€ en dernier lieu par M. Laugier 
a 27, 23 jours. M. Nervander ordonne les observations thermome- 
triques de Paris en groupes d’apres cette periode, et obtient pour 
resultat, qu’il existe reellement une periode 'semblable pour les tem- 
peratures. La duree n’en £tait pourtaut pas absolument la m&me; 
en Ja modifiant jusqu’a ce que la periodicit@ se manifestät de la 
maniere la plus prononcee par les temperatures, il obtint une du- 
ree de 27,26 jours. Cette durde approche beaucoup de celle trou- 
vee par M. Laugier, et si l’on considere que la determination de 
cette duree au moyen d’observations astronomiques laisse toujours 
une incertitude a cause de la mobilit& des_taches du Soleil, on ne 
peut hesiter a admettre pour la durge de la rotation du Soleil le 
nombre fourni par le meilleur accord des observations meteorolo- 
giques, 

Nous voyons donc, pour Ja premiere fois, ce fait remarquable 
qu’un phenomene appartenant a notre systeme solaire a &t& deter- 
mine, par la meteorologie, la plus vague des sciences physiques, 
avec une preeision plus grande que celle qu’il ait .ete possible d’at- 
teindre par des observations astroenomignes. 

La superficie du Soleil oflre done des endroits qui &mettent 
plus ou moins de chaleur, de maniere que, selon le cote, que nous 
presente le Soleil, la Terre en regoit plus ou moins de chaleur, et 
que pendant la duree de notre &t@ la marche de la temperature est 
soumise, aA la surface de la Terre, au moins deux fois a un abais- 
sement. La limite de cette variation est de 0°,6 C. Mais ce qui 
prouve que le r&sultat obtenu n’est pas dü a une cause fortuite, 
‚mais a une cause bien determine, c’est: 

„1. Que les observations de Päris et les observations faites 
pendant 50 ans a Inspruck donnent la m&me marche periodique. 

2. Que la premiere moitie des observations d’Inspruck, calcu- 
lee de la m&me maniere que la seconde moitie, offre le m&me re- 
‚sultat. 

3. Que si Pon combine ensemble les premiers semestres de 
chaque annde, et de m&me les seconds semestres de chaque annee, 
ils conduisent encore a la m&me marche periodique. 

L’importance du resultat obtenu pour la science meteorologique 
est evidente, et il ne nous reste qu’a &mettre le voeu de voir cette 
decouverte publiee par M. Nervander dans tous ses details. Nous 
desirons le voir &tendre ses recherches a d’autres periodes; toute- 
fois il serait indispensable qu’on lui fournit les moyens n&cessaires 
pour eviter, dans un travail de cette importance, cette partie fasti- 
dieuse et purement mecanique, mais neanmoins absolument in- 
dispensable, comme l’arrangement et la copie des nombres, leur 
sommatiön etc.’ 
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Satz vom Trapezium. 
(Von Herrn Lebelin, eleve du college de Dijon.) 


Ina Taf. I. Fig. 5. sei 42CD ein Trapezium mit den beiden 
parallelen Seiten A2 und CD, und Z sei der Durchschnittspunkt 
seiner beiden Diagonalen. Zieht man von Z aus mit AC und 3D 
die Parallelen ZF und Z7F\,, so sind die Dreiecke ABC, CEF 
und ACD, DEF einander ähnlich, und man hat also die folgen- 
den Proportionen: 


AB:AC—=CF:EF, 
AC:CD=-EF:CD—CF; 


aus denen sich nach einem bekannten Satze 


AB: CD=CHE:CD—CF, 





also Ts 
AB:AB-+-CD=CF:CD, 
folglich | 
AB.CD 
er — 7B + CD 
ergiebt. Ganz.eben so ist i 
AB.CD 


DF,=IB LCD 


Also ist C# == DF‘,, und zugleich sieht maw hieraus, dass, se-lange _ 
die Grösse der beiden parallelen Seiten des Trapeziums sich nicht 
ändert, ‘wie sich auch die beiden anderen Seiten desselben ändern 
mögen, die einander gleichen Linien CF und D7', constant sind. 
‘ “Führt man den gefundenen Werth von CF in die Proportion 


AB: AC=CF:EF 


ein, und bestimmt Z7'\, so erhält man: 
AC.CD 
EZ AB+CD 
und ganz eben so ist | 
BD.CD 
Em AB +-CD 
Also ist 
AC-+-BD A 
EF+EF,=CD. AB+CD' 





Aus allem Vorhergehenden ergiebt sich der folgende Satz: _ 
Der geometrische Ort der Durchschnittspunkte der 
Diagonalen aller über derselben Grundlinie beschrie- 
benen Trapeze, deren der Grundlivie parallele Seite 
constant ist, und deren beide anderen Seiten eine con- 
stante Summe haben, ist eine Ellipse. 


d 
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Die Brennpunkte und die Hauptaxe dieser Ellipse sind nach 
dem Obigen leicht zu bestimmen. 


Satz vom regulären Octaeder. 
(Von Abelard Servedieu Levy): Bewiesen von Herrn H. Breton.) 


Wenn der körperliche Winkel 8 (Taf. I. Fig. 6.) eines 
regulären Octaeders von einerbeliebigen Ebene 4’2’C'D 
geschnitten wird, so ist immer 

1 1 1 1 
SET 80 TSBı SD 

Beweis. Die zu beweisende Relation wird bewiesen sein, 

wenn man die Richtigkeit der Gleichung 


SA-+SC' _SBE+SD 


S4A.SC' —— 8SB.SD’ 
oder die Richtigkeit der Gleichung 
SA.SC S2’.sD' 


ST SC —SEILSD 
beweisen kann. Nun überzeugt man sich aber leicht, dass die 
Grössen auf den ‚beiden Seiten des Gleichheitszeichens die Seiten 
der in die rechtwinkligen Dreiecke A,SC’ und 2’S.D' so beschrie- 
benen Quadrate, dass ein Winkel dieser Quadrate mit den rechten 
Winkeln A’8C und D’SD’ zusammenfällt,, ausdrücken. Daher 
kommt der Beweis darauf zurück ,- die Gleichheit dieser beiden 
Quadrate zu beweisen, was leicht auf folgende Art geschehen kann. 
Die Linie 80, welche als die Durchschnittslinie der Ebenen ASC 
und 3SD nothwendig durch den Durchschnittspunkt 0’ der Dia- 
gonalen des Vierecks 4’2’C’D' gehen muss, halbirt die rechten 
Winkel ASC und BSD. Also halbirt die Linie $0' die rechten 
Winkel der Dreiecke A’SC’ und 2°8D’. Da nun aber die Diago- 
nale eines auf die oben "näher bezeichnete Weise in ein rechtwink- 
liges Dreieck beschriebenen Quadrats den rechten Winkel dieses 


‘ Dreiecks oflenbar halbiren muss, so ist S0’' sowohl die Diagonale 


des in das rechtwinklige Dreieck J’SC', als auch die Diagonale 
des in das rechtwinklige Dreieck 2’8.D’ auf die angegebene Art 
beschriebenen Quadrats, und diese beiden Quadrate haben folglich 
gleiche Diagonalen, sind also einander gleich, w. z. b. w. 


®) A. S. Levy, geboren den l14ten November 1795 zu Paris, war, nachdem 
er sich lange in’ England und Belgien. aufgehalten, zuletzt Professor 
der Mathematik am College Charlemagne zu Paris, und starb am 21sten 
Juni 184], wegen seiner Kenntnisse, seines ausgezeichneten Lehrtalents 
und seines trefflichen Charakters allgemein geachtet. 
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Berichtigung. 


In meinem Aufsatze No. VIII. in diesem Hefte bitte ich S. 51. 
unten und 8. 52, oben die, eine Unrichtigkeit enthaltenden, Worte 
von „Nun ist aber offenbara <2,v>\V 2, w>Y2, u.S.w. 
bis und folglich um so mehr - 2 vw 2 >22, d.i. 
X?” zu streichen, und dafür Folgendes zu setzen. 

Nun ist aber oflenbar 4,2 = x als die Sehne von 4; der Pe- 
ripberie kleiner als die Seite des regulären 32ecks, und 4,2 =w, 
als die Sehne von ;, der Peripherie, kleiner als die Seite des re- 
gulären decks. Die Seite des 32ecks ist bekanntlich 


2 —-\V (2 -+rT (2 +1 9%)) = 0,1960343 
und die Seite des 3ecks ist 
\V 3 == 1,7320508. 
Daher ist 
w< 1,1320508 und = << 0,1960343 


also o + x <1,9280851, d. i. a +- 2x <2, und folglich, weil of- 
fenbar — + v negativ ist, um so mehr -—a-- + vw +- x <2, 
d.1.,X<2, 

Man kann dies aber auch auf folgende Art zeigen. Wenn 42 
(Taf. 1. Fig. 7.) die Seite des 10ecks und AD die Seite des 30ecks 
ist, so istin dem Dreiecke ADF', wie man leicht findet, <ADF=— 
<ZAFD=— 84°, also AD=AF und folglich offenbar die Seite 
des 30ecks kleiner als die Hälfte der Seite des 10eeks. Also ist 
um so mehr x, als die Sehne von z; der Peripherie, kleiner als 
die Hälfte der Seite des Zehnecks, d. i. 

ra a a 
A 
Ferner ist w, als die Sehne von ;%; der Peripherie, kleiner als 
12, 
2 





die Sebne von -?,; der Peripherie. Da nun bekanntlich 
die Seite des Fünfecks ist, so ist 


5—-V5, _.1/3-+V5 __V5+l 
Ve VeVs re 


! 


die Sehne von „; der Peripherie, also 
Weil aber offenbar » 2, 9» <2 ist, so ist 
v5+-1 v5-1l 


; uwuvwx <2.2.—— 7 vv <2, 
und folglich der absolute Werth von Z kleiner als 2, Für X=2 
ist aber Y—= — 2, also Z=— 3, nach der dritten der Gleichun- 


gen 11), was gegen das Vorhergehende streitet. 


PIERRE 
\ ‚ 


AWVIEHR. 


Berechnung des Körperinhaltes der 
Prismen. 


Von dem 


Herrn Professor W. Matzka 


“an der k.k. philosophischen Lehranstalt zu Tarnow in Galizien. 


Pe VEREINE Ce" BE) NEEREEBEREEN VEN 


Die Herleitung des Ausdrucks für den Körperinhalt der Pris- 
men, wie sie in den mir bekannten Lehrbüchern gegeben wird, 
vermag durchaus nicht mich zufrieden zu stellen, weil die ihr zu 
Grunde liegende Untersuchung, unter was für Bedingungen Pris- 
men gleich sind, überall mehr oder weniger mühselig durch aller- 
hand particuläre Fälle und Verwandlungen sich hindurchzieht, und 
die Beweise der Proportionalität der Prismen entweder nur obenhin 
oder gegentheilig schleppend gegeben werden. Ich will hier zei- 
gen, wie sich diesem Mangel der Stereometrie gründlich abhelfen 
lässt, und zwar nach zwei Verfahren, von denen das erstere neu 
und entschieden kürzer ist, und das zweite mehr an das übliche 
sich anschliesst. 


Erstes Verfahren. 


A. Vergleichung der Prismen. ’ 


$ 1. Hauptlehrsatz. I. Prismen von gleichen Seiten und 
congruenten Querschnitten*) sind gleich. 


Beweis. Man erweitere die (prismatischen) Seitenflächen 
_ der Prismen ACEace und A’C’E’a'c'e' (Taf. U. Fig. 1.), führe ganz 
ausserhalb der Prismen Querschnitte, und bringe diese, da sie 


”) Die Durchschnittsfigur einer Ebene, welche eine, also auch sämmt- 
liche Seiten einer prismatischen Fläche oder eines Prisma schneidet, 
nenne ich kurz einen Querschnitt oder Schrägschnitt, je nach- 
dem die Ebene auf den Seiten senkrecht oder schief (schräg) steht. 


Theil V1. 8 


in 


der Annahme gemäss congruent sind, dergestalt mit einander über- 
ein, dass die Prismen selbst auf verschiedene Seiten dieses ge- 
meinschaftlichen Querschnittes «3yös zu stehen kommen. Dann 
fallen, weil in einem Punkte auf einer Ebene nur eine einzige 
Gerade senkrecht sein kann, die auf dem gemeinsamen Querschnitte 
senkrechten Seiten, also auch die durch sie gehenden Seitenebenen 
und sofort selbst die prismatischen Seitenflächen der Prismen 
überein; und es entstehen zwei, im Allgemeinen, nicht parallel 
abgeschnittene Prismen ACEA'C'E” und acea’c’e', deren Con- 
gruenz sich leicht nachweisen lässt. | 
Denn 1) weil die Seiten, Aa und A’u’, der Prismen gleich- 
lang vorausgesetzt worden sind, müssen, wenn man zu jeder von 
zweien in einerlei Geraden liegenden solchen Seiten, wie Au und 
A'’a', das zwischen ihnen befindliche Stück a4’ addirt, die als 
Summen entstehenden Seiten, AA’ und aa’, welche in einerlei 
Geraden liegen, einander gleich sein; also AA’—=aa’ und ebenso 
BE'—W', CÜ=.ec',.... Ferner sind 2) die parallelen Grundkan- 
ten der ursprünglichen Prismen gleich, wie AB=ab, Be=be, ...., : 
A'’B'—ab4', B'Ü—b'c';..... Daher sind 3) in den nicht parallel 
abgeschnittenen Prismen ACEA’C'E' und acea’c'e' die Seiten- 
und Grundkanten, paarweise verglichen, gleich gerichtet und gleich- 
lang; mithin müssen auch die Winkel jedweder zwei Paar gleich- 
gerichteter Kanten gleich sein, wie ABB'=abb', B'’BC=b'be, 
ABC=abe,.... Endlich 4) sind an ihnen auch die Winkel der 
gleichgestreckten Ebenen gleich, wie die Grundkantenwinkel an 
AB und ab, und wie die Seitenkantenwinkel an AA’ und aa’. 
Denkt man sich daher die beiden nicht parallel abgeschnittenen 
Prismen ACEA’C'E' und acea’c'e' dergestalt zu einander gebracht, 
dass zwei gleiche Kanten, AA’ und aa’, und ihre gleichen Kanten- 
winkel überein fallen ; so kommen äuch die, diese Kanten bildenden 
Seitenebenen und die an den Grenzpunkten derselben, befindlichen 
Ecken, wie jenean A und a,an A’und a’, und überhaupt jeden zwei 
parallel gestellten Ecken, mit einander überein; ein solches Prisma 
‚acea’c'e' wird gleichsam zwischen der sie beide einhüllenden pris- 
matischen Fläche Ab’Cd’'Ea’, um die Länge einer Seite Aa oder 
A’a’ der ursprünglichen Prismen, von a nach A geschoben "und 
füllt sonach da andere Prisma ACEace ganz aus. Weil nun in 
dieser Lage der nicht parallel abgeschnittenen Prismen ACEA’C’E' 
und acea’c’e' jedweder Unterschied zwischen ihnen aufgehoben er- 
scheint, so sind sie congruent. — Zieht man demnach von densel- 
selben das ihnen gemeinschaftliche eben solche Prisma ace4’C’E’, 
oder sie selbst von dem ganzen Prisma ACEa’c’e' ab; so müssen 
die Reste, welche eben jene mit einander zn vergleichenden ur- 
sprünglichen Prismen ACEace und 4A’C’E’a'c’e' sind, gleich 
SToss sein. | I.0 | | 
$. 2. Lehrsat U. Prismen von gleichen Seiten und 
Querschnitten sind gleich. 


‚Beweis. Können die gleichen Querschnitte 

1) entweder als Aggregate oder als Unterschiede con- 
gsruenter Vielecke dargestellt oder dadurch erzeugt ‚werden, 
dass einige stückweise congruente Vielecke vereint und andere da- 
von abgetrennt werden; so lege man dureh die Geraden, welche 
die gleichen Querschnitte als Zusammensetzungen oder Deberreste 
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congruenter Vielecke vorstellen, Ebenen zu den Seiten der Prismen 
parallel, bis sie in die, wo nöthig erweiterten, Grundebenen. ein- 
schneiden. Dann erscheinen auch die Prismen selbst auf die nem- 
liche ‘Weise ‚als Summen oder Reste von gleichlangen Prismen 
mit congruenten Querschnitten, also vermöge $.1. von gleichgrossen 
Prismen, und sind daher gleich. 

2) Sind die Querschnitte Dreiecke 'oder Parallelogramme, 
folglich die Prismen dreiseitig oder Parallelepipede, und haben 
die Querschnitte a) eine Seite gleich, also wegen ihrer eigenen 
Gleichheit auch die, der Seite als Grundlinie angehörige, Höhe 
gleich; so können sie bekanntlich leicht als Summen oder Difle- 
renzen congruenter Dreiecke oder Trapeze vorgestellt werden *), 
daher sind die Prismen, vermöge 1), einander gleich. Haben aber 
b). die, als-Querschnitte vorkommenden zwei gleichen Dreiecke oder 
Parallelogramme' keine Seite gleich; so kann man zur Hilfe ein 
‚drittes Dreieck oder Parallelogramm construiren, welches beiden 
gleicht und mit jedem eine Seite gleich hat.**) Bildet man dann 
über diesem als Querschnitt ein eben so langes Prisma wie die 
zwei verglichenen ; so sind diese einzeln, vermöge a), ihm gleich, 
also auch einander selbst gleich. 

3) Sind die, Querschnitte der Prismen ‚ Vielecke, die sich 
in einder verwandeln lassen; so. können sie nicht bloss, 
wenn durch solche. Verwandlung zunächst nur eine ‚Seite wegge- 
bracht wird ,;sondern auch, weil dies sich wiederholt, ganz allge- 
mein als Summen oder Unterschiede theils von congruenten Viel- 
ecken, theils von gleichen Dreiecken oder Parallelogrammen darge- 
stellt werden.  Mithin sind auch die Prismen selbst gleich, da sie 
als eben solehe Summen oder Unterschiede von Prismen die ver- 
möge 1) und 2) gleich sind, sich vorstellen lassen. 

-4) Seien endlich die gleichgrossen Querschnitte @, @' zweier _ 
gleichlanger Prismen P, P' was immer für Vielecke von 
gleieh- oder ungleichviel Seiten. Man denke sich diese 
gleichen Querschnitte nach und nach in Dreiecke oder Parallelo- 


*). Für Parallelogramme ersieht man dies aus den gewöhnlichen Lehr- 
büchern nach Euklid. Elem. I. 35, oder einfacher nach Leslie aus Vega’s 
Verles. über Math. 7. Aufl. verbessert v. Matzka. 2. Bd. 8.389; für Drei- 
ecke aus Gerwien’s sinnreicher Zertheilung gleicher Dreiecke in con- 
gruente Stücke, in Crelle’s Journal Bd. X. 8. 228, oder im Archiv. 
4. Theil. S. 237. ‘ 

**), Diese planimetrische Hilfsaufgabe lässt sich wie folgt. ein- 
fach lösen. > 
Denkt man sich (Taf. II.Fig. 2) zu dem einen Parallelegramm ABCD 
das gleiche so gebracht, dass eine Spitze A derselben übereinfalle, eine 
Seite 4b längs der anderen AB liege und das Parallelogramm. selbst 
zum Theil anf das erstere in die Lage Abcd komme, so müsste Ab und 
AB ungleich sein. Sei Ab die kleinere; dann muss das über ihr zwischen 
den nemlichen Parallelen AB und CD wie ABCD liegende Parallelo- 
gramm Abkd< ABCD, also auch < Abed sein, folglich die aus 4 aus- 
gehende Seite Ad die CD in D schneiden. Der um 4 mit dem Halb- 
messer Ad beschriebene Kreisbogen schneidet demnach die CD in zwei 
Punkten ,„ von denen einer d. Führt man nun die Ad, welche — Ad, und 

By || 46, so. ist AByo das geforderte Parallelogramın ; denn es ist—ABCD, 
daher auch — Abed, und hat mit jenem die Seite ZB und mit diesem 
die'Seite Ad— 40 gleich. 
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gramme g, 7 verwandelt, die demnach ebenfalls gleich werden 
müssen, und stelle sich über diesen dreiseitigen oder parallelo- 
grammischen Querschnitten 9, g' eben so hunger Prime p, p' vor. 
Dann ist vermöge 3), wegen 9=@Q und Y=®', auch p=P und 
p'=P'. Allein wegen y=g’ ist nach 2) auch noch p=p’, daher 
muss auch P=P' sein. 

Der behauptete Lehrsatz gilt demnach völlig allgemein. 


B. Proportionalität der Prismen. 


$. 3. Lehrsatz. I. Prismen von gleichen Seiten sind ihren 
Querschnitten direct proportional. 


Beweis. Man denke sich zwei den Querschnitten @, g der 
gleichlangen Prismen P, p congruente oder gleiche Vielecke db’ i 
mit einer Seite oder einem Theil derselben :an und neben, jeäsch 

anz ausser einander gelegt, so dass sie, wenn man diese gemein- 
schaftliche Seite auslässt, zusammen ein Vieleck =@’-+y’ aus- 
machen. Nimmt man nun dieses Vieleck zum Querschnitt eines 
eben so langen Prisma, so muss der durch die wiederhergestellt 
gedachte gemeinsame Seite gehende Diagonalschnitt das Prisma 
in zwei Prismen P’, p' von den Querschnitten @’, g' zertheilen, 
welche den Prismen P, p gleich sein müssen, weil sıe mit diesen 
die Querschnitte und Seiten gleich oder congruent haben. Das den 
Querschnitt @’'+g'’= @-+-9 enthaltende Prisma P’+p’ ist also 
—=P-+p, d. h. zur Summe der Querschnitte @, g gehört bei glei- 
chen Seiten die Summe der jzugehörigen Prismen P, p; mithin 
sind die gleichlangen Prismen ihren Querschnitten direct proportio- 
“nirt, nemlich P:p= @:g. *) 


$. 4. Lehrsatz-II. Prismen von gleichen Querschnitten 
sind ihren Seiten direct proportional. 


Beweis. Seien P, p irgend zwei Prismen von gleichen 
Querschnitten, und S, s ihre Seiten. Man denke sich eine pris- 
matische Fläche von einem eben so grossen Querschnitte, auf 
ihrer unbestimmt langen Seite die Seiten S und s nach einander 
abgetragen, folglich in ihre Summe S-+s vereint, und endlich. 
durch die erhaltenen drei Auftragepunkte parallele Ebenen geführt. . 
Dadurch erhält man an der Seite S-+s ein Prisma, das aus zwei 
Prismen besteht, welche*den Prismen P und p einzeln gleich 
sind, weil sie mit ihnen Querschnitt und Seite gleich haben, und 
das daher =P+-p ist. Zur Summe jeder zwei Seiten gehört dem- 


*) Diese kurze und gründliche Beweisführung über die directe Pro- 
portionalität zweier zusammengehöriger Gattungen von Grössen scheint 
den mathematischen Schriftstellern und Lehrern nur wenig bekannt zu 
sein, da ich sie bloss in La Place Mecanique celeste. vol. 1. pag. 15 
angedeutet und inDr. Jos. Knar’s, Prof. der Mathematik an der Grätzer 
Universität, Anfangsgründen der reinen Mathematik, 2 Theile. Arith- 
metik und Geometrie. Grätz, bei Damian und Sorge. 1829, im $. 528 
des 1. Theils erwiesen, und in den $$. 260, 261, 399, 670, 671 des 2. 
Theils angewendet finde. Dieses kleine österreichische, ja sogar nur 
steyerische, Werkchen übertrifft, besonders in der Gründlichkeit und 
Systematik der Behandlung seines Gegenstandes, sehr viele derartige 
Schriften, und verdient daher mehr gekannt und nachgeahmt zu werden. 
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nach bei gleichen Querschnitten die Summe der zugehörigen Pris- 
men; mithin sind Prismen von gleichen Querschnitten ihren Seiten 
direct proportional, nemlich P:p=8:s. 
$ 5. Hauptlehrsatz. Prismen überhaupt sind ihren Quer- 
sehnitten und Seiten zusammengesetzt directpropor- 
tional; oder: Prismen überhaupt stehen im zusammen- 
gesetzten geraden Verhältnisse ihrer Querschnitte 
und Seiten. 

Denn sie sind, nach $. 3., bei gleichen Seiten, ihren Quer- 
schnitten, und nach $. 4., bei gleichen Querschnitten, ihren Seiten 
direct proportional, daher *) überhaupt ihren Querschnitten und 
Seiten zusammengesetzt direct BranerHanel. 


Haben demnach die Prismen P, p die Querschnitte Q, y und 
die Seiten S, s, so ist 


S:s 


$.6 Folgesatz. Prismen überhaupt verhalten sich zu 
einander wie die Producte der Zahlwerthe *) ihrer 
Querschnitte und Seiten. 


Denn behält man wie üblich die gewählte Bezeichnung. der 
Querschnitte und Seiten auch für ihre Zahlwerthe bei, so gilt die 
angesetzte Proportion, da man in jedem Verhältnisse von (gleich- 
artigen) Grössen anstatt dieser ihre (auf einerlei Messeinheit 
bezogenen) Zahlwerthe einsetzen darf, auch jetzt noch. Da aber 
lassen sich die beiden Zahlenverhältnisse durch Multiplication zu- 
sammensetzen, und man erhält die behauptete Proportion 


Ps 9 =QS.g8 


C. Messung des Raumes eines Prisma. 


N) 


$. 7. Körpereinheit. Zur Messeinheit der Körper setzt man ge- 
wöhnlich ein Prisma fest, dessen Seite die Einheit der Längen 
und dessen Querschnitt die Einheit der Flächen ist. Fast durch- 
gehends nimmt man dazu den Würfel, dessen Seite die Längen- 
einheit ist, oder die sogenannte cubirte Längeneinheit. 


$ 8 Messung oder Ausdruck des Inhalts der Prismen. Der 

Rauminhalt eines Prisma gleicht dem Producte der 

Zahlwerthe des Querschnittes und der Seite des- 
9 selben. 

Denn lässt man in der letzten Proportion die Zeichen der 
Räume der Prismen, wie es erlaubt ist, auch die Zahlwerthe, die 
‘Raum- oder Körperinhalte, der Prismen vorstellen, und 
nimmt man jenes Prisma zur Körpereinheit, also seinen Zahl- 


*) nach Knar Arithmetik $. 532. 
*%*), gewöhnlich, jedoch grammatisch unrichtig,' Zahlenwerthe, und 
wohl eigentlich Werthzahlen? 
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werth P=1, dessen Querschnitt den. Zahlwerth Q=]1 und die 
Seite den Zahlwerth S=1 hat: so geht..diese Proportion ‚in u. 


Re 
über, und daraus folgt pP = 08% 


D. Einführung der Grundebene und Höhe der Prismen. 


$. 9. Leitender Lehrsatz. In jedem.Prisma verhält sich 
der Querschnitt zur Grundebene wie die Höhe zur 
Seite; oder: In jedem Prisma ist das Product aus den 
Zahlwerthen des Querschnittes und der Seite gleich 
dem Producte aus den Zahlwerthen der Grundebene 


und Höh e. 


Denn führt man, da in einer prismatischen Fläche alle par- 
allelen Schnitte congruent 'ausfallen müssen, in einem Prisma 
ACca (Taf. I. Fig. 3.) den: Querschnitt «3yö, so dass er eine 
Grundebene desselben, ABCD, in der Geraden KL schneidet; 
so ist er jederzeit die (winkelrechte) Projeetion jeder &rundebene 
aufeiner auf.den Seiten des Prisma senkrechten (Projections-) Ebene. 
Projieirt man nun auf die Durchschnittslinie der Grundebene und 
ihrer Projection — des Querschnittes — sämmtliche ihrer Spitzen; 
so haben die Spitzen &, ß, y, 6 des Querschnittes mit denjenigen 
Spitzen A, B, C, D der Grundebene, deren Projectionen sie sind, einer- 
lei Projectionen a,b,c, d, und die Projicienden «a, 3b, yc, öd der ersteren 
Spitzen sind selbst die Projectionen der Projieienden Aa, Bb, Ce, 
D» der letzteren Spitzen auf der Ebene des Querschnittes, — Durch 
diese Projicirenden werden beide Vielecke in einerlei Weise als 
Aggregate oder Unterschiede theils von rechtwinkligen Dreiecken, 
theils von rechtwinkligen  Trapezen dargestellt. Jedes solche Be- 
standstück des Querschnittes, wie Ea&, add, ist zugleich die Pro- 
jection des analogen Bestandstückes EaA, aADd der Grundebene, 
mit dem es ın der Durchschnittslinie XL eine Seite gemein hat. 
Daher verhält sich jedes rechtwinklige Dreieck Ea4 der Grund- 
ebene zu seiner Projection Eax, wie seine projieirte Kathete aA 
zu ihrer Projection ax; und jedes rechtwinklige Trapez aADv der 
Grundebene verhält sich zu seiner Projection ax6d wie die Summe 
aA+dD seiner parallelen Seiten zur Summe ax@-++d6 ihrer Pro- 
jectionen. — Allein diese projicirten Seiten der Stücke der. Grund- 
ebene bilden mit ihren Projectionen, mit denen sie insgesammft ' 
aufder Durchschnittslinie XL der Grundebene und des Querschnittes 
senkrecht sind, den spitzen Winkel dieser zwei‘ Ebenen ; mithin 
auch den spitzen Winkel jeder zwei auf diesen Ebenen senkrechten 
Geraden, wie der Höhe AH mit einer, Seite Aa des Prisma, 
deren Projection sie ist. Ferner sind unter einerlei Winkel pro- 
Jicirte Geraden ihren Projectionen proportional. Mithin: so wie 
sich die Seite Aa des Prisma zu dessen Höhe AZ, ihrer Pro- 
jection, verhält, eben so verhält sich jede projicirte Seite jeg- 
Haba Stückes der Grundebene — oder beziehlich jede Abthei- 
lungslinie der Grundebene — zu ihrer Projection; daher auch, dem 
Obigen gemäss, jedes Stück (rechtwinkliges Dreieck oder Trapez) 
der Grundebene zu seiner Projection auf dem Querschnitt; mithin 
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verhält sich auch eben so die ganze Grundebene ABCD zu ihrer 
Pröjeetion, dem Querschnitt Far nemlich Aa: AH= ABCD:ußyS, 
oder auch a3y6: ABOD= AH: Au. 

'Bezeichnet man nun den Zahlwerth (Flächeninhalt) des Quer- 
schnittes mit 9, jenen der Grundebene mit Ö, dann den Zahlwerth 
(die Länge) der Höhe mit « und jenen der Seitenkante mit sy so 
siht diese Proportion, durch Einführung der Zahlwerthe ihrer 
‚ Glieder, die folgende g:b=a:s, daher die Gleichung, 


qs—= ab. 


& 10. Gewöhnlicher Ausdruck des Rauminhaltes der Prismen. 
Der Rauminhalt eines Prisma gleicht dem Producte 
der Zahlwerthe der Grundebene und der Höhe. 


Denn vermöge $. 8. ist des Prisma Rauminhalt p»=gs, und 
nach $. 9. das Product g5=ab, daher auch p= ab. 


Zweites Verfahren. 


A.  Vergleichung der Prismen. 


| 8.1. Hauptlehrsatz. 1. Wie.oben im ersten Verfahren. $. 1. 
$. 2. Lehrsatz. II. Parallelepipede von gleichen Grund 


ebenen und Höhen sind gleich. 


Beweis. 1) Haben die Parallelepipede ACEG 
und acey (Taf. 11. Fig.4”u.4°) auch noch die Grundkänten 
AB und «b, und daran die Kantenwinkel gleich; so sehe 
ınan ‚sie als Prismen an, deren Seiten diese gleichen Kanten und 
deren Grundebenen die von ihnen geschnittenen Begrenzungsebenen 
AH, BG ünd ah, bg sind, und führe auf denselben Seiten senk- 
recht die Querschnitte KLMN und klmn, endlich noch aus den 
gleichliegenden Spitzen N und n die nothwendig in die Ebenen 
der Querschnitte fallenden Höhen NP und np, weil jene Ebenen 
und diese Geraden durch einerlei Punkt gehend auf den (ursprüng- 
lichen) Grundebenen AC, ac zugleich senkrecht stehen. — Diese 
Querschnitte nun sind, als Schnitte in Immallelepiperischen Flächen, 
Parallelogramme und aus folgenden Gründen einander congruent. 
Die Winkel an K, ; sind, weil ihre Ebenen, also auch ihre Schen- 
kel, auf den Kanten AD, ab senkrecht stehen, die Winkel an 
diesen Kanten, also der Annahme gemäss gleich; daher haben die 
'Parallelogramme sämmtliche Winkel stückweise gleich. Die nach 
der Voraussetzung gleichen Höhen NP, np sind auf den Grund- 
ebenen AC, ac senkrecht, folglich auch auf den durch ihre Fuss- 
punkte gehenden Geraden KL und kl dieser Ebenen, und sonach 
an P und » rechte und desswegen gleiche Winkel. In den Drei- 
ecken NPK und, np sind demnach NP=np, K=k, P=p, 
nemlich eine Seite und zwei Winkel gleich; daher sind sie selbst 
eongruent und die Seite KN—=4n. Endlich sind die auf den Sei- 
ten oder Grundlinien AB, ab der Parallelogramme AC, ac senk- 
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rechten Geraden KL, kl die Höhen dieser Parallelogramme. Die- 
selben Parallelogramme AC, ac sind aber die nach der Annahme 
gleichen Grundebenen der Parallelepipede, und haben der Voraus- 
setzung gemäss die Grundlinien AD, ab gleich; also müssen sie 
auch die Höhen KL, kl gleich haben. Mithin sind in den par- 
allelogrammischen Querschnitten XM, km zwei zusammenstossende 
Seiten KL, KM und kl, km einander gleich; daher, weil nach 
dem Früheren auch alle ihre Winkel stückweise gleich sind, müs- 
sen diese Parallelogramme und respective Querschnitte XM und 
km selbst congruent sein. — Die parallelepipedischen Prismen 
AHBG, ahbg haben demnach vermöge der Voraussetzung die 
Seiten AB,ab gleich, und nach dem Erwiesenen die Querschnitte 
KM, km congruent; mithin sind sie, zu Folge $.1., einander gleich. 

2) Haben die Parallelepipede ACEG und accg (Taf. Il. Fig. 4*u. 47) 
die Grundebenen AC, ac und die Höhen gleich, ohne dass der 
vorher in 1) betrachtete Fall eintritt: so construire man erstens 
zu den zwei gleichen Parallelogrammen AC, ac ein drittes ihnen glei- 
ches ac, (Taf. 11. Fig. 4%), das mit jedem aus ihnen eine Seite gleich 
hat, nemlich ao = AB und be=brc,*) und führe dazu, als zu einer 
Grundebene, in dem der Höhe NP gleichen senkrechten Abstande 
pn eine unbestimmt weit ausgedehnte Ebene nA parallel; zwei- 
tens übertrage man den auf der Grundkante AB senkrechten 
Querschnitt KM an die gleiche Grundkante ab als Querschnitt km, 
oder auch nur den Winkel -+) LKN der Kante AB an die Kante 
ab in‘den Winkel /An, und lege durch ab und kn die Seitenebene 
af, dann zu ihr parallel durch cd die Seitenebene dy; endlich 
drittens übertrage man eben so von der Kante bc an die gleiche 
bc entweder den Querschnitt gr nach gr oder den Kantenwinkel-) 
q nach g, und führe durch de unter dem Winkel 9=g gegen ac 
geneigt die Seitenebene dy und dazu parallel durch ad die Ebene 
ah. Dann begrenzen die durch diese drei Vorgänge erhaltenen 
drei Paar parallelen Ebenen ein neues Parallelepiped aceg. Mit 
diesem hat nun jedes der zu vergleichenden Parallelepipede ACEG 
und accg, ausser der Grundebene und Höhe auch noch eine Grund- 
kante und daran den Winkel » gleich, daher sind sie ihm ein- 
zeln, nach dem ersten Falle, folglich auch einander selbst gleich. 


*) nach der Note **) zu 2) in obigem $. 2. - 


-+) Kritische Leser fühlen gewiss mit mir an dieser Stelle die bereit 
von H. Wolf im Archiv. Theil 3. Heft 4, Seite 416. angeregte Noth- 
wendigkeit, die Abweichung oder Verschiedenheit, welche bei zwei Gera- 
den an ihrem Durchschnittspunkte ‚‚Winkel‘ heisst, bei zwei Ebenen an 
ihrer Durchschnittslinie. anders, aber wie? zu nennen, so wie 
z. B. das, was bei Geraden Richtung, bei krummen Linien Sinn 
heisst, bei Ebenen Streckung oder ihr Streichen genannt wird. 
Von den a. a. OÖ. citirten Benennungen taugt schlechterdings keine, Viel- 
leicht könnte und wollte einer unserer Koryphäen unter den Sprach- 
forschern, etwa Herr Graff aus seinem preisswürdigen „,‚althoch- 
deutschen Sprachschatze‘“ — mit einem passenden ein- oder höchstens 
 zweisilbigen Wurzelnamen den Geometern helfen. — Ich benütze zugleich 
die Gelegenheit, um darauf aufmerksam. zu machen, dass eben so in 
der analytischen Goniometrie, wenn man, strenge Wissenschäftlichkeit 
erstrebend, aus den Winkeln den überflüssigen Kreisbogen herauswirft, 
für den fast immer stillschweigend als Einheit zu Grund gelegten Winkel 
eine passliche Benennung Noth thut. Gewöhnlich bestimmt man ihn da- 
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Anmerkung. Wie man, ohne Berufüng auf $. 1. oder vielmehr 
diesen in den Beweis einflechtend, die Gleichheit von Parallele- 
pipeden ‚nachweisen könne, habe ich bereits im_4. Bande des 
Archivs. Heft 3. S. 362. gezeigt. 


8.3. Besonderer Fall. Ein Patallelepiped wird durch 
jede Diagonalebene in zwei gleiche dreiseitige Pris- 
men zertheilt. 


_ Denn denkt män sich in dem Parallelepipede ADEHBCFG 
(Taf. Il. Fig. 4%.) die Diagonalebene CDEF', so schneidet diese 
den Querschoitt KLMN, der bekanntlich ein Parallelogramm ist, 
in.der Diagonale ZN, und diese theilt den Querschnitt in zwei 
congruente. Dreiecke  LKN und LMN. Die beiden dreiseitigen 
Prismen, in. die das: Parallelepiped zerlegt wird, haben demnach 
die Querschnitte »congruent und die Seitenkanten gleich; mithin 
sind sie nach $. 1. einander gleich. 


B. Proportionalität der Parallelepipede, 


1. Bei gleichen Höhen. - 
$.4. Parallelepipede von gleichen Höhen sind ihren 
Grundebenen direct pröportional. 


‚Denn verwandelt man die als Grundebenen irgend. ziveier 
Parallelepipede », P vorkommenden Parallelogramme d, B zuerst 
so, dass sie eine Seite oder die Höhe gleich haben, nachher aber 
noch so, dass sie einerlei Winkel besitzen; so kann man die ent- 
stehenden ihnen gleichen Parallelogramme 6, B' an jener gleichen 
Seite oder zwischen zweien um die gleiche Höhe abständigen 
Parallellinien dergestalt an einander rücken, "dass sie nur ein 
Paralleloegramm 4’ + 2’—b}+ B ausmachen. Auch kann man nach 
einem minder bekannten Satze des Pappus (lib. 4. prop. 1.)*) die 
Parallelogramme 5, B unter Einem in zwei andere 6’, B' von 
einerlei Winkeln verwandeln und in ein Prarallelogramm vereinen, 
dessen eine Seite oder ein Winkel wählbar ist. Legt man dann 
durch die Seiten des zusammengesetzten Parallelogramms 5’ +B’, 
als einer neuen Grundebene, und durch seine Trennungslinie, 
Seitenebenen paarweise parallel, und in einem der Höhe der 
Parallelepipede p, P gleichen Abstande von ihm die zweite Grund- 


durch, dass dem Kreisbogen desselben seinem Halbmesser gleicht; er 
kann aber bei solchem Vorgange — wovon ein anderes Mal — als die 
Grenze des Quotienten eines unendlich abnehmenden Winkels durch sei- 
nen Sinus oder durch seine Tangente erklärt werden. Diesen Winkel nun, 
möchte ich, in Anbetracht, dass er völlig bestimmt und zugleich spitz 
sein muss, so wie man das Neunzigstel des rechten Winkels ‚Grad “ 
nennt, mit dem kurzen veralteten Namen „der Gehren“ (französ. 
le chanteau) bezeichnen. Man lese über dieses Wort die Wörterbücher 
von Adelung, Heinsius, Heyse, u. a., und ich hoffe. man werde es 
passend finden. Neue angemessene wissenschaftliche Benennungen schaf- 
fen ist zwar, weil sie nicht jedermann gefallen, misslich; allein sie 
ganz entbehren oder unpassende gebrauchen müssen, ist peinlich. 

'*) Van Swinden Geometrie. Buch 2. $. 91. Tellkampf Vorschule. 
Geometrie. Cap. 5. $. 262. 7. 
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ebene parallel, so entsteht ein Parallelepiped, das’ aus zweien 

zusammengesetzt ist, welche einzeln den Parallelepipeden p, P 
gleichen, weil sie mit ihnen Grundebene und Höhe gleich hhbal 
($. 2.). Der Summe 5+.B jeder zwei Grundebenen 5, B entspricht 
demnach bei einerlei Höhe die Summe »-+ P der ihnen angehörigen 
Parallelepipede 9, P; mithin sind Heiche Parallelepipede ihren 
Grundebenen geradezu proportional, nemlich y: P=b:B. 


II. Bei gleichen Grundebenen., | 

$.5. Parallelepipede auf gleichen Grundebenen sind 
ihren Höhen direct proportional. | 

Denn von was immer für zwei Parallelepipeden p», P über 
gleichen Grunidebenen trage man die Höhen a, A unmittelbar" nach 
einander in eine Gerade a+A zusammen; erfichte auf dieser in 
den aufgetragenen drei Punkten Ebenen senkrecht, also unter sich 
parallel; construire in einer solchen Ebene ein den gleichen Grund- 
ebenen gleiches Parallelogramm; und lege endlich durch dessen 
Seiten paarweise parallele Ebenen. Bei solchem Vorgange entsteht 
über der Höhe a+4A ein Parallelepiped, das aus zweien zusam- 
mengesetzt ist, die mit den beiden gegebenen p, P Grundebene 
und Höhe gleich. haben, also ihnen stückweise gleich sind ($. 2.). 
Bei gleichen Grundebenen gehört demnach zur Summe a+A 
jeder zwei Höhen a, A die Summe p+P der zugehörigen Par- 
er p, P: mithin sind Pärallelepipede über gleichen 
Grundebenen ihren Höhen direct proportionirt, memlich p: P= a:A. 

II. VÜeberhaupt. - | 
$.6. Parallelepipede sind überhaupt im zuüsammen- 
gesetzten Verhältnisse aus den geraden. Verkält- 

nissen ihrer Grundebenen und Höhen; 
oder: Parallelepipede verhalten sich wie die Producte 
der Zahlwerthe ihrer Grundebenen und Höhen. 


Denn sie sind nach $. A., bei gleicher Höhe, ihren Grund- 
ebenen, und nach $. 5., bei gleichen Grundebenen, ihren Höhen 
direct proportional; mithin überhaupt ihren Grundebenen und 
Höhen zusammengesetzt direet proportionirt. 

Haben demnach die Parallelepipede p, P die Grundebenen 5, B 
und die Höhen a, A, so ist 
op: BP =bh.r7B 

a: A 


Benützt man die Bezeichnung der Grundebenen tnd Höhen 
auch für ihre Zahlwerthe, so darf man in der noch bestehenden 
Proportion die beiden Zahlenverhältnisse mittels Multiplieation 
zusammensetzen, und man erhält 


2: 0b: AD: 
C. Messung des Raumes eines Prisma. 


$. 7. Körpereinheit. Zur Einheit der Körper wählt man gewöhr- 
lich ein Parallelepiped, dessen Höhe die Linieneinheit und dessen 
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Grundebene die Flächeneinheit ist. Fast immer ertheilt man ihr 
die Gestalt des Würfels, dessen Seite die Längeneinheit ist. 


$.8. Messung des Parallelepipeds. Der Rauminhalt eines 
Parallelepipedsgleichtdem Producte der Zahlwerthe 
der Höhe und Grundebene desselben. 


Denn bedeuten in der letzten Proportion die Zeichen der Par- 
allelepipede, wie es verstattet bleibt, auch die Zahlwerthe, die 
Raum - oder Körperinhalte der Parallelepipede, und nimmt man 
dasjenige Parallelepiped zur Körpereinheit, also seinen Zahlwerth 
P=1, dessen Höhe die Länge A—1, und dessen Grundebene 
den Flächeninhalt 2=1 hat;_.so verwandelt sich die Proportion in 


De re Ic 
folglich ist p= «ab. 


8-9. Messung jedes Prisma. Der Rauminhalt eines Prisma 
ist das Product der Zahiwerthe seiner Höhe und 
Grundebene, i 


Denn ist das Prisma f 
1) dreiseitig und seine Grundebene. 5, so kann es vermöge 
$. 3. als Hälfte eines eben so hohen Parallelepipeds über der 
doppelten Grundebene, 25, dargestellt werden, dessen Inhalt also 
xH be. daher der seinige —= ab ist. 

2) Jedes andere Prisma aber lässt sich in eben so viele 
dreiseitige Prismen als ‚seine Grundebene 5 in Dreiecke zerlegen. 
Mithin ist sein Inhalt » die Summe der Producte der gemeinsamen 
Höhe a aller dreiseitigen Prismen in gesammte Grunddreiecke, 
also auch das Product des gleich bleibenden Factors, der Höhe « 
des Prisma , in die Summe der Grunddreieke, d. i. in die Grund- 
ebene Ö des Prisma; folglich »= ab. | 


z 
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XIX. 
Beweis und Berichtigung des im 4. 
Bande des Archivs, 3. Heft, 8. 332, 


.Rr. XXXV, Satz 2, vorgelegten Lehr- 
satzes. 


Von dem 
Herrn Professor W. Matzka 


an der k, k. philosophischen Lehranstalt zu Tarnow in Galizien. 


Der Inhalt dieses zum Erweise vorgegebenen Satzes ist kurz 
folgender: | | 


Eine dekadische Zahl D=10 N+A ist durch eine eben 
solehe d=10r4.« theilbar, wenn AnTaN dadurch theil- 
bar ist. . 


Beweis, Dureh die Zahl d ist offenbar ihr Vielfaches Nd theil- 
bar, daher auch der ihm gleiche Ausdruck N(10r+«a) + An — An 
—n(1N+A)+aN— An=nD—(AnFaN). Ist nun AnfFaN 
durch d theilbar, so muss dies auch nD sein. Wenn demnach 
n und d, also, weil d—=-10n-+a ist, auch n und a, keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler besitzen, muss sicher D durch d 
theilbar sein. 

Allein! falls n und a, daher auch n und d, einen gemein- 
samen Theiler haben, folgt daraus, dass nD durch d theilbar sein 
muss, keineswegs nothwendig, sondern nur etwa zufällig, die 
Theilbarkeit von D durch .d. 

So ist z. B. der letzte a. a. ©. gebrauchte Theiler 68 von 
dieser bedenklichen Beschaffenheit, weil 6 und 8 zugleich durch 
2 theilbar sind. In der That ist zwar die daselbst gewählte Zahl 
816 durch 68 theilbar, allein 374 ist es nicht, obgleich 37.8 — 4.6 
— 296 —24— 272 durch 68 theilbar ist. 

Mithin ist in den aufgestellten Lehrsatz die beriehtigende 
Einschränkung aufzunehmen: 


„wofern a und n keinen Theiler gemeinschaft- 
lich haben.“ 


Berechnung solcher untheilbaren Zahlen. Derlei 
Zahlen D=10.N-+ A, die durch eine vorgelegte Zahl d=10n + a, 
in welch r rn und «a einen grössten gemeinschaftlichen Theiler 


125 


2>1 haben, nicht theilbar sind, obwohl An} aN es ist, können 
auf folgende Weise berechnet werden. 


Es soll AnFaN durch d theilbar, also 
aN=+4 An, mod d sein. 


Geben nun, wenn man die congruenten Zahlen und den Modul 
durch ihren grössten gemeinschaftlichen Theiler { theilt, die Zah- 
len a, n, d durch { getheilt, die Quotienten &,», ö; so verwandelt 
sich die Congruenz in } j 


aN= +vA, mod. 6. 


Lös’t man diese Congruenz in Bezug auf N, indem man A über- 
haupt eine der zehn Ziffern 0, 1, ...9 gelten lässt, nach einem 
der bekannten Verfahren auf; so sei N’ ein, die Zahl $ nicht 
übersteigender, Werth von N. Dann ist 


N=N'’+:6 und D=10N’+4-+106 .z, 


wenn z durchlaufend sämmtliche absoluten Anzahlen vorstellt. 

Weil in $8=d:t=(1Im+a):t=10» + die Zahlen « und » 
keinen Theiler mehr gemeinschaftlich besitzen, muss die Zahl 
10N’+A=D', dem geführten Beweise gemäss, durch & theilbar 
sein, Da nunmehr D=D'’+106.z und d=1t$ ist, so wird: 


D_yD' ENDE" 96. 
7= (5 +18) 1-7 1 





t 


Demnach ist D allemal zugleich mit D’ durch d theilbar oder 
untheilbar, so oft entweder 


1. t=2 oder 5 ist, oder 
2. für z bloss Vielfache von £ eingesetzt werden, oder endlich 
/ 


3. z so gewählt wird, dass +10: durch { theilbar oder 
- untheilbar ausfällt. 


Beispiel. Bei dem Theiler d=68=6.10+8 hat man 
n—6b, a=8, also t=2 und $=34, v=3, «—=4; mithin soll 
AN=3A, mod 34 sein. Da 4 und 34 durch 2 theilbar sind, muss 
es auch A sein. Setzt man daher A:?2=4’ oder A=24}', und 
theilt man sowohl die Zahlen als den Modul durch 2, so wird 
3N=34’, mod 17. Dazu findet sich leicht 2X —-85=—-16=1, 
mod 17, folglich, wenn man mit —8 multiplieirt, N=N'’=104}, 
mod 17, wobei N 34. Sofort ergeben sich folgende zusammen- 
gehörige Werthe: 


Hilfszahl Are NUR, re 
Ziffer der Einer el, rd, 6 
kleinste Zehnermenge N'’= 0, 1, 3, 12, 6 


17,. 27,. 20,530, 23 
kleinste Zahl D'’— 0, 102, 34, 136, 68 
170, 272, 204, 306, 238. 
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Schliesst man hievon die durch 68 theilbaren Zahlen 68, 136, 
204, 272 aus, und vermehrt man die Zehner der übrigen so oft 
man will widerholt um 34; so erhält man folgende, trotz der erfüll- ° 
ten Bedingung, durch 68 nicht theilbare Zahlen: 


D= 34, 102, 170, 238, 306, 
374,442, 510, 578, 646, 
714, 782,850, 918, 986, u. s. £. 


Leichtere Bestimmungsweise. Sucht man, entweder 
. mittels einer Tafel der Vielfachen der ganzen Zahlen oder durch wie- 
derholte Addition, sämmtliche nach einander folgenden Vielfachen 
von d:t—6, und lässt man der Reihe nach jedes tte solche Viel- 
fache, dessen Multiplieator also selbst ein Vielfaches von t ist, 
hinweg, oder ee man erstlich alle Vielfachen yon & vor 
seinem tfachen, und vermehrt sie dann wiederholt um dieses tfache: 
so sind alle sich ergebenden Vielfachen von $, weil ihr Multipli- 
cator durch { nicht theilbar ist, derlei durch d untheilbare Zahlen D, 


Denn je nachdem in D= md id der Multiplicator m 


durch £ theilbar ist oder nicht, wird das Vielfache D durch d 
theilbar oder. nicht. — Weil: ferne 6 =10'v»+ « und D= m$ 
— 10mv + ma, also, wenn + ma —= A+ 10B ausfällt, D=10(mv+B 
—N)+A ist; so findet man AnF aN= AvutFat!N—=t(AvFoN) 
—t[v» (HmaF 10B) Fa (mv+B)J=FB(lWHo)t=F Böt 
—+Bd, folglich die Bedingung, AnfFaN sei durch d theilbar, 


c 


jederzeit erfüllt, 


xx. 
Ueber die Normalen der Kegelschnitte. 


Nach drei Aufsätzen des Herrn Gerono, Professeur 
de Mathematiques, in den Nouvelles Annales de Ma- 
ihematiques. Journal des candidats aux ecoles poly- 
technique et normale, redige par Terquem et Gerono. 
T. DI. Paris. 1843. p. 16. 72. 170. frei bearbeitet 


von 


dem Herausgeber. 


‚ „Mit den Normalen, die durch einen gegebenen Punkt an einen 
Kegelschnitt gezogen werden können, hat sich bekanntlich schon 
Apollonius in dem fünften Buche. seines berühmten Werks 
über die Kegelschnitte beschäftigt, worüber man den Artikel Nor- 
male in dem mathematischen Wörterbuche. Thl. III. S. 688. nach-- 
sehen kann. Vorzüglich wichtig ist aber ferner eine Bemerkung 
von Legendre über die Kriterien, mittelst welcher sich «die An- 
zahl der Normalen bestimmen lässt, die in den verschiedenen 
möglichen Fällen durch einer gegebenen Punkt an eine Ellipse 
sezogen werden können, welche man in dem Traite des fonc- 
tions elliptiques. T. II. Paris. 1825. p. 349. findet. An diese 
Benferkung al sich ünmittelbar der. Aufsatz des Herrn 
(erono an, dessen wesentlichen Inhalt wir im Folgenden mit- 
theilen ‚werden. ’ 


1. 


Die Gleichung einer Ellipse, welche wir _ zuerst betrachten 
wollen, sey 


wo a und Ö& ihre gewöhnliche Bedeutung haben. Sind x, , yı die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes in dieser Ellipse, so ist 
bekamntlich | 
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a? Yı 


2) a ya r 





die Gleichung der durch diesen Punkt an die Ellipse gezogenen 
Normale. Bezeichnen wir daher jetzt durch «, ß die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes in der Ebene der Ellipse, und durch 2, % 
die Coordinaten des Durchschnittspunkts einer durch den Punkt 
(«ß) an die Ellipse gezogenen Normale mit der Ellipse **); so ha- 
ben wir zur Bestimmung von x, y die beiden folgenden Gleichungen: 


de. 
P-y= 59 (a-2); 


oder 


EN? N 
4) Daasyls. 
bBxz — a?ay+( a?—b?) ay—=0; 
oder, wenn wie gewöhnlich | 
a —b?=e? 


gesetzt wird: ' 


1 An 
b’Br— a2ay+exy—(0. 


Setzen wir 


bye, Marz, 


e? e? 


so wird die zweite der Gleichungen 5): 


2 % e « 
*) Wenn man ei und a?—b?=e? setzt, so kann man die 
* P,% 


1 
Gleichung der Normale der Ellipse auch unter der folgenden bemerkens- 
werthen Gestalt darstellen: 


ze? 


Era 


wo man das obere oder untere Zeichen zu nehmen hat, jenachdem x, 
eine positive oder eine negative Grösse ist (Comte: Traite elem. de 
gcom. anal. p. 358.). 


##) Wo (xy) immer der Punkt der Ellipse ist, in welchem auf der= 
selben die durch den Punkt (a?) gezogene Normale senkrecht steht. 


Ir 


% 
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7) bhz—afy+ xy=V. 


Die erste der Gleichungen 5) kann auf folgende Form gebracht 
werden: 


8) ay „_.bdb(la-x) 
blatt)  y 


und.wenn man daher 


PS OGERBRLE SL. _bla-e). 
Pr b(a+x) ay 


setzt, so hat man die beiden folgenden Gleichungen: 
10) ay-bzx=abz, be+azy—=ab; 


aus denen sich ohne Schwierigkeit: 


m) (bea-häte)., 282 


ergiebt. Führt man diese Werthe von x und y in die Gleichung 


7) ein, so ergiebt sich nach emigen leichten Reductionen die 
Gleichung .“ 


. 


12) ze, 2 lat ,_1=0, 
(2 


oder, wenn der Kürze wegen 


a re 


gesetzt wird, die Gleichung: 
} 14) + Ar + Bz—1—0. 


Weil das letzte Glied dieser Gleichung des vierten Grades 
negativ ist, so hat dieselbe nach einem bekannten Satze von den 
Gleichungen *) jederzeit zwei reelle Wurzeln mit entgegengesetzten 
Vorzeichen ; und da nun wegen der Gleichungen 11) jedem reellen 
Werthe von z reelle Werthe von = und y entsprechen, so sieht 
man zuvörderst, dass sich durch jeden Punkt immer 
mindestens zwei Normalen an eine. Ellipse ziehen 
lassen. 

Bezeichnen wir die vier Wurzeln der Gleichung 14) überhaupt 
durch m, n, p, g; so haben wir zwischen denselben bekanntlich 
die vier folgenden Gleichungen: 


*) Supplemente zum mathematischen Wörterbuche. Thl. TI. Artikel - 
Gleichung. S. 396, 


Theil VI, | 9 
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m+n+pt+g9=—A, 


15) (mn + pq )Hmp-+ng) + (mg +np)=0, . 
mnp Hmng +mpg +npgq=—B, 
mnpg=—]; 


und können nun mit Hülfe dieser Gleichungen leicht die Gleichung 
des dritten Grades finden , deren Wurzeln die drei Grössen 
] 


mn+pg; mp+ng, my +np 


sind. Weil nämlich die Summe dieser drei Grössen nach 15) ver- 
re so hat die in Rede stehende cubische Gleichung die 
‚Form 


16) z+A,u+ Bi —=0. 
Ferner ist: nach der Lehre von den Gleichungen 
A—= (mn+pg) (mp-Hng) 


(mn +pg) (mg-+np) 
(mp+ng) (mg -+np). 


Durch DIR CHR der ersten und dritten der Gleichungen 
13) erhält man aber ohne Schwierigkeit nach einigen leichten Re- 
Juetionen: 


AB=4Amnpg -+(mn-+pg) (mp -+Hng) 
+(mn+pg) (my -+np) 
+(mp-tng) (mg +np). 


Also ist wegen der vierten der Gleichungen 15) 
AB=A,—4, 


und folglich | 
A,=AB-+4A. 


Endlich ist nach der Theorie der Gleichungen 
B, =— (mn -+pg) (mp +ng) (mg ar np). 


Entwickelt man das Product auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens, so erhält man, mit Rücksicht auf die bekannte Relation 


mnpg=—1, 
ohne Schwierigkeit 


B.=. m’+n?1»°70° 
— (m?n?p? +m?n?g? +m?p2g?+n2p2g2). 
Quadrirt man aber die erste und dritte der Gleichungen 15), und 


zieht dann die letztere von der ersteren ab, so erhält man, mit 
Rücksicht auf die Relation 
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(mn + pg) + (mp +ng) + (mg +np)=0, 
ohne Schwierigkeit \ 
A—-B— m4n+p?+g: | 
— (m?n?p? +m’n?g? +m’p?’g’ +n?p?g?). 
Also ist 
| B,=4A!—Be, 
und die cubische Gleichung 16), deren Wurzeln die Grössen 


mn +pq ‚„ mp+tng, mg-+np 
sind, wird daher 


'17) ws+(AB+4)u+ 4? Be—0. 


Bezeichnen wir die drei Wurzeln dieser Gleichung durch ,, u, 4;; 
so können wir | & R 
u = mn-+pg; 
15) | %w= mp-ng, 
U= mqy+tnp 


setzen, und erhalten hieraus die ‘drei folgenden Gleichungen: 
Uu—-Uu—(lm—g)(n—p); 


19) | edle Sep. 
un (m—p)g=n) 


Wenn nun 
4(AB +4)°+27 (4? — B?)? —0 


ist, so sind nach der Theorie der cubischen Gleichungen *). die 
drei Wurzeln «,, us, %, reell, und zwei derselben sind einander 
gleich. Sind also z. B. m und » die beiden reellen Wurzeln mit 
entgegengesetzten Vorzeichen, welche die Gleichung 14) jeder- 
zeit nothwendig haben muss, so ist wegen der zweiten der Glei- 
chungen 19) die ‚Differenz »—g' eine reelle Grösse. Wären nun 
aber p und q zwei imaginäre Wurzeln der Gleichung 14), so 
“ müssten dieselben nach der Theorie der Gleichungen von der Form 


p=s+iNV -1, 9=s—iY —i 
sein, und es wäre folglich | 
P-4=UHN TI, 
diese Differenz also imaginär, was gegen das Obige streitet. Da- 


*) M. vergl. z. B, Archiv. 'Thl. VL. S. 6. 
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her sind auch die Wurzeln » und g reell, und die Gleichung 
14) hat folglich in diesem Falle vier reelle Wurzeln. Weil aber 
eine der Differenzen u, — 4, U — U; ,-Us —uUı verschwindet, so 
müssen wegen der Gleichungen 19) unter diesen vier reellen 
Wurzeln zwei gleiche vorkommen. 

Wenn ferner 


4(AB +4)? +7 (4? — BP)? >0 


ist, so sind nach der Theorie der ceubischen Gleichungen *) von 
den Wurzeln ı,, %s, ; eine reell und zwei imaginär. Weil die 
beiden imaginären Wurzeln von der Form vo+oy =1 und o—wy —1 
sein müssen, so sind die Differenzen 4, — ug, Ug—Uz, Ug—Uı 
- offenbar alle drei imaginär. Sind nun wieder z. ß. m und n die 
beiden reellen Wurzeln mit entgegengesetzten Vorzeichen, welche 
die Gleichung 14) nothwendig haben muss, so ist wegen der 
zweiten der Gleichungen. 19) die Differenz p—g imaginär, und 
da, weil die imaginären Wurzeln der Gleichungen immer paarweise 
vorhanden sind, nicht bloss eine der beiden Grössen p und g 
imaginär sein kann, so müssen dieselben beide imaginär sein; 
folglich hat die Gleichung 14) in diesem Falle zwei reelle und 
zwei imaginäre Wurzeln. ' 


Wenn endlich 
4(AB+4)’+27 (A? — B?)?<0 


ist, so sind nach der Theorie der cubischen Gleichungen **) die 
Wurzeln z,, %,, 43 alle drei reell, und unter einander ungleich. 
Daher sind zuvörderst wegen der Gleichungen 19) die vier Wurzeln 
m, n, p, 9 offenbar sämmtlich unter einander ungleich. Sind aber 
wieder z. B. m und » die zwei reellen Wurzeln mit entgegenge- 
setzten Vorzeichen, welche die Gleichung 14) nothwendig haben 
muss, so ist wegen der zweiten der Gleichungen 19) die Differenz 
p-4g eine reelle Grösse, woraus man ganz wie im ersten Falle 
schliesst, dass die Wurzeln » und g beide reell sind. Daher hat 
im vorliegenden Falle die Gleichung 14) vier unter einander un- - 
gleiche reelle Wurzeln. 


Rücksichtlich der Normalen der Ellipse ergiebt sich hieraus 
nun unmittelbar Folgendes: | 


Wenn j 
4(AB-+4)°+27 (4? — B?)?—=0 


ist, so lassen sich durch den gegebenen Punkt («ß) drei Normalen 
an die Ellipse ziehen. 


Wenn dagegen | 
4( AB +4)? +27 (4° — B?)?>0 


ist, so lassen sich durch den gegebenen Punkt (aß) nur zwei 
Normalen an die Ellipse ziehen. 
Wenn endlich 


%..ANOSR  ANRO. SS. 
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A( AB4-4)°4+27 (42 — Be)? <0 


ist, so können durch den gegebenen Punkt (aß) vier Normalen an 
die Ellipse gezogen werden. 

Die vorhergehenden Bedingungen lassen sich aber auf einen 
eleganteren Ausdruck bringen. | 

Setzen wir nämlich 


BY (AB Sn, 


‘wo A und u offenbar positive: Grössen sind, .so ist, wie man 
leicht findet: . 


(4? — B?)?— 23562? u3, AB=4(2?— u), 





also 
4( AB +4)? +27 ( A? — B?)? 

—%6 (23 — u3+1)? +27 2338 s 
und die Bedingungen 

4(AB +4)? +27 (42 — B2)® =0 
sind folglich offenbar erfüllt, wenn respective die Bedingungen 
(23 =u°4+ > 4272020, 
oder die Bedingungen u 

(23 — +92 271243 
erfüllt sind. Weil nun aber —3}u negativ, und die dritte Potenz 
von 4? —43-+1 positiv oder negativ ist, jenachdem diese Grösse 
selbst positiv oder negativ ist, so sind die vorhergehenden Be- 
dingungen, wie leicht erhellen wird, jederzeit erfüllt, wenn respec- 
tive die Bedingungen 
13 — u? +23, 

d. i. die Bedingungen 
23 — ud +14 3u =0 
erfüllt sind. Weil aber 


2 —-u3=(A—u)’+9Au(A—u) 


ist, so kann man an die Stelle der vorhergehenden Bedingungen 
die Bedingungen i 


A— u) +1 +3u (2 utl) 20 


setzen. Nun ist aber 
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Au +leaALuHIO-u PER}, 


und die vorhergehenden Bedingungen werden also jederzeit erfüllt 
sein, wenn respective die Bedingungen wi | 


A-u+DE Am)? -QA—n) +14 32320 
erfüllt sind. Wenn A— u negativ ist, so ist die Grösse 
R-W-R-u)+t1 
offenbar positiv; ist aber A— u positiv, so ist, weil 
Au)? -A-u) +1=R-u-1)2 + Q—u) 
gesetzt werden kann, die Grösse 
i Ru) A-u)+1 


ebenfalls positiv; und diese Grösse ist daher stets positiv. Da 
nun 3Au positiv ist, so ist auch die Grösse 


Au) (au) +1432u 
stets positiv, und die Bedingungen 
AR-u+1) au)? —-A-u)+14+BufZ0 
können daher jederzeit durch die Bedingungen , 


NEBEN 
EUE <0: 


NV 


d. i. nach dem Obigen durch die Bedingungen 


Ay 2 


ersetzt werden. Daher ergiebt sich aus dem Vorhergehenden jetzt 
Folgendes: 


Wenn- 





a a 


ist, so lassen sich durch den gegebenen Punkt («ß) drei. Nor- 
malen an die Ellipse ziehen. 
Wenn dagegen 


ABy-E June 


ist, so können durch den gegebenen Punkt (@ß) nur zwei. Nor- 
malen an die Ellipse gezogen werden. 
Wenn endlich 
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ae yele Yun 


ist, so lassen sich durch den gegebenen Punkt vier Normalen an 
die Ellipse ziehen. 
Nach dem Obigen ist 


A+B _f _au 
4 3, 4,08, 
ie I 0°, 
PATH Fit 
also 
ae 
oder 


4 3 FAZBN: 4) (aa)! HB)? (er) 
rei ine ru 





2 


‚ und an die Stelle der Bedingungen | 
A+BNZ (A—BN: ,i> 
(4-67 120 


2 
können folglich, weil (58) eine positive Grösse ist, die Bedingungen 


2 
3 


(da)° -+(bB) 


gesetzt werden. Daher erhalten wir endlich den folgenden be- 
merkenswerthen Satz: 
Anm die durch die Gleichung 


Hr) =i 


charakterisirteEllipsekönnen durch einen gegebenen 
Punkt (aß) zwei, oder drei, oder vier Normalen ge- 
zogen werden, jenachdem, indem wie gewöhnlich 
a? —b?=e? gesetzt wird, 


(ao)’ +8)’ (e2)’>0,. 


-(e)’20 


oder 
(aa)" +(68)' —(e2)’=0, 

oder 
| (aa) +(68)’—(e2)'<O 


1-84; 3 
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Dieser Satz ist aber auch einer bemerkenswerthen geometri- 
schen Intrepretation fähig. | 
; Aus der höheren Geometrie ist nämlich allgemein bekannt *), 
ass Wa 
(ax)’+(by)’= (e2) 
oder 
” 2 2 
(a2)’ + by)’ —(e2)’—0 
die Gleichung der Evolute der durch die Gleichung 


DH’ 


charakterisirten Ellipse ist**), und durch eine ganz einfache Be- 
trachtung wird auf der Stelle erhellen, dass der Punkt (xy) ausser- 
halb, in oder innerhalb dieser Evolute liegt, jenachdem 


(ax)’ + (by) —(e2)?>0, 


“= 


oder 


2 
3 


(ar) + (by) —(e2)—0, 


oder x 


z > 2 
(a2) Hy)’ —(e2)'<0 
ist. Daher hat man das folgende merkwürdige Theorem: 


Durch einen Punkt in der Ebene einer Ellipse 
lassen sich an dieselbe zwei, oder drei, oder vier 
Normalen ziehen, jenachdem dieser Punkt ausser- 
rar: oder in, oder innerhalb der Evolute der Ellipse 
iegt. 


1. 
Die Gleichung einer Hyperbel sei 


y(&)-(E)’=1, 


so hat man, wenn ©, % die Coordinaten des Durchschnittspunkts 
einer durch den Punkt («3) an die Hyperbel gezogenen Normale 
mit derselben bezeichnen ***), zur Bestimmung von z, y die beiden 
folgenden Gleichungen: i | 


* 


M. s. z.B. meine Elemente der-Differential- und Integralrechnung. 
Thl. I. Leipzig. 1837. S. 291. 

”*) Eine Zeichnung der Evolute einer Ellipse s. m. Archiv. Thl. IV. 
Taf. I. Fig. 5. 

”*) Wo (xy) immer der Punkt der Hyperbel ist, in welchem auf 
derselben die durch den Punkt (af) gezogene Normale senkrecht steht. 
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SEy- 


a?ı 
Boyz Ulmen); ge 


| O-@W 
3) Na b 
—b? Br — a?oy+ (a? +b2)2y=0; 


oder, wenn wie gewöhnlich 


a? +b?=e? 


4) | DER ‚= 


—b?Br— ar ay+e?ay—V. 


oder 


gesetzt wird: 


Setzen wir 
re GRie hr 
5) RER u al 
so wird die zweite der Gleichungen 4): 


6) dbhz— afy+ ay=V. 
Die erste der Gleichungen 4) kann auf folgende Form ge- 
bracht werden: f 
De Ola 0) 
b(xc-+a) ap‘. 
und wenn man daher | | 
.nay.ı 02a) 
9) ’T— :lata) - ay 


setzt, so hat man die beiden folgenden Gleichungen: 


9) ay-bzx—abz, bze— azy= ab; 
, aus denen sich ohne Schwierigkeit: 


10) Jr | 2bz 


rS72’ #7°13 22 





ergiebt. Führt man diese Werthe von x und y in die Gleichung 
6) ein, so, erhält man. nach einigen . leichten Reductionen die 


Gleichung: 
Theil VI, 9° 
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\ 


oder, wenn der Kürze wegen 


33 A=_2/4D B-26-D 
2) =, BT 


gesetzt wird, die Gleichung? 
13) 2*+A2#? + Br: —1=0. 


Aus dieser Gleichung lassen sich nun: dureh ganz gleiche Be- 
trachtungen wie bei der Ellipse, die wir hier nicht wiederholen 
wollen, ganz dieselben durch die Grössen A und B ausgedrückten 
Bedingungen wie dort für die Anzahl der Normalen, welche durch 
den Punkt («2) an die Hyperbel gezogen werden können, ableiten. 

Nach dem Obigen ist aber 


A+B _ 1_2e2 





Ze Ua rapcer 31277285 
a 
Br 
also E 
EI-Yn- TH 
oder Pr. 
(AHBISE_(ABSE 1 a9" ce) | 
; : TO 


und an die Stelle der Bedingungen 


eye ynze 





2 
können folglich, weil (53)' eine positive Grösse ist, die Bedingungen 
3 


(au) — (b6) -(e)’S0 


gesetzt werden. Daher erhalten wir endlieh den folgenden be- 


merkenswerthen Satz: | 
An die durch die Gleichung 


| OA 


eharakterisirteHyperbel können durch einen gegjebe 
nen Punkt (aß) zwei, oder drei, oder vier Normalen 
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gezogen werden, jenachdem, indem wie gewöhnlich 
a2 +b2=e?, gesetzt wird, 


(ao) —(öB °—(er 7<0, 


oder 
daa)° (vB (ee) =0, 
oder | 
(aa)’ —(bB)’ -(e2)’>0 
ist. 


Die Gleichung der Evolute der Hyperbel ist*) 
(ax) —(by)’= (e2)' 
‚oder 
2 2 2 
(a2) —(iy) —(er)'=0, 


woraus sich leicht ableiten lässt, dass die Evolute der Hyperbel 
aus vier gegen ihre Axen symmetrisch liegenden, sich in's. Un- 
endliche erstreckenden Zweigen besteht, welche gegen die Haupt: 
axe der Hyperbel convex sind, Betrachten wir nun den zwischen 
diesen vier Zweigen liegenden (unendlichen), aus zwei ganz von 
einander getrennten Theilen bestehenden Raum, welcher durch 
die Hauptaxe der Hyperbel halbirt wird, als den inneren, dagegen 
den zwischen den vier Zweigen liegenden (unendlichen) Raum, 
welcher durch die Nebenaxe der Hyperbel halbirt wird, als den 
äusseren Raum der Evolute; so wird durch eine ganz einfache 
Betrachtung auf der Stelle erhellen, dass der Punkt (xy) ausser- 
halb, in oder innerhalb der Evolute liegt, jenachdem 


(ax) —(by)’ —(er)"<0, 
oder 
(a2) (by) —(e2)’=0, 
oder 
(ax) —(dy)' —(er)'>0 


ist. Vergleicht man dies aber mit dem Vorhergehenden, so ergiebt 
sich das folgende merkwürdige Theorem: 

Durch einen Punkt in der Ebene einer Hyperbel 
lassen sich an dieselbe zwei, oder drei, oh vier 
Normalen ziehen, jenachdem dieser Punkt ausser- 
halb, oder in, oder innerhalb der Evolute der Hyper- 
bel ljegt 


‘) M.s, meine Elemente der Differential- und Integralrechnung a. a. ©. 
9% * 


140 


Dass dieser Satz mit dem oben von: der Ellipse bewiesenen 
Satze ganz identisch ist, und daher von der Ellipse und Hyperbel 
gilt, fällt auf der Stelle in die Augen. 


IM. 


Für eine Parabel, deren Parameter 2» ist, müssen die Coor- 
dinaten x, y des Punktes, in welchem eine durch den Punkt («ß) 
gezogene Normale der Parabel auf derselben senkrecht steht, 
aus den beiden Gleichungen: 


l) yP=%px, 5 ade 


oder 


2) y„=2pr, ay— (a—-p)y-pB=0 


bestimmt werden. Durch Elimination von & erhält man aber aus 
diesen beiden Gleichungen die Gleichung 


r 3), PP —pla—p)y-p?B=0,' 
und elangt nun ‚hierdurch mit Hülfe der Theorie der. cubischen 
Gleichungen *) sehr. leicht zu dem folgenden Resultate: 


An die durch die Gleichung y?—=2px charakteri- 
sirte Parabel können durch einen gegebenen Punkt 


(“B) eine, oder zwei, oder drei Normalen gezogen 
werden, jenachdem | | 


27pB?—8la—p)?>0, 


‚ 


oder 

27pB2 —8(a—p)3—=0, 
oder | 

27p8? —8(a—p)3 <0 
ist. 


Die Gleichung der Evolute der Parabel ist”*) 
27py?—S(z—p)?=0, 


woraus Sich leicht ableiten lässt, dass die Evolute aus zwei gegen 
die Axe der Parabel symmetrisch liegenden unendlichen Zweigen 
besteht, welche gegen die Axe convex sind. Betrachten wir nun 
den zwischen den beiden Zweigen auf deren convexen Seiten liegen- 
den unendlichen: Raum als. den innern, den auf den. concaven 
Seiten der beiden Zweige liegenden unendlichen Raum dagegen 
als den äusseren Raum der Evolute, so wird leicht erhellen, dass 
der Punkt, (xy) ausserhalb, in ‘oder innerhalb der. Evolute liegt, 
jenachdem 4 


*) M.,s. Archiv Thl. VI. S. 6. ' 
*) M.s. meine Elemente der Differential- und Integralrechnung a. a. ©. 
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"Mpyr—8(z=p)’>0, 
oder | 
27py2 —-8(z—-p)=0, 
oder 
7py? (ap)? <0 
ist, und wir erhalten daher das folgende Theorem: 


Durch einen Punkt in der Ebene einer Parabel 
lassen sich an dieselbe eine, oder zwei, oder drei 
Normalen ziehen, jenachdem dieser Punkt ausser- 
halb, oder in, oder innerhalb der Eyvolute der Para- 
bel liegt. 





XI. 


"Nachträge zur Ausgleichungs- 
Bechnung. 


Von dem 


Herrn ‚Professor Dr. Ge rling 


zu Marburg. 


‚In. der Vorrede zu-meiner Ausgleichungs- Rechnung 
(S. XIII.) habe ich bereits die Erwartung angedeutet, ‚dass sich 
bald Nachträge und Berichtigungen finden würden, wenn nur ver- 
ständige Practiker erst häufiger von. der Ausgleichung Gebrauch 
machten. Diese.Erwartung hat sich jetzt schon dadurch verwirk- 
licht, dass Herr Land-Messer Coester (dermalen bei der unter 
Leitung des Herrn Obristlieutenant Wiegrebe vorgehenden 
topographischen Vermessung Kurhessens angestellt) mir kürzlich 
zwei wesentliche Umstände mittheilte, welche in meinem Buche 
‚berichtigend nachzutragen sind. 

Herr Coester ist nämlich beschäftigt mein_grosses Triangel- 
System mit kleineren Dreiecken auszufüllen, besorgt dieses Gechäft 
mit eben so viel Eifer als Intelligenz unter dem’ Gesichtspunkt, dass 
seine Messungen uud Rechnungen mittelst der Ausgleichungen 
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überall den Prüfstein ihrer Richtigkeit in sich tragen, und hat da- 
durch eine Gelegenheit zu den reichsten Erfahrungen über die Ein- 
schaltungs-Methoden, welche mir bei den grossen Dreiecken 
nur ausnahmsweise vorkamen, Hierauf beziehen sich denn auch 
seine Mittheilungen. Ich kann dieselben nicht besser verdanken , 
als indem ich, die Erlaubniss ihres Urhebers benutzend, das We- 
sentliche davon hier ‘selbstständig darstelle, und dadurch den 
Practikern, welche etwa ähnliche Geschäfte betreiben möchten, 
diese nützlichen Nachträge empfehlend bekannt mache. Diese wer- 
den sich das Einzelne leicht. selbst weiter. entwickeln. | | 

Ich ‚setze ‚dabei auch hier. lauter ‚ebene Figuren voraus, indem 
jedenfalls eine vorläufige Rechnung; die ‚etwa zu berücksichtigenden 
sphärischen, Excesse liefert. | 


Erster Nachtrag. 


Für solche Fälle, wo ein einzelner Punkt zwischen meh- 
rere andere, als absolut genau betrachtete, einzuschalten ist, und 
bloss an ihm selbst Winke) gemessen sind, und wo also we- 
nigstens vier gute Punkte angeschnitten sein müssen, wenn man 
überhaupt ausgleichen will, rieth ich (S. 303.) die Bestimmung der 
BEBShFUNN Punkte auf rechtwinkliche Coordinaten zu reduciren, und 

ann nach der Methode der vermittelnden Beobachtungen zu ver- 
fahren, wie ohnehin für die Pothenotsche Aufgabe vorge- 
schrieben zu werden pflegt. Dieser Rath ist aber nicht allge- 
mein der zweckmässigste. 

Kommen nämlich Fälle vor, wo man zunächst die Distanzen 
des einzuschaltenden Punktes von den gegebenen sucht, und sind 
dann überdies alle Winkel und Seiten zwischen den gegebenen 
Punkten schon fertig berechnet (wie dies z. B. in meinem grossen 
System der Fall ist); so kann man ohne rechtwinkliche 
Coordinaten bequemer zum Ziel kommen, indem man die Auf- 
gabe als eine bedingte behandelt. 

Man wird auch hier zuerst aüs den Richtungen auf drei . 
(zweckmässig gewählte) von den vorgegebenen Punkten den Orien- 
tirungs - Winkel einer Visirlinie gegen eine der gegebenen Verbin- 
dungslinien zu berechnen haben, und zwar aus Gründen, die sofort 
erhellen werden, in scharfer Rechnung. | 

Hiezu würde ich’ vorschlagen, etwa auf folgende Weise zwei 
vorliegende Seiten und ihren eingeschlossenen Winkel zu benutzen, 
Bezeichnen wir den einzuschaltenden Punkt mit 0, die drei gege- 


benen mit: 1; 25 3; und, suchen die Winkel 9= 9 undr="5 


aus den gemessenen Ir, und ER so ist die Gleichung 


n 1.2 2.3 9,3 
(1) Ma. 3 5% sin (+D= . 55 er +r) 


sin. sin 
0 0 








zu erfüllen Diese giebt zunächst 
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sin Ct 102 sin Mi 
2) ee a —— —=tang , 
sin er N) 23 sin Tor 
wo der Hülfs- Winkel ı also leicht berechnet wird. 

“ Daraus erhält nran, weil nach der Voraussetzung 


an I & 
(3) aHhr=>= 92 


gegeben ist, endlich 
(4) tang} nen! = al lototel lang (45°— u) 


und somit g und r; 
Ferner wird man nun die Gleichung aufzusuchen haben , wel- 


che zwischen den Richtungs - Verbesserungen (0); 9); (g)und 
der Verbesserung der berechneten Richtung besteht. Da nun 
(=-(3) und $=4(}) ist, so erhält man diese Gleichung 


und zugleich eine Prüfung für die vorige Rechnung, wenn man, 
mit Benutzung der logarithmischen Differenzen , die Gleichung (1) 
berechnet.. Es muss, dann nothwendig der log.0.2 auf beiden Sei- 


ten übereinstimmen, was zur Prüfung dient, überdies aber muss 


er einerseits! die Correctionen (9); (9); 2) andererseits die 


Correctionen( 0); ($): (9) mit sich führen, wodurch. sich also 
die Gleichung ET 


0040. (0)+0 (0)+0(0)+0C 


oder durch eine leichte Umgestaltung | 


MOSTOLROLAO 


ergiebt. Man hat also ‚ sobald demnächst (9) : 9): (5) bekannt 


sind, auch schon den‘ definitiven Werth von: log 0.2, wenn man 
ihn durch Substitution zu finden: vorzieht. hi 
Wären’ nun die drei Punkte 1, 2, 3 allein angeschnitten, und 
also nichts auszugleichen, so würde die Rechnung doch eben so 
gemacht werden müssen, wenn man dep Einfluss zu wissen wünschte, 
welchen: die unvermeidlichen Fehler der Visirlinien auf die Orien- 
tirung ausübten. | 
ollen nun aber weiter die übrigen angeschnittenen Punkte 
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. zur Kaseleic Hai aller Visirlinien' benutzt werden, so giebt jeder 
von ihnen eine Bedingungsgleichung dritter ‘Klasse in der für Auf- 
findung der definitiven Distanzen bequemsten Form, wenn man eine 
weitere Distanz aus zwei Dreiecken berechnet, in welchen je eine 
Distanz zweier gegebenen Punkte vorkommt. Die Winkel dieser 
Dreiecke lassen sich nämlich durch die noch zu: verbessernden 
Richtungen der Visirlinien, durch die gegebenen (als absolut genau 
betrachteten) Winkel zwischen den gegebenen Verbindungslinien 
und durch g (oder r) ausdrücken. Demnach hat man mit Hülfe 
der Gleichung (5) jedesmal eine Bedingungsgleichung zwischen 
lauter Richtungs - Verbesserungen. Per“ 
Wäre z. B. ein Punkt 4 zwischen 2 und 3 und jenseits der Li- 
nie a angeschnitten, so, hätte man entweder und Bi oder 
9-4 und 2 oder endlich beide Paare von Grössen zu benutzen, 
um entweder Zog 0.2 oder log 0.3 oder log 0.4 doppelt auszu- 


drücken. Man hat also die Wahl zwischen dan drei endlichen 
Gleichungen | DE TOLRNN 


2.3, 1.17 2,4 














“m N . >, x PrZs ® . . 3 
0 — a „sin ( N) =—izsin Ge +4 +r),, 
sın 0 sın. v0 en art 
u 2.3 4.3 | 2 an > | 
! re Nur 2 dis h 2.3 PR a ea 
‚u ei r yı = ———$ 180°. — — Tr 4, 3 
sin .. ur sin 4:3 MEN 0 = 3 = 0 
v Pslsralih ı 
PD 4  Yur.9 h ni | 
0.4 .. . A 01 Pr : Du 2. 
= sin, +r)= sin (180° "n — r+ um 
1" Wagen art 5 2a "sin AR w 0 0er 


In allen drei Fällen erhält man, wenn für (r) = (5) sein Werth 


aus (d) eingeführt wird, eine Bedingungsgleichung von der Form 


| 1 2 N ran! 
0=0,+0 (9) (0) 0) (0) 
Sollte aber etwa 2.4 zufällig fehlen und statt dessen 1.4 bekannt 


sein,:so beständen drei andere endliche Gleichungen zur Auswahl, 
die auf dieselbe Bedingungsgleichung führten. | | 

Man wird. also ‚unter den verschiedenen Wegen zu letzterer 
denjenigen wählen, velcher das grösste w; ‘zu geben verspricht, 
oder wenn keiner sich hierin. überwiegend vortheilhaft ‘zeigt, den, 
welcher: die bequemste Rechnung darbietet (vergl. 8.256.). 

Sind nun die n—3 Bedingungsgleichungen, welche bei r vor- 
segebenen Punkten sich offenbar. finden müssen, : aufdiese‘ Weise 
aufgestellt, so wird endlich zu den Correlaten- Gleichungen und) 
Normal - Gleichungen auf die bekannte ‘Weise fortgeschritten. 
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Die ohnehin Inöthige Prüfungsrechnung giebt dann die defi 
pitiven Distanzen, ‘so’ wie auch aus dem ausgeglichenen 
Winkel‘ die definitiven’Azimuthe des Punkts in jedem ge- 
gebenen ‚Punkte folgen. | 


Zweiter Nachtrag. 


Wenn auf einem: einzuschaltenden einzelnen Punkte keine 
Winkel gemessen sind, sondern derselbe bloss von meh- 
reren gegebenen Punkten aus angeschnitten ist, deren also, 
wenn Ausgleichung statt finden soll, wenigstens drei sein müssen; 
so kann es allerdings vorkommen, dass man nur die Richtungen 
zwischen je zwei und.zwei der gegebenen Punkte benutzen kann. 
Dieser mögliche -Fall wird aber in der wirklichen Praxis nur höchst 
selten vorkommen. Vielmehr wird man hier fast immer ein voll 
ständig gegebenes System zum Grunde zu legen und mit Rück- 
sicht auf gegebene. Richtungen und Seitenverhältnisse 
desselben auszugleichen haben. 

Es ist in dieser Beziehung also (zu S. 304.) nachzutragen, dass 
man höchtens ausnahmsweise sich mit einer solchen Bedingungs- 

leichung wird begnügen dürfen, als welche in dem Rechnungs- 
Beis iel S. 202. vorkam, vielmehr ‚in den regelmässig. eintretenden 
Fällen nach derselben Weise einzuschalten hat, wie ich (Beiträge 
S. 173.) den Frauenberg zwischen vier Hauptpunkte einschaltete. 

Vorausgesetzt also, dass eine ‚beliebige Anzahl von Punkten 
in einem'vollständigen System von Richtungen und Distanzen 
vorgegeben und nun ein einzelner bloss angeschnittener Punkt 0 
mit Ausgleichung einzuschalten sei; kommt es zuerst auf Abzäh- 
‚Jung der Bedingungsgleichungen dritter Klasse an. | 

Hier findet sich leicht, dass allgemein für n gegebene Punkte 
n—2 unabhängige Bedingungsgleichungen bestehen (wie auch bei- 
. spielsweise Ausgl. R. 8.305. und Beiträge S. 173. und 174. vor- 
kommt). Denkt man sich nämlich in dem gegebenen System dieje 
nigen, Linien. gezogen, welche zur: Bestimmung desselben "durch 
lauter Richtungen ausreichen (mit 'Weglassung der überschüssigen), 
so sind deren 2r —3. Hierzu kommen nun die rn Anschnittsrichtun- 
gen; ‘also hat man in n. 58. (S. 277.) zu setzen: /=3n—3; 
p=n-+TJ, und erhält also 

2, =I-p+3=n—2. 

Dasselbe ergiebt sich, wenn man die Linienverbindung zwischen 
zwei und zwei der gegebenen - Punkte als Polygon betrachtet, in 
welchem alle Seiten und Winkel gemessen sind. Kommt dann der 
Punkt 0 mit seinen » Anschnitten hinzu, so hat man in n. 59 
(S. 326.) zu setzen ,—=2n; h=n; p=n+1; t=0 und erhält also 
zusammen 2 Bedingungsgleichungen, von welchen aber nach der- 
selben Formel (d=n; ,=n; p=n: t—0 gesetzt) zwei dem 
gegebenen System angehörige als erfüllt vorausgesetzt werden; so 
dass für die Einschaltung nur n—2 übrig bleiben. 


Theil VI, 10 
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Was nun die Aufsuchung und Darstellung’ betrifft, so 
ist es auch hier wieder im Allgemeinen unter den obigen Umständen 
am bequemsten, von den (als absolut genau vorausgesetzten) Distan- 
zen der gegebenen Punkte von einander auszugehen, und die Loga- 
rithmen der Distanzen des einzuschaltenden Punkts von jenen zu 
suchen, um deren Differenzen für die Bedingungsgleichungen. zu 
benutzen, wie dieses im Besonderen für drei gegebene Punkte 
(S. 305.) vorgeschrieben ist. | 

Wäre also z. B. der Punkt O0 von fünf gegebenen Punkten an- 
geschnitten, so hätte man etwa die drei endlichen Gleichungen: 


1.2 2.0 2.3 0.2 
u pe 1 we 


ı sin 
2 llama adheon Dis ia a Bad 
15402 De Ne Br 
sl (A127 799 RN SRH 

2.3 sim?: 3.4 sin 03 
0.3_ rn 2 gie Pa® le 
k 8.0.4. Oase oa a 
int re 

34.4.0 4.5.0.4 

0.4 Baer .,sm 5 


ST IR O TSGUIE AETN 
sin.(5.+ Er sin (a +; 


logarithmisch auszuführen, und erhielte dadurch die drei Bedin 
sungsgleichungen 


0=w, tu, (1)+. (H)+ta, (3); Kst 
OHROLAE) 
0=w,+c, (Dice (2) +8 (3): 


Es bedarf keiner Erinnerung, dass man eben so gut den doppelten 


Ausdruck von 0.2; 0.4 ; 0.1 oder jeder beliebigen Dreizahl von 


Anschnittslinien zum Grunde legen könnte; und dass: sich die Aus- 
wahl nach den bewussten practischen Rücksichten bestimmt. 
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Veber die Verwandlung der Q@uadrat- 


wurzeln in unendliche periodische 
| KMettenbrüche. 


Von dem 
Herrn Doctor O. Schlömilch, 


Privatdocenten an der Universität zu Jena. 


nn nn 


Es lässt sich bekanntlich jede Quadratwurzel aus einer posi- 
tiven ganzen Zahl in einen unendlichen und periodischen Ketten- 
bruch auflösen ;: die hierzu nöthigen Operationen sind leicht aus 
einem einzelnen Falle zu ersehen. Um z. B. Y 28 in einen Ketten- 
bruch zu verwandeln, bemerke man zuvörderst, dass 4 28—=5 plus 
einem Bruche sein müsse, und setze demnach 


aut 1 
V283—=5 7 
+7z, 
woraus folgt: 
4 A a, 8 
a NT Ya 


wenn ınan : Zähler und , Nenner mit Y28+5 multiplieirt und. im 
Nenner den Satz (V«— 8) (N «+48)=«— #? anwendet. ' Da nun 
Y28—=5 plus einem Bruche ist, so muss der Zähler Y28 +5 — 10 
plus einem Bruche, folglich der Quotient—=3 plus einem solchen 
sein. Deshalb sei weiter 


V23+5 1 
= — —, 
1 gem; Arly: 
woraus folgt: 
nor SE). V25+ 
” N28-4 FR gr 








Da der Zähler hier —9 plus einem Bruche ist, so setzen wir 


woraus folgt: 


II 1. —___ +. 


N28—4 12 3 


Der fernere Gang der Rechnung ist jetzt: _ 





i N 2844 Ken TTERTT 
0 —= —uri — ., 
r 3 It, dep bi 
ua! N 2845 1 
Liz —- _. A Fi 
Ben BE 
1 


X5 m TUT ...e. 
28-5’ 
Hier ist aber ©; = xı, folglich wird bei weiterem Verlauf © —=x,, 


27 —%,, u. S. f. in inf. Substituiren wir jetzt von allen gefundenen 
Gleichungen: 


2 eg BET RE 
ENTE re uize Le karrihz | N 
bei ass Bald nie EEE 
A, alte ANA uneeer. U. sd r 


jede in die vorhergeliende,, so erhalten wir | Im 











VB=54——, 
34+ ' 
24 j 
104 
3+ 
en, 


älso W238 in Form eines unendlichen periodischen Kettenbruches. 

So bekannt nun Dieses ist, so wenig scheint'man sich umdie 
Eigenschaften : der ‘einzelnen: periodisch» vorkommenden “Nenner 
bekümmert zu haben. Eine nur flüchtige. Untersuchung; dieses 
Gegenstandes, welche für anderweite Zwecke unternommen! wurde, 
gab folgende bemerkenswerthe Resultate. 


7 1) Ist die Periode zweigliedrig, also der Kettenbruch von der 
orm DM 
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so ist 5 eine gerade Zahl und a ein Theiler von d,.also eanz, 
wie z. B. in Ta 




















‘0-5 ET | V=64 — 
IE Veen | 124 1 
Ahr Tr He 
10-+:... 12 +..., 
2) Bei einer dreigliedrigen Periode wie 
1 
a+ 3 
b+ I. 
c+ 1 
a-+.... 
ist 5=a, c gerade und zugleich ” 
ac+1 
sar+1 


eine ganze Zahl. Da hier wegen des geraden c der Zähler immer 
ungerade ist, so muss folglich-‘@) immer‘.gerade sein, weil sonst 
der Nenner gerade würde. | | 














Beispiele: 
T;. ,t7 1 E 1 
vaAl=6+— 1 v 161340 + — 
2+.... 6+.... 


n 3) Ist die Periode viergliedrig, also der Kettenbruch von der 
orm: | 

















ab \ ist Pr a, ferner d | gerade und der Ausahrek 
abd+b+d 
a?b+2a 


eine ganze Zahl, wie z. B. in dem oben entwickelten Ketten- 
bruche für Y 28 und den folgenden: 











VB 1 ae Tr 
pen | 3b sein Ba 
as a 
Arne Bye 
1—— + 
l+.. 34 


| 4) Enthält die Periode fünf Glieder, steht also der Kettenbruch 


unter der Form: 




















1 
a-+ J 1 
b+ | 
c+ 1 
d+ 1 
e+ 
at... 


so ist e eine gerade Zahl, ferner: 


abe+a+ce=bed+b+d 


und 
bede +be +be+de+i1 
abed+ab+ad+cd+]1 
eine ganze Zahl, was man z. B. an den Kettenbrüchen: 
2 1 ee 1 
vB=34 —— VO=54+— 
EI AH TR 
It 2, 14, 
u | tr 
LT Peg Ar errun] 
6+ —— 10 +—— 
1+.... 2+.. 


bestätigt finden wird. | 

Ueberhaupt ist in jeder Periode der letzte Nenner das Doppelte 
der ganzen in der gesuchten Wurzel steckenden Zahl. Für die übri- 
gen Eigenschaften aber wollte sich auf dem Wege, welchen ich 
einschlug, kein allgemeines Gesetz entdecken lassen. 

Das Mitgetheilte reicht wohl hin, um zu zeigen, dass hier 
noch ein weites Feld zur Bearbeitung offen liegt, welches vielleicht 
auch für die Theorie der Zahlen manche Ausbeute gewähren könnte. 


| AXIr. | 
Veber die im vorhergehenden Aufsatze 
aufgestellten Sätze. 


Von 
Herrn Richard Müller, 


Studirenden der Mathematik zu Jena, 


Die Periode eines periodischen Kettenbruches x sei ngliedrig, 
y sei der letzte, p» der vorletzte Nenner der Periode, so dass 











En ' 
er 
bit.» 
nen 
P+— 
g+ 
a+ L 
dt: 


Da die Periodenzahl ünendlich gross ist, so wird der Werth 
von x. nicht geändert, wenn, wir die erste Periode ganz weglassen 
und den Kettenbruch erst mit der zweiten ; Periode beginnen; es 
ist mithin der Theil des Kettenbruchs, der nach dem ersten q 
noch folgt, selbst gleich x, und folglich 

» 











a+ f 
b+.... 
a a: . i 
tl | 
(> gr: 


Auf diese Weise ist es uns gelungen, den unendlichen Ketten: 
bruch in eine endliche Form zu bringen, in welcher es uns allein 
möglich wird, seine Eigenschaften zu unterstichen. 

Bezeichnen wir nun die einzelnen Näherüngsbrüche des Ketten- 
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bruchs der Reihe nach mit ERRESE ete., so wirdder Näherungsbruch, 


0,705 


der zum Nenner p gehört, durch —®—1 





und der zu q gehörige durch 
n—1 


Pr zu bezeichnen sein, da-p,der (@a—l)ste und g der nıe Nenner 


n &, 
des Kettenbruchs ist. Nun wissen wir aber aus der Lehre von den 
Kettenbrüchen, wie, (die einzelnen . Näherungsbrüche ; mittelst. ‚der 
Partialnenner aus einander berechnet werden können, dass nämlich 


On g- a1 Ho 


Dieser Näherungsbruch Pr geht nun aber in den wahren Werth 


n 
x des Kettenbruchs über, wenn wir g+2 'statt-g setzen, und 
es ist also 


4 (+8) Pa-ı + Pn—2 
(g+%) An-1ı+ a2’ 


On 1224 (g9a-ı + Qa-o)2=Pa—ı 244 Pa-14 Pa=e> 
An-12°+(g &n-14+%n-2 —- Pn-1ı)2=gPn-14+Pn-2> 


21 !a-ı 49-2 — Pr-1 _ gPn-1ı+Pn-2 
= +C An—1 )e= Un-1 } 


n— 92 — Pr Ph N; 
22 +(g+° Ir 2) ED > 


da bekantlich Pr— gPa-1+Pn- 2 ist: Wir haben auf diese 
Weise eine quadratische Gleichung erhalten. Soll nun der frag- 
liche Kettenbruch einem Ausdrucke von der Form —uH4Y», wo 
u und » ganze positive Zahlen bedeuten, gleich sein, so muss der 
Coefficient von x ganz und gerade sein, weil in jeder adratischen 
Gleichung. der Coeflicient der ersten Potenz von x gleich der Summe 
der beiden Wurzeln, also hier gleich —2u ist. Das Glied ohne x 





ist aber immer gleich dem. Producte beider Wurzeln, also La 


ei 
—(—u+Y7) -u-Ny)=u—v, also eine ganze Zahl. Es 


muss also noch 9+-7 2 ——Z1 ganz ‚und gerade sein. Da nun 
Un-2 O E 
q schon ganz ist, so muss also auch 2" Z1 ganz sein; 


| .- 
es ist aber nothwendig @Qn-1ı > Qn—2, also um so mehr 
Qn-1> Qna-2 — Pn-.1,und es kann also der Bruch On-2—Pr—r 


nicht anders ganz werden, als indem der Zähler gleich Nıal wird, 

also, n-2—- Pa-1ı=0 oder n-o—Pn-ı- Va nun aber; der 

Coeflicient von x auch gerade sein soll, so muss g gerade sein... 
Wir haben also die drei Haupteigenschaften ‚gefunden: 
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P 
I. — 
On-1 
U. PrA-1=0n-2 und 
Ill. g gerade sein. 





muss ganz, 


Entwickeln wir die ersten Näherungsbrüche für die Nenner 
a, 2. c, d, so,finden wir (der, Reihe, nach | 


1 b .be+l x; |. Rsdra 
a ab+1’ abe+ta+tc” abedtad+cd+ab+L 


. .. 17 .. . [} u £} . b 
Es muss also für Kettenbrüche mit zweigliedrigen Perioden x 
N r 


ganz, b gerade, also auch a: gerade,sein; für dreigliedrige Perio- 








b 1 y . .. ° . . 
den uns ai j ganz; b=a und € gerade sein; für viergliedrige 
e: cd+b+d 4 2, 2° 
Perioden et ganz, dsc+l=ab+1 oder a=c und d ge 


rade sein u. Ss. w. | 
Da nun nach den Gesetzen für die Kettenbrüche 


Pa-1 On-—2 w Pu=s n—1 — + 1, 
und da wir no =Br-ı gefunden haben,; so muss. 
(PR ”—Pı_o On—1 +1, 


sein; es muss, also dieses Kreuzproduct Pn-2 _@n—ı immer 
um. die Einheit grösser oder kleiner sein als eine Quadratzahl. 





Da P. und Q„ relative Primzahlen sein müssen und 


Rn — 
ganz\, so müssen auch‘ Qn und @n—1 relative,Primzahlen sein; 
ebenso müssen Qn-1 und On— 2 essein, dd aA-o2 = Pr— r und 
P„n—-ı prim zu Qn—-ı Sein muss. 


Theil VI, 10° 
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xxIv. 


Auflösung der Gleichung x= yx in 
reellen Zahlen. 


Von 
Herrn T. Wittstein 


zu Hannover, 


1. 

Unter den drei directen Operationen der Arithmetik zeichnet 
sich das Potenziren durch die Eigenthümlichkeit aus, dass man 
die beiden gegebenen Zahlen, mit denen die Operation vollzogen 
werden soll, nämlich Basis und Exponent, nicht allgemein ver- 
tauschen darf, ohne zugleich die Potenz zu ändern. Diese für 
die genetische Entwickelung der elementaren Arithmetik so wich- 
tige Thatsache führt aber zu der Frage, ob sich nicht wenigstens 
‚isolirte Zahlenpaare angeben lassen, welche der Gleichung 


LI ZYT ı... (1.) 
Genüge leisten, und schliesst man dabei, wie billig, die Auflösung 
2—y:....@) | 


aus, so führt schon ein Durchsuchen der ersten Zahlen der natür- 
lichen Zahlenreihe zu dem Resultate 


21 =-42.... (8) 


‚Ob dieses Resultat das einzige ist, sei es dass man sich auf 
positive ganze Zahlen beschränken oder dass man auch negative 
Zahlen, Brüche und Irrationalzahlen zuziehen will; oder wie, 
wenn es nicht das einzige ist, man allgemein solche Zahlenpaare 
angeben kann, welche der Gleichung (1.) genügen: das zu unter- 
suchen ist hier die Absicht. Zunächst soll von positiven Zahlen 
allein die Rede sein. 

Aus der Gleichung (1.) folgt unmittelbar 





y_108Y (4.) 
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Man setze ”=1+a, denn der Werth von 9. muss nothwendig 


von 'Eins verschieden sein, weil die Auflösung (2.) ausgeschlossen 
bleibt; und ausserdem wird die Allgemeinheit nicht beschränkt , 
wenn man unter « eine positive Zahl versteht, denn dadurch wird 
nur die Bestimmung eingeführt, es solle von den 'beiden positiven 
Zahlen y und x jene die grössere sein. Man hat also aus (4.) 


”"=1l+a, woraus y=z(1+a); 


IE Ye jıa, woraus y=alte; 
log x | 


folglich 
zlte=c(l+o); 
1 1 >= (0) 
z=(1+0)%® y=(l+4a) o 


Diese beiden Gleichungen enthalten die vollständige Auflösung, 
und lässt man darin & alle Werthe von «—=0 bis «== durch- 
laufen, so erhält man alle positiven reellen Werthe von © und y, 
welche der Gleichung (1.) Genüge leisten. 

Für «= reduciren sich die Werthe von z und y nach einem 
bekannten Satze beide auf die Zahl e=2,718..... „ welcher Fall 
mithin, als der Gleichung (2.) angehörig, ausgeschlossen wer- 
den muss. 

Für jeden andern Werth von « hat man 


lta<e=ltat 4... 
(1+0)@<e, 2<e 


und 


<< Ira)legtta)-err rt 


' 1-+4 
er<Alto)ite,e<(lta) «a , y>e. 


Ferner ist für a—@ 
i ymJogl+ta) Im 1 )- SAN, 
lim (log) =lim wen —Jlım (= —(, en 
und 


Key) tler re) 
& 


—lim } 1-+log(1-+«) ! m, 
lImy—o. 


Folglich liegen alle Werthe von x, welche in den Gleichungen 
(5.) enthalten sind, zwischen 1 und e, alle Werthe von y dagegen 
zwischen e und ©; oder mit andern Worten, jeder Zahl >e cor- 


10? * 
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respondirt eine andere <e, und. >1, die. mit ihr verbunden eine 
Auflösung der Gleichung (1.) liefert. TE Te VA 
Eine Folge hieraus. ist,, dass!,zu ‚keiner, Zahl. <xL.und >,D1eine, 
correspondirende ‚positive Zahl angegeben. werden..kann, ‚die /mit - 
ihr die Gleichung '(1.) löst ; ‚man überzeugt :sich „davon, aber auch 
leicht unmittelbar.,.'denn. bedeuten x ‘und .zwei..Zahlen, die, >l; 


sind, ‚so, hat .die Gleichung ..... 4..0.0 & br w srolde! 
1 INA 
j =) 4 (eu. (6.) 
% %Y 
unmittelbar zur Folge 
vr —y , in - dibel, 


welches absurd ist, wenn. z und y verschieden von einander sein 
sollen. 


4 G k { N \ L, 
2. 


Soll .die Auflösung der Gleichung; (1.) auf rationale barifigg 
Werthe von & und %;beschränkt bleiben, ‚so wird ‚aueh die Hülfs- 
zahl &, ihrer Definition gemäss, ‚nur rational ; gewählf,, werden 
dürfen. , Es sei ‚deshalb ; ! ae 


er 2 


' us IHRESAÄN 
m \ NR 

» aAT—— sa! eis. SHlirgg 
x i an Ad 


wo m und » von Eins verschieden und ausserdem relative Prim- 
zahlen sein mögen, so erhält man aus (5.) 


’ 


mn n | mn \P&r 
== ("I m, v=(#®) m a 1 


und sollen diese Werthe rational werden, so müssen, wenn man 


2 hr 
(m+nymn=pinm-ysch(s+tl)>: 
setzt, p und g ganze» Zahlen sein. Nimmt man ferner p—g=1, 
so sind mithin 'g’ und r'an die Bedingung gebunden: » 


(HN) - rm, r y Pr Ta 1 
a da De guet rmen; il 


Kar 
welcher Gleichung augenscheinlich durch positive ganze Werthe 
von q und r nicht, Genüge, geleistet) werden kann. Die Annahme 

RR. v: Dann . . "TRAM: 3 
a — — liefert mithin keine rationalen Werthe von © und y. 
n 


Es sei ferner 


+ 


x | 20728 Er 
Ho + Idosius ‚buin alas 
ıp7 dr CO Dam 93 ISRNDSITE 
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wo n eine beliebige ganze "Zahl bedeuten mag; so: hat ı man aus 
6.) Kane FR; 


Ir : \ 





zu (mtDn | ö ji gerad lg) 


welche Werthe unmittelbar rational sind, und er Ahflösühgen 
der gegebenen Aufgabe enthalten. Man hat z. B 


| ir 2, 3, ah 
| u Sy ni 
BER an 290 ıL > 
48 27 256 3125 
IT BT 
Man bemerkt leicht, dass alle diese Werthe von x und 


zwischen den Zahlen 2 und 4 liegen. 
| „Es Sei endlich 


er TA 


gu Bi 3) am | 


und im:-eine beliebige ganze: Zahl; so id 
1 m | 
(ll Re er (9.) 


und damit diese Werthe rational Baden muss. (1 a eine 
ganze Zahl ‚sein. : Aber zwischen 1 und e, in welchem Inter- 


valle alle: Werthe:'von ( 1+m)m enthalten sind ‚ hegt nur‘ dieiem- 
BR sanze Zahl 2, und ihr NER 4 Werth m=]1l, folglich 


v2, y=4 
die einzige rationale Auflösung unter der Voraussetzung «—m. 
Dieselbe fand sich aber auch schon vorhin für «—=-, 
n 


" Fasst man die‘ vorstehenden‘; Entwickelungen zusammen ‚so 
findet man, dass in der That die Gleichung (3.) die einzige mö 
liche Auflösung von (1.) in positiven ganzen Zahlen enthält, Pny 3 
rend der Auflösungen in rationalen Brüchen beliebig viele möglich 
sind, die durch die Gleichungen (8.) gegeben w erden. 

Nebenbei kann man noch” bemerken, dass die Werthe: in(@.) 
zugleich -die Eigenschaft haben, dass für sie auch die Potenz 
3 oder y® rational ausfällt, welches für alle andern aus (8.) ge- 
Bopenen Dierne von © und + 27] As der Fall ist. 


d. 


Um jetzt die Auflösung der Gleichung 1.) auch auf negative 
Werthe der Unbekannten auszudehnen , darf zunächst die Bemer- 
'kung-nieht,übersehen, werden, dass man’ .mit, einer ‚Potenz einer 
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negativen Zahl nur dann 'eine bestimmte Bedeutung verbinden 
kann, wenn der Exponent rational ist, während bei irrationalem 
Exponenten das Vorzeichen der Potenz durchaus unbestimmbar 
bleibt. Aus diesem Grunde wird: hier, wo es sich um die Gleich- 
heit solcher Potenzen handelt, nur von rationalen Zahlen die 
Rede sein können. 

Es sei nun zuerst die Gleichung [a3 


(-2)-+=(-y)-#... (10) 


zu lösen, wo x und y positiv sein sollen, so hat man daraus so- 
gleich | 


(29 = (8, 
welche Gleichung in die beiden 


29 = y® und (-1)9 = (—1)j* 
zerfällt. Die erste dieser beiden Gleichungen wird aber: nur durch 
die in (8) gegebenen rationalen Werthe von x und % aufgelöst, 
und da dieselben Werthe auch ‚der zweiten Gleichung Genüge 
leisten, so enthalten sie mithin, wenn man ihnen das Minuszeichen 
vorsetzt, die vollständige Auflösung der Gleichung (1.) in'negativen 
rationalen Zahlen. ‘ 
Es sei zweitens die Gleichung 


(-29 = ya. fll.) 
gegeben, wo wiederum & und y positive Zahlen bedeuten, so be 
merke man, dass hier nicht x—=y sein kann. Ferner ist zur Reali- 
sirung 'dieser'@leichung nothwendig und hinreichend, dass 

3 =y=® und (1) =1 


sei. Aus der ersten dieser Gleichungen zieht man sogleich 


9... logy 
z . ‚log«’ 
und setzt man Z=u,: wo w positiv und von Eins ; verschieden 


| T 
sein muss, so hat man 
YZ AU; yz=zı#z 
folglich 
mark de 
z=u 441, y=ust+1.... (2) 

Sollen nun x und y rational werden, so muss auch « rational 
sein. Man setze deshalb 

RL) 

n” 


wo m und n ganze Zahlen sind, jedoch weder ‘gleichzeitig es] 
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sein, noch einen von Eins verschiedenen gemeinschaftlichen Divi- 
sor besitzen sollen. Die Werthe (12.) verwandeln sich dadurch 


in folgende: 
NWRER m,” 
vw —\— )mens  Yal )n+n;5 
m at 


und damit diese rational werden, müssen 
1 1 
mm-+n —pudnm+n—gqg 


ganze Zahlen sein. Ist nun m>n (die Annahme n> m ändert 
ieran nichts Wesentliches, weil durch eine Vertauschung von m 

‚und » zugleich x und % vertauscht werden), und folglich p>g, 

aha man Pp—g=r, so sind g und r an die Gleichung ge- 
unden: 


(4m ta tg —mtn, 
2gm tn (m4n)getr-1 ae „An —D, m+n- 2p2 4. Frm+n—m+n 


welche Gleichung durch ‚keine positive ganze Zahlen für q und r 
aufgelöst werden kann. Mithin ist die Gleichung (11.) in rationalen 
Zahlen nicht lösbar, oder die Gleichung (1.) ist nicht lösbar durch 
solche Paare rationaler Zahlen, von denen die eine positiv, die 
andere negativ ist. Beiläufig kann man aus dieser Entwickelung 
noch schliessen, dass die Gleichung 


a.y?—1l 


mur die eine Auflösung @«—=y=1 in positiven rationalen Zahlen 
„zulässt. 


4. 


Durch geometrische Betrachtungen kann man sich auf. mehr 
als eine Art die vorstehenden Resultate zur Veranschaulichung 
bringen. Nur kann dabei keine Unterscheidung der rationalen von 
den irrationalen Werthen stattfinden, aus welehem Grunde hier 
auch negative Werthe unberücksichtigt bleiben müssen. 

‚Es sei ein Werth „=a gegeben, und man sucht den zuge- 
hörigen Werth von x aus der Gleichung 


z0— X... .(13.) 
Man betrachte 
z—2° aid, 2 —0*....).(14.) 


als Ordinaten zweier Curven für einerlei Abseisse x, so werden 
die Durchschnittspunkte dieser Curven, in denen z—:’ ist, die Auf- 
lösungen der Gleichung (13.) enthalten. 

Es sei nun zuerst ax, so ist für 20 


ı San, 
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e; a 


dagegen für 


v4 - id . + ii > 


sa jo j ! * \ | 1 . Tg Fr) 
se wird, lim: —99,„ folglich aatinu- masikandien 


z>2, 


mithin müssen sieh die beiden Curven in einer ungeraden An- 
zahl von Punkten, also wenigstens einmal schneiden. Dieses ge- 
schieht aber augenschninlich in dem Punkte 2a, und da, die 
Curven vor diesem Punkte einander ihre convexen Seiten, nach : 
demselben aber ihre concaven Seiten zuwenden (wie man leicht 
aus der Entwickelung des zweiten Differentialquotienten findet), so 
‚können sie keinen. zweiten; Punkt mit einander gemein-haben. 

Es sei; ferner a—1, so werden, beide Curven in gerade Linien 
übergehen, die ‘gleichfalls einen Durchschnittspunkt haben, näm- 
lich für = —=u. a en 

Es sei endlich «>1, so ist für z=0 er‘ 


ra 


und für 2—=» ‚wird lim ;=0, folglich, 


‚ »besigiol an 


u vu, 
mithin. muss. die Anzahl der Durchschnittspunkte, ‚wenn es. deren 
giebt, gerade sein. Nun aber ‚haben beide Curven wieder den 
Punkt,2—a mit einander gemein, und :aus der Betrachtung der 
Differentialquotienten | 


dz 2’ 
— =axaz1, —mar bed 
dz j dx 





-” 


geht: hervor, dass beide sich nur dann für za auf einerlei, Werth 
reduciren, wenn log a=1 oder a=e ist. Folglich wird den Punkt 
xz—=.a ein Berührungspunkt werden, wenn a=e ist, dagegen ein 
Durchschnittspunkt, wenn a von e verschieden ist, mithia muss 
es im letzten Falle noch einen zweiten Durchschnittspunkt geben; 
und zwar, weil für ea en URS 


E22 " de, de ; » las) un zetlld 
| dr, , ur. x: Bei 


. 


M. 
wenn log a<]l also ae, dagegen 


dz _..di' 


dx s de’ 


wenn a>e wird, so muss für a<e der zweite Durchschnitts- 
punkt einer Abseisse «>a, und für a>e derselbe einer Abscisse 
z<.a entsprechen. 

Fügt man diesem; letzten Resultate nun noch hinzu,. dass 
wegen ‚der. Symmetrie der Gleichung (13.) in Bezug auf. x und a 
auch für = <e, a>x und für z>e, a<xz sein muss, so folgt, 
. dass der zweite Durchschnittspunkt der Curven für a<e einer 
Be z>e, und für a>e einer Abscisse x <e entsprechen 
wird. 
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Aus. diesen Entwickelungen ‚wird ‚man ‚schliessen, dass die 
beiden -Curyen. (14.). immer einen Durchschnittspunkt besitzen, der 
zu der, Abscisse 2—a gehört; dass sie.aber nur dann einen zwei- 
ten Durchschnittspunkt, dessen Abscisse x von a verschieden ist, 
besitzen werden, wenn a zwischen 1 und e, oder zwischen e und 
#2 liest, und zwar wird im ersten Falle diese Abscisse zwischen 
e-und-&, im. zweiten Falle zwischen 1 und e liegen: überein- 
stimmend mit & 1. | | 


d. 


Eine andere geometrische Darstellung der in Rede stehenden 
Aufgabe ergiebt sich, wenn man die Gleichung (1.) in die Form 
hringt 

1 1 


—_— u 


2 —y .... (15.). 
Man setze 
1 
u 2x8. .r. (16.) 


und betrachte diese Gleichung als Gleichung einer Curve, deren 
Abseissen x und deren Ordinaten x sind. Der Differentialquotient 
derselben 


du 1-9 
Tame (1—-logx): 


wird in dem Intervalle von 2#—=0 bis 2==& einmal Null, nämlich 
für ze, wobei er aus dem Positiven ins Negative übergeht; 
folglich wächst x von =2=0 bis z=e, und nimmt ab von @=e 
bis 2—=%&, und hat ein Maximum 





1 
u=ee für = e. 


Ferner ist lim «—=0 fär z2=0 und lim v«=1 für =, mit- 
hin wiederholen sich nach dem Maximum, nämlich von z=e bis 
x —@&, alle die Ordinaten wieder, welche vor dem Maximum von 
x—1l bis 2=e dagewesen sind, dagegen diejenigen Ordinaten, 
welche den Abscissen von 2—=0 bis «—=1 entsprechen, kommen 
in der Curve nur einmal vor. 

Betrachtet man nun x als Unbekannte in der ‚Gleichung (16.), 
so ergibt sich zunächst, dass die Auflösung nur. möglich ist für 


1 
Werthe von z zwischen a=0 und u=e®. Dabei hat für alle 
Werthe von x, welche zwischen «—=0 und «=1 liegen, die Glei- 
[} Mu . . ® ® 
chung nur eine Wurzel , und diese liegt gleichfalls zwischen 0 und 1; 
1 


desgleichen für u =e® nur eine Wurzel=e. Dagegen für alle 
1 


Werthe von x zwischen «=1 und u=e* besitzt die Gleichung 

zwei von einander verschiedene Wurzeln. von denen die eine 

zwischen 1 und e, die andere zwischen e und & liegt ; und: hiemit 

sind in der That wiederum die Ergebnisse des $. 1. zum: Vorschein 
Theil VI, k 11 


« 
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gekommen, da offenbar die Auflösung der Gleichung (16.) identisch 
ist mit der Aufsuchung ’ derjenigen zusammengehörigen ‚Werthe 
von x und. y, welche der Gleichung (15.) oder (l.) Genüge leisten. 


z 


6. j j „At TI 


Was nun endlich‘ die Aufgabe: betrifit, zu einem gegebenen 
Werthe y>1 der Gleichung (1.) den zugehörigen- Werth von'= zu 
finden, so gelangt man dazu durch Auflösung der Gleichung (16.) 

1 


für x, indem man u—yY als bekannt ansehen hann. Man findet 
nämlich leicht vermittelst der Reihe vom Lagrange:ı | 


8. i a gie n+1)r-1 wor! 
z=1l}-log ut g(log%? 47553 (log u)’ +... ui (logu)r +... 





Dividirt man den »nten durch den (Rn —1)ten Coeflicienten, um über 
die Convergenz der Reihe urtheilen zu können, so hat man 


“oz 
“ R id * 
und da für n=& y 


lim (FE) — lim (1 Wa ei 
n n 


so eonvergirt mithin die gegebene Reihe für alle Werthe von 
log « zwischen ab a ui 


\ L 


a en 
loga=— 7 und logu=, 


oder für alle Werthe von u zwischen 


RR A; 
u=e . eund u=e® 


und da für die vorliegende. Aufgabe x ‚nur. zwischen 2—1: und 


1 
u—ee fallen kann, so convergirt die Reihe in der That: in allen 
vorkommenden Fällen. Aber sie liefert von den beiden Wurzeln, 
welche die: Gleichung (16.) in dem gegenwärtigen Falle besitzt, nur 
eine, nämlich die kleinere, wie man daraus ersieht, dass die 
Summe der Reihe zugleich mit z gegen 1 convergirt, und sie 
löst mithin nur die Aufgabe: ‚Zu einem gegebenen Werthe >e 
den zugehörigen Werth <e zu finden; nicht aber die umgekehrte; 

Anmerkung. Die vorstehenden Entwickelungen , so einfach 
sie sind, schienen mir der Beachtung nicht unwerth zu sein, theils 
weil die erörterte Frage an sich von Interesse ist, theils aber 


1 
auch, weil dadurch der Werth (14+«)* und seine Gränze, die 
Zahl e, in einen so nahen und innigen Zusammenhang mit der 
elementaren Theorie der Potenzen treten, dass ihrer schon ‚auf 
einer vie! frühern Unterrichtsstufe, als es gewöhnlich der Fall ist, 
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Erwähnung, geschehen kam. Diese letztere Bemerkung soll; haupt- 
sächlich. Pädagogen gesagt sein, für welche ich wohl nicht hin- 
zuzufügen brauche, dass: für die Stufe, welche ich andeutete, eine 
viel mehr elementare Darstellung des Gegenstandes nöthig sein 
wird, als ich hier gegeben habe. 





Auszug aus einem Briefe 


| des 
Herrn Professor Steichen 
an der Ecole milileire Belgique zu Brüssel 
an den 


Herausgeber. 


‚ Jai lhonneur de ‚vous eommuniquer ‚quelques observations, 
concernant certains passages da la. theorie analytique du. systeme 
du monde par Mr. de Pöntkebulänt. Je ne saurais admettre la compa- 
raison que l’on etablit habituellement entre le mouvement sur un are 
elliptigue et le mouvement d’un mobile qui oscille lineairement de 
part et d’autre-d’un centre fixe qui attire avec une energie inver- 
sement ‚proportionnelle au) quarre ‚de, Ja. distänce, et j’admettrai 
encore moins les conelusions que.les auteurs en deduisent par'le 
moyen du beau theoreme d’Euler et de Lambert qui fait connaitre 
la duree du mouvement en fonetion de Ja corde et des rayons vec- 
teurs extr&mes (voir l’ouyrage cite. p. 277. et p. 291. (h).). Pour 
justifier mon opinion, je resoudrai directement la question suivante: 
ee un simple point materiel dabord au re- 

os vientä &etre.attire par un centre fixe de masse u. 
Dn demande d’examiner les circonstances du mouve- 
ment dans !!hypothese que cette masse u laisse au 
mobile un libre passage et que lattraction soit en 
raison inverse du quarre des distances. EN 
"Solution. -Soit k'2 l’acceleration de l’unite de.masse ä& l’unite 
. de distance; «.4’2 exprimera dene l’acceleration du centre donne. C 
& Tunite de distance: Consid&rons le mouvement pendant Tinstant 
dt, qui succede au temps t deja eEcoule depuis le Boiat, de depart 
A du.mobile qui est. parvenu apres i en un point M intermediaire 
entre A et ©. Enposant MC=z, MA=.x, AC=R,, on obtient 
Tequation differ. seconde: INT, ‚4 ei 
d2% U ku 
di? di? 2:2 


ir 
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Cette equation etant integree une premiere fois nous donnera: 


au ; 
Ei Const. +h2.u. 2=erf Dr au (1). 





z 


dz 


Si Fon determine la constante d’apres la condition de - 9 et» 


de z=R,, il viendra: 


z; 12 NER. v2 : 
dı? _K?u Rız -, partant — 7 — k' Vz: V.Rıza, (2). 


Mer ur, N: dt 
0 | WW dk | i ; 
n prend dans cette equation res le signe —, parceque les 


elements dz, dt varient en sens contraire Fun de lautre; si Fon 


pose encore pour simplifier %' V »—H, l’equation trouvee devient: 
1 


| z.ıdlz 
H. UEÄRFOG IE SaynkE.. Oi (2). 


52 52 
1* Au 


Si l’on integre et que on nomme c’ la constante amende par 
cette operation, on obtient: | 


H.t—=c 4+YR z—:2+ R,.arc (tang = VA: I; 


et comme en comptant le temps des liinstant du depart en A on 
doit avoir A la fois {=0, z=Rı,, il vient ’—=0 et : 





H.t=N Rır—r? +R,. are(tang = u I (A). 
z 


De lä on conclut facilement pour la duree du mouvement de 
chüte de A jusqu’en C la valeur: 


MOL RVR, 


017 
a 


Be 


Dans des cas d’attraction analogues ä celui que l’on examine 
ici de certains auteurs ont conclu que le mobile ne saurait jamais 
descendre au dessous du centre C, parceque alors les quantites 
R,, z devenant negatives, l’expression de la vitesse au dessous du 
centre, donnee par l’equation (2), devenait selon eux imaginaire. 
Mr. de Pontecoulant a admis avec raison.qu’il doit y avoir un mouve- 
ment oscillatoire egal de part et d’autre du centre d’attraction ; en 
eflet non seulement les quantites R, etz doivent changer de signe 
au dessous de C'; mais il faut afluter du meme. changement la 
force 4 2u, puisque dans le cas contraire on supposerait avec 
Euler et d’autres, et sans s’en appercevoir qu’au dessous de Ca force 
attractive devienne repulsive. Or en faisaut ce changement complet 
de signes, la formule (2) reste ce quelle est, et elle donnera pour 


- 


«iz 2 b [} 
Te une valeur reelle daus lun et lautre cas. Mais Verreur 
[IA j 


% 
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qu’on vient de’ signaler est d’autant plus difficile A eviter que dans 
les notations ordinaires on prend pour unite Ja quantite que nous 
nommons 42; ce qui revient en quelque sorte ä eflacer la trace 
d’une quantite qui doit changer de signe. Au reste cette observation, 
de notre part a laquelle nous avons ete naturellement amene par 
notre systeme de notations dans le mouvement elliptique des pla- 
netes, a ete dejä presentee sous une forme differente par d’Alem- 
bert dans ses opuscules. Mais celui-ci n’a pas resolu toutes les 
difficultes de la question, et nous nous proposons d’y revenir plus 
tard et de les eclaireir. le plus que possible. Pour mieux eviter 
tout embarras nommons z’ la distance du mobile au point C, quand 
il s’en ecarte en dessous; on aura done en observant que z’ aug- 
mente avec le temps, et par l’equation (2): 








da ui R,— :' n.. „2de £ 
zu V Z Hd an er). 


Celle-ci donnera done par l’integration, en nommant c’ la con- 
stante: wi 


Ballsı my iz 
H=c—Y R,’—:'?—B,. arc(tang = V nd 


Or pour linstant du passage par le centre les equations (A, 4’) 
doivent subsister ä la fois: mais alors ona !=0, :2=0, !=t=r; 


partant: Y.r=c—R, ‚are (tang=0)—c'—3. R.. 


Substituant dans cette derniere la valeur.de 7 fournie par l’egalite 
(3), onsobtient € —=x.R,, et(A’) deviendra par substitution: 


| Bunlanlon — | 
Ht=zaR N R?’-:?—R, .arc (tang— ze) (B). 


Ainsi il est demontre 1) que le mobile oscille de part et d’autre 
du centre et que ses excursions extremes de ce point sont egales 
entrelles; 2) que la duree 7’ d’une oscillation entiere qu’on 
deduit de (B).en posant !—=K, a la valeur: 


7 fi Zu RB, 
4 ENu 


qu’elle vaut par consequent le double de la duree de chüte de A 
vers C, partant que les durees des demi- oscillations ascendantes 
et descendantes sont isochrones. 

Les resultats precedents etant une fois trouves, nous sommes 
en etat d’apprecier le plus ou le moins de validite des assertions 
de Mr. de Pontecoulant. L’auteur aflirme d’apres Laplace “qu’une 
‘planete apres avoir atteint lextremite du grand: axe revient au 
point d’ou elle etait partie; que dans le mouvement rectiligne au 
contraire le corps parvenu au foyer d’attraction passe au delä et 
qwil s’en ecarte A une distance Eegale A celle dont il est d’abord 
‚descendu ; desorte que ce n'est qu’apres deux revolutions de la pla- 


NE, 
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nete (qui’l se retrouve au meme point! de depart avec. elle“. Cette 
derniere psonnsitfpn est inexacte: car ‚en. supposant A l’orhite de la 
planete un demi-grand axe ‚a, et une  excenfricite e, et faisant 
partir, & la fois la planete et le mobile. du ‚perihelie, la. lere avec 
sa vitesse propre, et lautre avec. une vyitesse, nulle, ‚la planete y 
> 3 


I) z.a? 





reviendra par ce qu'on sait apres un temps are ‚tandisque le 
2x. LE)" Oette derniere 
EN E 


dureevaudra seulement la duree de deux revolutions de la planete dans 


mobile n’yreviendra qu’apres un temps 


3 
le cas particulier ou l!’on aurait (l-e?)?=2, equation absurde pour'tous 
les cas imaginables du mouvement elliptique; mais la planete et le 
mobile se retrouveront au m&me point de depart commun apres une 
revolution et une double oscillation dans le cas particulier de e=0, 
car alors les durees de mouvement deviennent egales. On n’echappera 
pas & nos objeetions en pretendant .qu’il' faut faire ‚partir, le möbile 
d’une distance 2a du centre; car alors Ja durdee d’une double ,oscil- 


2.2aN2a 
EN wi 
lution dela planete reste & zaV a D’ailleurs les mobiles auraient dans 
{ 7 
ce cas des points de depart et de retour differents. 'En faisant 
partir lemobile d’une distance 2a l’auteur cite (p.294.) prend la duree 


de chüte sur 2« ou de A vers C egaleä zart a:kV u> tandisque 


la formule: (3): donne pour ‘cette  duree la’'valeur »” ZEN Re 

R 2 EN u . 
En er 
x.aY 2: kN u. Mais puisque ces conclusions sont inexactes, il 
importe d’assigner la source premiere d’oü elles 'decoulent.ıOr en - 
considetant avec lauteur la chüte rectiligne d’un corps attire par 
le centre fixe et partant d'une distance 2a, on trouve selon lui que 


la duree du mouvement sur un espace 0’—g est exprimee par la 
formule (p. 295): | Zt 


lation du mobile sera x. tandisque celled’une double revo- 





ee 


it zz (, —2,—sin?, +sinz,)....(C) 
EV u | 





dans laquelle on fait pour abreger: 


| ; | 

AU — ud — j 

WER 34 cos’, , AmR = COS 2,. 
ad 7 


ll nous‘. reste done A. verifier si en eflet cette formule est 

identique & celle que peut fournir notre equation (A) ou. (DB). Dans 
—_m? 

(4) faisons d’abord —-— = tang?P, ce qui domimexz—=R, cos ?p 
2 

—2a.cos?p, et R,z—:?—=4a? sin ’p, partant: 


oB. t=2a.sinpcosp-+2a.p=ul2p-+sin?p). 
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Concevons nne seconde distance z,<z mais comprise entre 0 et 2a, 
et soit ? le temps que le mobile emploie & decrire 2a—2,; on 
2 —tang?pl; 4 


aura, ‚en .posant encore une fois 
j et 3 - “1 ; 


Fif ‚H.t’—a(2p'+sin2o’),,. 
partant: Al! —t)=.a(2p! —2p +sin 2p'—sin?2p), 
ou en remettant pour H sa valeur: 


5, 
!t= aY 2a (2p’ — 2p+sin 2p’— sin 2p) ...(D) 


EN u 
Or jamais cette formule ne saurait etre identifiee dans le sens de 
l’auteur & la formule (©), qui donne la duree du mouvement sur un 
arc elliptique par la corde et les rayons vecteurs extremes: 1) par- 
ceque lirrationnel YZ entre dans le.second membre de (D); et 2) 
parceque les sinus sin 2p’»sin2p ont des signes contraires A ceux 
des quantites sinz’,, sin z, de la_formule (C) de Lambert; ainsi la 
fornmle (©) applicable & l’evaluation de la  duree‘ du mouvement 
sur. J’are. d’ellipse .n’est pas jexacte -pour. representer la. duree du 
mouvement rectiligne sur une etendue <—z,, c'est ce qu’on peut 
aussi demontrer plus direetement.  Posons en eflet pour R, =2a: 


= d-2, 
a 


—cose; t 





—cose, 


la formule (A) deviendra: 
| H=a.sine+2a(5-5), 


H en . 3 9) TC & ” 
‚E—4.sing.-h-.2a So ji 


partant H(! —t)=a.(sne® —sinets—e), 
aN Da 


eilt: Fanre s—e +sine —- sine). 
EN w 


Or daus cette nouvelle transformation les angles e, &’ sont, preei- 
sement et respectivement les angles ?',, z de la formule (€) de 
lauteur; de sorte que le facteur en z,€', sing, sin e’ est identique & 
celni en, 2, 23, 8in z,’, sin z, de (C); mais le facteur af 2a: KV u 
differe de son» cortespondant' dans: (C) dans le rapport de 2:1. Je 
termine , par Tindication de quelques autres legeres erreurs que 
Yauteur corrige au reste dans le courant du calcul, mais qui ne: läis- 
sent pas que d’embarrasser le lecteur: 1) Le 3ieme terme du deve- 


loppement de, p- 262., doit etre pris avec le signe +.. 2) Les 


co@flictents de tang ®9, tang °P.... dans le. developpement de d 
(derniere formule de la p. 269.) doivent aussi &tre: corriges. 
3) p. 273. le terme, multiplicateur (1 — e) tang ?}» 'doit etre 
change en (1- e) tang 4 v5 cette faute’ ne se 'reproduit pas 
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plus; Joins.. 4) ll est vrai que la direction de la vitesse initiale 
d’un. corps Jance dans l’espace n’influe pas sur l’espece dela section 
conique (p. 286.); mais il-n’est pas exact de dire (p. 287.) que si 
la vitesse initiale est perpendiculaire au rayon vecteur, Forbite 
decrite soit un cercle; ıl faut encore que le mobile soit lance avec 
une vitesse convenable que l’on determinera facilement. Du reste 
cette observation a ete dejä faite ic}, mais je ne saurais me rappeler 
ni Je nom de Fauteur ni le receuil ol je erois l'avoir Iue. 
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Bemerkungen über die bei dem Mecha- 
nismus der G&egenlenkung an Dampf- 
maschinen beschriebenen Curven. 


Von dem 
Herrn Dr. Haedenkamp, 


Oberlehrer am Gymnasium zu Hamm in Westphalen. 


Um die Kolbenstangen bei Dampfeylindern oder auch bei ge- 
wöhnlichen Pumpen während der auf- und niedergehenden Be- 
wegung in senkrechter Richtung der Bewegung zu erhalten, dient 
bekanntlich der Mechanismus der .Gegenlenkung. Es- soll durch 
denselben zugleich die schädliche, die Dichtung vermindernde 
Reibung der. .Kolbenstangen in der Stopfbüchse und des Kolbens 
im Cylinder so viel als möglich beseitigt werden. Es hat also ein 
praktisches Interesse zu wissen, in ‚wie weit der beabsichtigte 
Zweck durch diese Vorrichtung der Gegenlenkung erreicht werden 
kann. Von Praktikern veranlasst habe ich daher die für den Ma- 
schinenbau nicht unwichtige Curve untersucht, die der Einhänge- 
punkt der Kolbenstange bei der Gegenlenkung während der auf- 
und niedergehenden Bewegung beschreibt, und theile deren Glei- 
chung hier mit. Die gewöhnlichen Vorrichtungen sind folgende. Um 
den festliegenden Punkt Z (Taf. 11. Fig.1.) dreht sich der Hebelarm 
ED desBalanciers , mit dessen Endpunkt D das Querstück BD be- 
weglich verbunden ist. Mit dem andern Ende desselben wird ein zwei- 
ter Hebel, der Gegenlenker genannt, der seinen festen Drehpunkt in 
A hat,,in Verbindung gebracht. In der Mitte € ‚wird die, Kolben- 
stange eingehängt. Dieser Punkt beschreibt in allen seinen mög- 
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lichen Lagen eine Gurve, die wir "hier untersuchen 'wollen. Eine 
andere Gegenlenkung ist unter dem Namen Parallelogramm bekannt 
und wird ‚in der Regel bei doppeltwirkenden . Dampfmaschinen 
angewandt. Bei dieser Vorrichtung ist an dem Arm BD (Taf. MI. 
Fig.:2.), des Balanciers das in seinen: Ecken bewegliche Parallelo- 
gramm :CDEF angebracht. Der Eckpunkt E, in welchem hier 
die Kolbenstange aufgehängt ist, beschreibt während seiner auf- 
und ‚niedergehenden Bewegung vermittelst des Lenkers AF, der 
seinen festen Drehpunkt in A hat, die, krumme  Linie,, die, nähe- 
tungsweise, so, weit. sich der Endpunkt der Kolbenstange in dieser 
bewegt, eine gerade Linie sein muss, wenn der durch die Gegen- 
lenkung beabsichtigte Zweck erreicht werden soll. 

Es sei AE (Taf. IH. Fig. 1.) die Axe der & und F, die 
Mitte von AE, der Anfang. der Coordinaten. Seien die Üoor- 
dinaten des Punktes B:x,, y,; von C:x, y, von D:x,,%,; die 
Constanten AB=2d, AB=r,' BD=2a, DE=e. Man hat zur 
Bestimmung der Curve, die der Punkt € beschreibt, folgende Glei- 
chungen: | | 


(d-2,)>4y2=r2, (d+2. + y2=0% (21-25)? Hyı9;)? —4a?, 
 M=a, +2, YW=yıtya- | 


Durch Elimination von 2, 22; Y1, Ya erhält man zuerst diese beiden 
Gleichungen: 





ab Aa ; 

—g  -a(lzeosyp —ysin v)— de, 
‚ Y2 2 ' 

te —o?:+a? +d? —2adcosv; 


worin o= CF, vd UGE. 


Hieraus erhält man, wenn noch 





rl 2 —AN2, rigen 
gesetzt wird, für die gesuchte Curve folgende Gleichung: 
d) om? + (a+d)? ] [| —m?+(a— d)?] 0 


— Ad? 2? (u — m?) +4Ad? A*— Adıx A? (0 — m? + a? — d?) pen 


Diese Gleichung vom ‚Öten Grade lässt sich nur unter besondern 
Bedingungen in zwei Factoren vom 2ten und 4ten Grade zerlegen. Es 
ist nicht Zweck, die mannigfachen Formen der in dieser Gleichung 
enthaltenen Curven hier genauer zu untersuchen. Es genügt hier 
die allgemeine Gleichung mitgetheilt zu haben. Der Endpunkt der 
Kolbenstange: beschreibt während seiner auf- und niedergehenden 
Bewegung ein Stück dieser Curve, welches um den Durehschnitts- 
punkt derselben mit der Achse liegt. Dass der Weg der Kolben- 
stange kein gerader sein kann, ergiebt sich aus der gefundenen 
Gleichung. ; Für gegebene Constanten lässt sich die Abweichung 
der A von der Curve in jedem beliebigen Punkte berechnen, 
und somit die zulässige Höhe des Kolbenhubs bestimmen. | 


Theil VI. 112 
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Setzt man in. der: Gleichung (1) ni so ‚erhält sie eine etwas 
einfachere Form: 


(2) »2[w2 — m? +(a-+.d)2] [.2— m?+ (a — d)?]= - Ad? T? (em), 


In diesem Fälle schneidet die Curve die Linie AE im Punkte F. 
der Mitte von AE, und die auf beiden Seiten 'der Achse der y lie- 
genden Arme der Cürye sind auch eongruent. 

Die Tangente, im Punkte F an die Curve gelegt, hestimimt die 
Richtung der Bew esung der Kolbenstange gegen die Achse AE. 
Nennt man o den Neisuneswinkel,, den dlise Tangente mit AE _ 
macht, so findet man Teloht: 


[r?— (0 — d)2].[(a+d)? —r2], 


BB 5 E Ar? d2 


Hieraus sieht man, dass die beiden in F' sich schneidenden Tan- 
genten gleiche Neigung gegen die Achse AE. haben. Construirt 
man aus a,d, r ein Dreieck, so ist der von d und r einge- 
schlossene Winkel das Complement von p, wonach die Tangenten 
leicht gezeichnet werden können. Setzt man in der Gleichung (1) 
noch d—r und d=.a, so lässt sie sieh in zwei Factoren : 


\o2=m?2, 02 [02 —m2 +ta+d)2]= dd? x? 


zerlegen ; der eine stellt die Gleichung eines Kreises, der andere 
die Fusspunktencurven einer Hyperbel dar. In diesem Falle ist 


sinp=z, dj’ 

Um die Curve, die bei ber Vorrichtung. mit dem Pavallelo- 
gramm von dem Endpunkte der Kolbenstange beschrieben wird, zu 
finden, seien (Taf. III. Fig. 2) die Coordinaten des Punktes F! x,,Y,; 
von O:2.Y:: von D:x;,y, und von E:x,y; ferner die Constanten: 
AF=r, AB=2d, CD=b. Zur Bestimmung der Curve dienen 


dann folgende Gleichungen: 
(2—-2,)’+(y-yı)?=b?, (22 —23)?+(y2—y3)?=b?, 
(21 —-22)”+(yı-Y2)?=a2, (2-23)? +(y—-y3)?=a2, 
@d- 2,2 4922= bt )ba Hy rr, da)? Hy? 
Hieraus erhält man ‚zuerst, wenn A als. Anfangspunkt der 
Coordinaten und AD als Achse der x genommen, HR o und 
AGF=vV gesetzt wird, folgende Gleichungen: 
b (a —r?—d?—g?— 2be) — e (Tr? —b?— u’) +2bdr = — 2bd GERN cos nd 
r?—=6b°+0°+ 200 (2.00sY — ysinW); 


und hieraus 


BB RR N a 2 ‚salauay 
3) re % ) + 7) 2(M4+No®+ Rz) | 
+(M4 No®4+ Rx)? 02 





=y?, 


wo b(o? =r2— d? — 62 — 2%be) —o (r?—b? tr —M+ Nu? + Rx 
@ 194 


gesetzt ist. 
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Setzt man in dieser Gleichung vom 6ten Grade db=r, so 
geht ein Zweig dieser Curve durch den Anfang der Coordinaten , 
welcher zur senkrechten Bewegung der Kolbenstange dient. Um 
die Tangente in diesem Punkte und somit die Richtung der Bewe- 

ng der Kolbenstange zu erhalten , setze man in der vorhergehen- 
u Gleichung » und % unendlich klein , und man erhält zur Be- 
stimmung des Neigungswinkels p der Tangente gegen die Achse 
der x die folgende. Gleichung: 


far Ha (er +0)°]°' 
4d”(r+e)” 


Setzt man r—e und a—d, so lässt sich die Gleichung (3) in diese 
beiden Factoren zerlegen: > 


sin p? 


a o2?—=(b-+e)2, 
La. ea (oo 2 2le-d)a7 I. 
or [4 ee], 


T, T 
wovon die eine die Gleichung eines Kreises darstellt; die andere 
Curve schmeidet: die Achse der x in einem Punkte, der von A um 
a entfernt ist. Verlegt man den Anfangspunkt der Üoordi- 
ea 


naten in diesen Punkt, indem ei (r—b) +2; gesetzt wird, so wird 


2 
ob 47) 4 y2- (Zr d)42, 2] ya. 
Im Anfangspunkte der Coordinaten erhält man für die Richtung der 
Tangente: | | 
re ur ui BL‘ PN 
sin =. tr) m b)?]. 


Ist noch r—b, so wird die vorhergehende Gleichung diese: 


w2 (dr? —w?)=4d?y?. 





Hier ist sin p =7' 


17 
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Berechnung der ERLERNT ar 
Locomotiven auf Eisenbahnen. ü 


Von dem 
Herrn Dr. Haedenkamp, 


Oberlehrer am Gymnasium zu Hamm in Westphalen. | 


Wenn bei einer Locomotive die Kraft der Maschine und.der: 
Widerstand ‚den die bewegten Massen der‘ Bewegung entgegen) 
stellen, bekannt sind ,. so kann man auch. bei .diesen Maschinen 
für jede Zeit die Geschwindigkeit und den von der Maschine zu- 
rückgelegten Raum berechnen. ‘Wir wollen hier versuchen, unter 
der Voraussetzung, dass alle auf die Bewegung der Löcönetiver 
Einfluss übenden Kräfte bekannt sind, die "Geschwindigkeit der 
Locomotive mit den daran gehängten Wagen zu bestimmen. 

Die Widerstände in der Bew egung auf gerader Bahn, die wir 
hier allein betrachten, sind: 

1: ; Die gleitende Reibung'an den Wagenachsen: 

2. Die wälzende Reibung der Radfelgen an den Schiele 

3. Der Widerstand der Luft auf die i in Bewegung begriffenen 
Wagen des Üonyois. 

4. Auf einer Schiefenebene das relative Gewicht der Massen, 
welches subtraetiv oder additiv ist, jenachdem der Convoi auf der 
Schiefenebene herunter oder herauf‘ seht. N vu 

Nennt man den Reibunescoeflicienten der Reibung der Räder 
an der Achse «ı, die Halbmesser der Achse und des Rades r und R 
und das Gewicht der Wagen und Ladung ohne das der Räder M; 
so ist der auf den Umfang der Räder übergetragene Widerstand der 


Reibung et - Der Coeflicient u hängt noch von dem guten Zu- r 


stande der Achsen und der Achsenbüchsen ab und ist insofern verän- 
derlich. Bei richtig abgedrehten und gut geschmierten Achsen kann 





u bis zu -— heruntergehen. In der Regel wird uzuO,1 gerechnet. 


40 
Bezeichnet u’ den Reibungscoefficienten der wälzenden Reibung am 
Radumfange und m das Gewicht der Räder, so wird dieselbe, 
weil sie im umgekehrten Verhältnisse der Grösse der Radhalb- 


ai, na ai 


messer steht, durch ausgedrückt. Diese Reibung ist 








im Allgemeinen auf Schienen i im Verhältnisse zur Achsen - Reibung 
sehr gering, und kann in den meisten Fällen vernachlässigt werden. 
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Einer Reibung des Spurkranzes an den Bahnschienen soll zwar da- 
durch vorgebeugt werden, dass man dem’ Rade eine eonische Form 
giebt und ausserdem den Rädern auf jeder Seite der Bahn'einen 
gewissen Spielraum lässt, kann aber dennoch durch zufälligen 
Seitendruck, z. B. durch Wind und : dadurch, dass die Schienen 
nicht in horizontaler Ebene liegen, beträchtlich werden. Wir ver- 
nachlässigen diese Art Reibung hier. Um den Ausdruck für den 
Widerstand der Luft zu. erhalten, setze man die ganze wider- 
stehende Fläche des Gonvois s, und die Geschwindigkeit dessel- 
ben v; so wird dieser Widerstand bekanntlich durch &v2s ausge- 
drückt, wo e der auf.die ‚Flächeneinheit ausgeübte Widerstand ist. 
Fasst man diese: drei Widerstände zusammen so erhält man für den 
Gesammtwiderstand diesen Ausdruck: | 


Mur + ( M-+m) w 
Ri 


auf einer horizontalen Bahn. Auf einer unter dem Winkel ı» ge- 
neigten Ebene geht dieser, Ausdruck für den. Widerstand: ‚in. fol- 
senden über: | 


% 


“H 
+ sv? — Mei + &sv? 


M a" 
R 


_ Zur Berechnung der bewegenden Kraft der Maschine bezeichne 
man den wirksamen Druck des Dampfes auf den Kolben mit dem 
Durchmesser .d auf. die Flächeneinheit, durch p, nach Abzug des 
Luftdrucks und aller Reibungen der Maschine von der Bodenfläche 
des Dampfeylinders bis zur Kurbel. Der Druck auf die ganze Kol- 


benfläche wird: durch ae ausgedrückt... Dass bei Expansionsma- 





cosıd-E(M-4+m) sind +esv?. 


schinen p:nicht constant sein kann, versteht sich von selbst. Auch 
bei Maschinen ohne Expansion kann p während der Dauer eines 
Kolbenlaufes nicht genau constant sein, und dem Drucke des 
Dampfes im Kessel nicht entsprechen, da der Dampf durch die 
Dawmpfleitungsröhren nicht momentan aus dem Kessel in den Kolben 
eindringen kann, auch Wärme beim Uebergange des Dampfes ver- 
loren geht. 9 muss von der Geschwindigkeit, womit»'der Dampf 
in den Cylinder stürzt, abhängen. Je weiter der Dampfeanal und 
je grösser der Druck im Kessel, desto näher ist p» einer:Constante 
gleich. In Ermangelung genauerer Versuche, und weil immer der 
Unterschied unbeträchtlich, nehmen wir bei Maschinen ohne Epan- 
sion 9 ‚constaut., Um bei Expansionsmaschinen, den Druck des 


Dampfes im Cylinder nach der Absperrung desselben durch eine 


Formel auszudrücken, benutzen wir die vom Grafen de Pambour 
in seinem Werke über Dampfmaschinen mitgetheilten, aus den 
Navierschen Versuchen abgeleiteten Formeln. Sei M das Volumen 
des, Dampfes im, Cylinder im Augenblicke der Absperrung ‚ welcher 
sich‘, unter dem Drucke p. aus dem Volumen S_ Wasser. gebildet 
hat; so. ist nach Naviers Versuchen 


Ss. .atßp 


wo & und B Constanten. 
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Ferner sei M' das: Volumen Dampfes, welches: sich unter, dem 
Drucke »’ nach der: Absperrung aus demselben, Volumen ‚S Wasser 
gebildet hat, so wird ar; | | 





Ku A pre 
"Ss. er a«+3p' 
Hieraus erhält man 
M,_ at+ßp' | 
MH otEp: bit 


Ist nun 2 die ganze Länge‘ des Kolbenlaufs. und 7 die Länge 
desselben bis zur 'Absperrung des Dampfes, und‘ der schädliche 
Raum, dann ist für den um x vorgerückten Kolben Drtr 
. M=@x(l4y), M=dr(l4+y42) 
!+y__atBp'‘ 

!+y+te/c+2p | 

Hieraus erhält man für den Druck. auf den Kolben nach! der 
Absperrung des Dampfes al 


und 





en rer ee 
N aaa 7 Es: 


Da bekanntlich die Locomotive so eingerichtet ist,: dass der 
Dampf, nachdem er seine Wirkung gethan, durch eine Röhre von 
geringem ‚Durchmesser, das Blasrohr genannt, durch den Schorn- 
stein in: die Luft entweicht, wodurch ein künstlicher Luftstrtom 
erzeugt wird, der zur lebhaften Verbrennung in der Esse durchaus 
nothwendig ist: so. kann dieser Dampf nicht augenblicklich ent 
weichen und muss daher während des Ausströmens: noch einen 
Druck gegen den Kolben ausüben, der dem Drucke p entgegenge- 
setzt ist. Aus angestellten Versuchen, die. Pambour in seinem 
Werke über Dampfwagen mitgetheilt hat, hat sich herausgestellt, 
dass ‚dieser Widerstand bei derselben Oeflnung des Blasrohres‘ 
nahe der Geschwindigkeit der Locomotive proportional. gesetzt 


werden könne... Diesen. Widerstand bezeichnen wir durch 

en. Die bewegende auf den Kolben wirkende Kraft 'der Ma- 

schine wird demnach durch EN p-—qv) bei Maschinen ohne Ex- 

pansion ausgedrückt. Bei Maschinen mit Expansion, ist vor. der 

Absperrung des Dampfes die Kraft auch: P= (p—gv) und nach 
d’x "hy & 


& 

der Absperrung: 7 Kart 5 gv | | 

Diese Kraft des Dampfes wird durch die Kolbenstange, die 
immer ein und dieselbe Richtung beibehält, und durch die mit der- 
selben verbundene Leitstange zur Kurbel fortgepflanzt, setzt diese 
und das damit verbundene Triebrad und so die Maschine und den 
angehängten Wagen in Bewegung. Bei dieser Einrichtung kann 
die Dampfkraft nicht senkrecht auf den Kurbelhalbmesser wirken 
und muss daher in den verschiedenen Lagen der Kurbel verschie- 
dene. Werthe annehmen. Um dies deutlich zu machen und die auf 
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den Umfang übergetragene Kraft des Dampfes zu berechnen, sei 
in Taf. IH. Fig: 3. da ein Stück der Kolbenstange, ae—=t die Leit- 


stange und be! der Halbmesser des Krummzapfens. Nennt man 


nun die in der Richtung da wirkende unmittelbare Kraft des 
Dampfes P und die in ce übergetragene auf de senkrechte Kraft Q, 
so findet man leicht 


g— p&" e=Psing] 14 .  kcosp 


cos bac Y.l—- A: sin? 
\ 





wo Winkel eda=9; Yren ist. 
Für. die Kraft des Dampfes im zweiten Cylinder auf den an- 
dern Kurbelarm ‚ der senkrecht auf dem ‚ersten. angenommen wird, 


hat man 





‚dit „ ksino 
Sa hen 11 inch 


Trägt man diese Kräfte auf den Umfang des Triebrades über, so 
wird für den einen Kolben die Kraft: | 


d?1 { kcosp 
— (9 — gv) sin 14+-—— 
2D PM) | um ErTe 


und für den andern: 


d?l ksinp 
—(v) cos 1 m —— — : 
5 (p-qv)cosp [ NE ErTTEr: 4 


wo D der Durchmesser des Triebrades. 
Für beide Kräfte zusammen setzen wir der Kürze wegen: 


p—gv)FyYp. Diese Ausdrücke gelten für Maschinen ohne 


Expansion ; für Expansionsmaschinen gelten vor der Absperrung 
dieselben Formeln, und nach der Absperrung muss man darin für 

den obigen Werth p’ setzen. Demnach wird die Kraft, welche 
die fortschreitende Bewegung des Convoi’s auf horizontaler Bahn 
bewirkt, diese: y 


d? xl 
2D 
und für die beschleunigende Kraft erhält man den Ausdruck :: 


I nd Mu” 
ul 55 r-Dr@-— er]. 
m a 


Mm 


M. [/4 
(p- P)F@—- Gen? , 








wo g den Fallraum in der ersten Sekunde und m-4? das Moment der 
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'Trägheit der Röder. ‚bezeichnet.. Hieraus: erhält man endlich nach 
den bekannten Gesetzen der bewegung zur Bestimmung der 'Ge- 
schwindigkeit des ganzen Wagenzugs folgende Meichung,; 








y * al 22 per he ROLE ai 
M+m+ ms 





R: 


Die Integration dieser Gleichung ht die Geschwindigkeit für _ 
jeden Stand “des Kolbens im -Cylinder und in jedem Punkte der. 
Bahn, und so die vollständige Lösung unserer Aufgabe. .Indess 
ist von dieser Gleichung das "Integral in endlicher Form nicht zu 
erhalten. Um hier Reihenentwiekelungen zu vermeiden, beschränken 
wir uns auf Annäherungen. Zu diesem Ende setzenwit p und Fo) 
constant, und zwar F(o)—1, d. h. wir betrachten die dureh die 
Kolben - und Leitstange fortgepflanzte Kraft des Dampfes als auf 
den Kurbelarm senkrecht wirkend.. Unter dieser Voraussetzung 
wird die Gleichung (1), wenn: wir noch der Kürze wegen 


pld? | ld2 


2D (Mm). 2D(Mtm + id; 
| Ei Ze PER WERE, 
2D(M+m +) { 


setzen, folgende: 


2) vdn _ —) gl A— 2By 1%; Cv2).. 


de 


Nimmt man von RS Gleichung das Kite) und ee für ==0 
auch v—=0, so wird 


(Lip)i4m (L’v)ım. ar f EN” /L+® m' Aa er 
Pinlon LAHM dsl (£) 1) FE 


wo 


VASTBE-B_ 7, NWAmtBet Bio) 
ren ng u Ba KETGRRE SEE 
C | C | 
m— NE: m. le. | ; 
| YA RB? Y4A24+B?2 | 
x der von der Locomotive‘ durchlaufene Raum und { die zu X 2 ge 
hörige Zeit ist. 
"Wollte man den vom‘Blasrohre herrührenden Widerstand ver- 
nachlässigen, so würde die Gleichung (3) diese: 
4A? 4? nn 
er PEN N oder ve ah ; 





177 


Für ein unendlich grosses x wird die Geschwindigkeit constant 
er 
nommen nie Statt findet, so tritt er doch in der Wirklichkeit an- 
nähernd bald ein. 

Die hier gegebenen für eine horizontale Bahn geltenden For- 
meln gelten auch für geneigte Ebenen, wenn man in (2) für A? 
diesen Werth setzt: 


r 4 
UAEeL cos — (M-Hm) sin 
17 = 


M-+m+ 


Obgleich dieser Zustand genau ge- 








Be mA? 
R: 


Um zu berechnen, wie weit ein Wagenzug sich noch fortbe- 
wegt, wenn bei einer bestimmten Geschwindigkeit die Dämpfe zu 
. wirken aufhören, muss man die Gleichung (2), nachdem darin p 
und Ehe gesetzt, so integriren, dass für 20, » einen bestimm- 





ten Werth »’ hat. Man erhält dann 
A? rn 
A a AN 


Um steilere Ebenen ohne stehende Dampfmaschinen mit Dampf- 
wagen noch hinanzusteigen, bedient man sich zweier Züge. Man 
lässt nemlich einen Zug auf der schiefen Ebene heruntergehen , wäh- 
rend der andere, der mit dem ersten durch ein auf Rollen liegendes . 
Seil verbunden ist, auf einer zweiten parallelen Ebene herauf geht. 
Dass ein solcher Betrieb noch einfach und sicher, wenn die Ebene 
nicht zu steil ist, ausgeführt ‘werden kann, hat die Elberfelder 
Bahn bewiesen. Wir wollen für diesen Fall noch die Geschwindig- 
keit berechnen, womit ein Zug eine solche Ebene noch hinangeht. 
Zu diesem Ende wollen wir, der Einfachheit wegen, die beiden 
Züge in allen Theilen gleich setzen. Es hindert aber nichts diese 
Rechnungen auf ganz verschiedene Züge auszudehnen. Das Seil, 
welches die beiden Züge verbindet, habe bei der Länge /” das Ge- 
wicht G ; die Halbmesser der Rollen und deren Achsen seien o, ’; 
der Reibungscoeflicient an der Achse der Rollen sei «”. Ist nun 
die Geschwindigkeit der Züge v, und x der von denselben durch- 
laufene Weg von dem Kopfe der schiefen Ebene angerechnet: 
dann ist der Widerstand des hinaufgehenden Zuges mit Beibe- 
haltung der früheren Bezeichnungen: 








7,7 ER a RN BD 
er ni ne .G u) cos db +25»? + (M4m-+ L m .G)sinW, 
und des heruntergehenden: 
= Gum) cos» —(M-+m+-2..G) sind’ + esv?: 
R ur A Q jr i BEER 
der Widerstand von beiden Zügen ist also: 
/ | Z 
2 Ka +G6G 9 u”) cos a . G sn ® +2esv?. 
OÖ 


Theil VI 12 
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Hierbei ist der aus der Steifigkeit des Seils der grossen Seilrollen 
hervorgehende Widerstand ausser Rechnung gelassen. 
Setzt man die Kraft der beiden Maschinen auch gleich und 


jede wie früher: un (p — g») , dann ist die beschleunigende Kraft: 
de] Mur ne’ an 2a) Be 
3D (P-r)—( R + ee. cos —E$SV Sn . G sınıb 


R—4g ee ; 
2M + 2m ER Mi 
E 





wo m’ das Gewicht der Rollen und m’.4'? das Moment der Träg- 
heit bedeutet. Hieraus erhält man zur Bestimmung der Geschwin- 
digkeit wie in (1) folgende Gleichung: 


vdv 4 
DE ae 


deren Integral die Abhängigkeit von x giebt. k 
Numerische aus Versuchen entnommene Detaile werde ich 
an einem andern Orte mittheilen. 7 





AXVEHII. 


Auflösung der Aufgabe: 
in ein gegebenes Viereck ein Quadrat 
zu beschreiben; nebst einigen Sätzen, 
welche zu beweisen sind. 


Von 
Herrn Fr. Seydewitz, 


Öberlehrer am Gymnasium zu Heiligenstadt. 
Ä 


en ET % 


A. Trigonometrische Behandlung. 


Analysis. N 
_ Es seien in einer Ebene (Taf. III. Fig. 4.) die Geraden A, A,; 
B,B, als die Gegenseiten eines einfachen Vierecks gegeben, und 
P»9:T,$,f;s 9 der Reihe nach die Durchschnitte von A,B:; 
B,A,; A), B,; B,, A; A, A,; B, B,; man denke sich ein 
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Quadrat aba,b,, dessen Gegenecken a, a,; 5b, b, auf jenen Ge- 
raden liegen; es werde die Länge von /g mit a, die Seite des 
Quadrafes mit 9, die Winkel, welche A, A, und ab mit der 
Richtung von f nach g bilden, mit &, «, und p, und die Winkel, 
welche 3, BD, mit der Richtung von y nach f bilden, mit 8, ß, - 
bezeichnet. Diess vorausgesetzt, so hat man, folgende Relationen: 


rip sin fı , 3 sid a, . . 
RE nlar,) 97 an ete)) 
sin ß sin & 


PFenarn’ PT” 
sin (« +) sin$, —sin («},)sin # Zu sin « sin (Pf, —?) 








tar Enlate), Panel feineth) 
a sin (#-+«) sine, — sin Bte)sina _ sin 8 sin (@, —«) 
BAT gin(ate)sin(@ta,) sin Bte)sin (te) 
2 Pr sin(?—p), _ „sin(c+p). 
ea TI ehe) 
cos (PP). - Hp cos(e,+p),. 


| 9 net)” PTT ale, +p) 
also EP u LE RA EZ —g)sin(«-+P) 


sin (@+8)sin (@+P,) 
EP AP BIRBI ER IF EUERa 12) Bin tar 
sin(«+£)sin(8-+«,) 


Aus 1) und 2) ergibt sich: 


ass Ri eu did Var a sen Ba a a 
sin(@F g) sin (a FP)F eos(u Fp)sin(e 4) 


(sin 8cotp—cosß) sin (Pf, +«)+ (cosß, cot g+sinß,)sin («a+B) 
(sine cotp+cosa) sin(a, +8) + (cosa, cotp—sina,) sin(a +) 


sin « sin - 
(HP). ja, 


sin#sin(e, —«)“ 
sin 8 sin (@, —«)|cos$#sin (8, +«) — sin, sin («-+f)] 
_ L+sinesin(#, —) [cosa sin (a, +4) — Sina, sin(ot#)] I zZ 


1 teinasing, 76) [eosaain (a 9) —einarsin et I zZ 
Br sinß sin (e, —«a) [cos ß, sin (+?) + sinßsin(#,+e)] 5 N 


— sin.« sin (fı—P) [cos eı sin (« +#)+sinasin (“+ £)] 
Endlich ergibt sich nun aus 2) und >): 


. 
9 








4) pa _ sin (8—g) _ sinßcotg—cos? _ Zsin?—Neosß _Zı. 

pb sin(«49) sin«cotptcose Zsina+Ncosa N, 

Z, =—sin®sin(«, — e)sin(@+2)]| cos cos f, +sinfsin?, | 
187 








150 


BR {% sin (&,-4P) (sin cos«a-+cosfsin«) 
Den (Br -#) Kad +P)(cos ß cos «, — sin sin «, )# 


Zain (Hg AM + +eneched 


— sin®sin (a, —a)cos(f,—Pß) 


N, =sin(«+4P) 129 («, — a) (cos (8, +e)+ sin (#, + e«)) 


— sinasin(?, — 8) cos(e,—«) 


» . pa__ 
folglich “a 


sin a sin (?,—B) [cos («| +8) + sin (@, + 8)] — Sin sin (a, —«) cos BB) 
sin? sin (@a,—e) [cos (Pf, +«) + sin (?,+«)] — Sin e sin (f, —£) cos (a, —e) 


Konstruktion. 


1) Aus irgend einem der vier Punkte p, 9, r, s, z. B. aus p, 
dem Durchschnitte von A, B, fälle man auf A, eine Senkrechte 
pc, nehme auf A, die Strecke cd>=cp und ziehe pd. ‚Sodann 
errichte man in p auf D eine Senkrechte, fälle vom Punkte e, 
wo letztere die 5, schneidet, eine Senkrechte ei auf pd, welche A, 
in h (und pc inn) schneidet, und lege durch A mitpec eine Parallele; so 
erhält man, als Durchschnitt dieser letzteren mit A, einen Punkt 4. 

2) Auf dieselbe Weise, indem man nur die Geraden Aund 2, 
A, und BD, mit einander vertauscht, suche man die den Punkten 
c, d, e, h, k entsprechenden Punkte c,, d,, e, A, Au 3 

3) Jetzt verbinde man die Punkte % und %, mit einander durch 
eine Gerade, welche A, inv, BD, in w schneidet, beschreibe über 
kk,, als Diagonale, ein Quadrat ka%k,B. und über vw, als. Diagonale, 
ein zweites vywS, und verbinde die Punkte «& und B mit p durch 
zwei Gerade, und 9 und 6 mit r durch zwei andere; so ist einer 
der Punkte, in welchen letztere die beiden ersteren schneiden, 
aber auch nur einer, z.B. m, der Mittelpunkt eines Quadrates 
aba,b,, dessen Ecken a, a,; b, b, auf A, A,; B, B, liegen; 
und zwar sind die Diagonalen desselben den Seiten, und die Sei- 
ten den Diagonalen der- beiden vorigen parallel. Errichtet man in 
k (oder k,) auf kkı eine Senkrechte, welche DB, (oder A,) in 
schneidet, beschreibt über k%k,, als Diagonale, ein Quadrat, un 
verbindet die beiden neuen Ecken desselben mit s (oder 9) durch 
zwei Gerade, so geht eine von diesen ebenfalls durch den Punkt Mm, 
so dass also über diesen Punkt keine Ungewissheit weiter bleibt. 


Beweis 


1) W. pfr=a-e, W. pgr=ß,—ß, W, par=a,+ß, W. 
pst—=P te; pe=pf. sin (m —e), fe=pf. cos (a, @), pe=pg. 
tang (B, — PB), gd=ge+pe=pg. (08 (a +B)+sin(a+B)); pc, 
—=pg.sin (Pf, —P), gcı=pg.cos (Pf, —P), pe—pf-tang (a —«), 

; sin 
sd = so 4 pe =ps. (008 (Ai te) + sin (Arte); = Se 

Da W. peg=epg=R, so ist W. ad Wie und da W. 
eip= W.peq =, so ist W. pdg= W. pne=W. dpc= W. nhe 
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—ıR, also Apgd DA pen, ne=he, und pg:pe=dg:pn; dem- 
nach pn =pe se =pg.tang (?,—P) (cos (a, +P) + Sin («,+P)), und 


14. 
he=ne—=pn—pc=pg .tang (P,—P) (cos (a, + 8)+ sin (a, +£)) 
— pfsin (« —a«). | 

Ebenso ist 


he =pftang( a — a) (608 (ta) Fsin (Bi +«)) -pg.sin (A, —P). 
2) Da Ahk|[|pe, h,k,||pc,, also 


sfipkcf.ch! pg: ph =eg:chh: so ist 
ar he I: hı£ı ef  he.cos (A—P) _ 


pk\ pg pf hic.cos(e —e) 


29 sin (#, —P) (cos (a, +B) H+Ein(e, +B))—pfsin (a, —«) cos (Pf, —$) 
pfsin (@«, —e) (cos(#,+«) + sin (3 .4+«)) — pg sin (8, — P)cos (a, —a) 


3) Zieht man durch einen beliebigen Punkt m der Linie 

pr mit ke und %k,« die Parallelen ma und mb, welche von A und 
B begrenzt werden, so ist ma:mb=ka:ka=1l:1l, also W. mab 
—mba—=4 R=W. akk,; folglich ab || k%.. 
Denkt man sich in k auf kk, eine Senkrechte errichtet, welche 
B, in %k, schneidet, sodann über %%,, als Diagonale, ein Quadrat 
- beschrieben, und die neuen Ecken desselben mit s durch zwei 
Gerade verbunden, so werden die Seiten dieses Quadrates mit 
denen des k«a%,8 einerlei Richtung haben, und eine dieser zwei 
Geraden wird die p»in einem Punkte « schneiden, welcher in der 
Richtung von ko und %k,« sowohl von A und Z, als auch von A 
und BD, gleichweit absteht,, d. h. ua, = uf, —=uß',, wenn die Punkte 
Eis fo» ß', au A, DB, B, liegen, und ,uß', || k®,: wo, || ke ist. 
Denkt man. sich nun 2, um we’ ,—ue verlängert, so ist @oßo@'oß'o 
ein Quadrat ; und es ist zu zeigen, dass die Ecke a’, auf A, liegt, 
und dass die Punkte z und m identisch sind. 

Man denke sich durch «’, mit A, eine Parallele A, gelegt, 
welche A in f, schneiden möge, so sind die Winkel, welche A, 
mit A, B bildet, —a,—e, «,+f; und es mögen die Winkel, 
welche A und B mit /,9 bilden, «, und %, heissen. Wird nun 
die in der Analysis gegebene Entwickelung in Ansehung der Ge- 
raden A, B, A,, B, und des Qudrates «,#,«',f, wiederholt, so 
findet man: | | 


p«._Sine, Sin(ß, —P)(c0s(a FE)+Sin(e+#))-Sinß,sin(e, —e)cos(,—P), 
p8, Sin®, sin(@,—«)(cos(? te)+sin@, +e))—sine,sin(ß —P)cos (— 0)" 





vergleicht man aber diesen Ausdruck mit dem Kir Din 2) gefun- 
“1 


| Ph 7 
denen und bedenkt, dass kA, || «,ß,,. also 1 7, =, ‚„ und dass 
| pkı PB 
- sin o,:sinß,=pg: pfi ist, so überzeugt man sich, dass pf, =pf 
sein, also A, mit A zusammenfallen muss. “ 
Und da nun zue’,=uf',, also der Punkt « auch auf der Ge- 
raden rö (oder ry) liegen muss, so sind die Punkte x und m, 
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und somit auch das Quadrat «, £o «', 8’, mit dem durch die Kon 
struktion erhaltenen Viereck aba,b, identisch, 


Determination, 


Da zwei Quadrate mit parallelen Seiten ähnliche und ähnlich 
liegende Figuren sind, also die Geraden A, A,, B,B,, welche 
ihre Ecken paarweise verbinden, ‚in einerlei Punkte convergiren, 
so kann es für die gefundene Richtung %k, nur einen einzigen Punkt 
m geben. Da aber die Punkte d und d, ein jeder resp. sowohl 
auf der einen als auf der andern Seite von pc und pc, liegen kann, 
man also zwei Punkte % und zwei Punkte % erhält, so scheint es, 
‚dass die Aufgabe im Allgemeinen einer Anzahl von vier Auflösun- 
gen fähig ist. Hierüber wird die folgende Untersuchung ein be- 
. stimmteres Urtheil gewähren. 

Anm. Ist 4|| A, und B || B,, so ist sine:sin? = pg:pf 
—1, cos(,—e)=cos (fl —-$ß) =1, sin (a, —a): sin (ß —B)= 


P9 sin(«+ß) : sin («+P)=pg:ps, wodurch sich die obige Kon- 


struktion sehr vereinfacht. 





B. Mittels projektivischer Gebilde. 


Analysis. 


Der Mittelpunkt des gesuchten Quadrates ist der Mittelpunkt 
der Hypotenusen zweier gleichschenkliger rechtwinkliger Dreiecke, 
deren jedes einem von zwei gegebenen Dreiecken eingeschrieben 
ist, also der Durchschnitt der geometrischen Oerter dieses Mittel- 
punktes für die zwei gegebenen Dreiecke. | 
-. Es sei (Taf. III. Fig. 5.) npg irgend ein gleichschenkliges, bei 

rechtwinkliges Dreieck, dessen Ecken n, q, p auf drei der 
ke nach gegebenen Geraden A, A,, A, liegen, m sei der Mit- 
telpunkt von ng, also mm =mp=mg und W. qmp=R. Es seien 
B, B, die Durchschnitte von A, mit A, 4, He B mit pg die 
Parallele a’, welche A, in a, schneidet, und durch 2, mit pn die 
Parallele «',, welche A in a schneidet, gezogen; ferner seien Ba 
und D,« oder a” und a”, parallel mit pm, und der Punkt m mit B 
und D, durch zwei Gerade a, a, verbunden, welche resp. die a”, 
und a’ in « und «, schneiden. Diess vorausgesetzt, so ist 
A Ba, mw Apgym und AB aacwA pnm, W.a, Bu =W.gpm=\W. 
Be —W.npm—=4R und Ba: Ba, =pm:pg=pm:pn= Be: Ba 
—1:Y 2. 

Die Geraden a’, a’, sind, ebensowie pg, pn, rechtwinklig zu 
einander; denkt man sich also das Dreieck npg fortwährend unter 
denselben Bedingungen variirt, und die den Linien d, Ay a, a, 
a”, a”, entsprechenden Linien der Reihe nach mit d, d, 5, b’, 
We ET, dr A Kunkhldie 
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den Punkten a, a,, «a, «a, entsprechenden Punkte mit b, b,, 8 fi; 
6, €1> 75 Yı5 d> dis 0, 5 »... bezeichnet, so liegen die Durchschnitte 
je zweier Gersien a, a; bb, bb; cd, cl; dd, d,.... auf einer 
Kreislinie ; deren Durchmesser BB, ist; und da W.a, Ba, —=b,BP, 
— et By=d,Bö,....=aBa=bB$=ıiBy=dBI....—=!R, un 
Ba, :Ba—=B$, : Bb,— By, : Be, = Bd: Bd... =B,e:Baa= BP: Bd 
—=Br:Bit= Bö: d...=1l:Y 2 ist, und da sämmtliche Punkte 
Ads Cs d,.... auf einer Geraden A,, und sämmtliche Punkte a, 6, 
, d.... auf einer Geraden A liegen, so müssen‘, nach einem be- 
kannten Lokaltheorem, auch die Punkte «@,, 8, Yu A ++: alle auf 
einer, und die Punkte «, $, y, ö... alle auf einer anderen ’Geraden 
liegen. Bedenkt man endlich, dass sowohl die Geraden «',; b’, c’, 
d... und a”, 6”, c”, d”..., als auch die Geraden a’, b’,, e', d’ı.-- 
und a”, 6”, e”,, d”,.... zwei concentrische projectivisch - gleiche 
Strahlbüschel bilden, so kann man der Reihe nach setzen: 


Baar EB EB la, -) 
ee, di.) = Bla, 0, 0, IB la dcr dia.) 


also ist D(a, b, c, d...)=B(a, OR RO: ERBE SR 
Da je zwei Strahlen a”, a’ parallel sind; so müssen sich 
irgend zwei derselben, und folglich auch zwei der Strahlen a, a,: 
‚ve 


.b, by... längs der Geraden 2 reinigen, also ist 
B(a,b, e,d..)=B,(a; db, &> dı--.); d.h. 


die Durchschnitte sämmtlicher Strahlenpaare a, a; db, db; ce, c: 
d, d,..., oder sämmtliche Punkte m, liegen in einer Geraden S 

Macht man W. BB, g=W. B,Bh=!R und Bi=hi, B,k 
—gk, so sind offenbar auch i, k zwei solche Punkte m, also die 
Gerade S durch diese zwei Punkte leicht zu konstruiren. 

Jeder Punkt m dieser Geraden hat also die Eigenschaft, dass 
wenn man durch ihn eine Gerade ng legt, welche von A, A, be- 
grenzt und in m gehälftet wird, und in m auf ng eine Senkrechte 
mp errichtet, welche von A, begrenzt wird, jedesmal mp =mn 
-=-mg Sein muss. Uebrigens gibt es allemal zwei Gerade S, 
und nur wenn A|| A, fallen beide in eine zusammen. Sie schnei- 
den sich auf A,; und je zwei denselben entsprechende Dreiecke 
npg und n,p,g, (wo nundn, auf A, y und, auf A, liegen) haben eine 
solche Lage zu einander, dass wenn durch blosse Verschie- 
bung des einen n,p,9, in der Ebene die Punkten, n, 
vereinigt werden, und die Gerade n, q,in die Richtung 
vonnnachg gelegt wird,diePunktep,p, auf verschie- 
dene Seiten von.ng fallen. 


Konstruktion. 


Sollen (Taf. III. Fig. 6.) die Gegenecken des gesuchten Quadrates 
paarweise auf den gegebenen Geraden A, A, und B, B, liegen, 
und sind 9, 9, 7, s die Durchschnitte von A, B; B,A,; A, B.: 
B,, A, so beschreibe man über irgend zwei der vier Strecken 99, 
qr, rs,sp, z. B. über pg und rs, als Diagonalen, zwei Quadrate. Zwei 
anstossende, von ? und g ausgehende Seiten des einen mögen die 
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A, und A in den Punkten p, und g, die beiden anderen Seiten 
dieselben Geraden in 9, und g, schneiden, und aufähnliche Weise 
seien durch die Seiten des anderen Quadrates die Punkte s, und r,; 
s, und r,, bestimmt. Man verbinde die Mittelpunkte der Strecken 
pp, und gg, mit einander durch eine Gerade S, und ebenso die 
Mittelpunkte der Strecken ?p,, und gq,; ss, und rr,, ss, und rr,, 
durch die Geraden $S,, S,, 8,. Die ten S; S, schneiden die 
Geraden S,, S, in vier Punkten m, m, m;, m;. Legt man durch 
irgend einen dieser Punkte, z. B. durch m, eine Gerade aa,, 
welche von A, A, (oder B, B,) begrenzt und in m gehälftet wird, 
und errichtet in m auf aa, eine Senkrechte, welche 3, B, in 5, b, 
schneidet, so ist mb= ma—= ma, — mb, ; aber in zwei Fällen fallen 
die Punkte 5, 6, mit dem Durchschnitte von ZA und BD, zusammen, 
und nur in den. beiden andern bilden die Punkte a, b, a, b, ein 
Quadrat. | 


Beweis. 


. Da der Punkt m zur Geraden S gehört, so folgt aus der Ana- 
lysis, dass mb=ma=ma,, und da er auch zur Geraden $S, ge- 
hört, so ist auch mb, =ma= ma,, also sind a, a, und b, b,, wo- 
fern nicht 5 und d, zusammenfallen, die Gegenecken eines Qua- 
drates. Da nun mb=ma=mb,, so muss der Punkt m auch auf 
einer der beiden Geraden liegen, welehe man ebenso wie S, 8, 
findet, indem man A, A, mit B, B, und Bmit A vertauscht u. s. w. 
Welcher zwei der vier Strecken P9, gr, rs, sp man sich also auch 
zur Konstruktion der Punkte ın, m,, m,, m, bedienen mag, allemal 
werden dieselben Punkte sich darunter befinden, welche in irgend 
einem Falle Quadrate liefern. 


Determination. 


Nennt man irgend zwei Dreieeke npgund n,?,9, (Taf£.lll. Fig.d.) 
welche zu zwei der vier Geraden S, 8,.8,;, 8; (Taf. II. Fig.6.) 
gehören , gleichliegend. oder ungleichliegend, jenachdem die Punkte 
P, pP, auf einerlei oder auf, verschiedene Seiten: von ng fallen, 
wenn das eine Dreieck auf die in der. Analysis angegebene: Weise 
verschoben wird, und sind m, m, z. B.die Punkte, wo S, von S und 
S, geschnitten ‚wird, so lässt sich folgendermassen urtheilen. Ist 
irgend, eines der Dreiecke, welche zu S, gehören, mit irgend 
einem. der zu ‚S gehörigen gleichliegend, so müssen, weil: alle 
Dreiecke, welche zu einer und derselben Geraden gehören , gleich- 
liegend sind, je zwei Dreiecke, welche zu S und S, gehören, 
gleichliegend sein, und da je zwei zu S und S, gehörige Dreiecke 
ungleichliegend sind, so müssen auch je zwei zu S, und $, ge- 
hörige ungleichliegend sein, und umgekehrt. Gesetzt also, es 
fielen die durch m erhaltenen Punkte 5, 5, zusammen, so wären 
die Dreiecke aba, und ab,a,, deren eines zu S, das andere zu $, 
gehört, gleichliegend; folglich würden die beiden durch den Punkt 
m, erhaltenen, zu S, und S, gehörigen Dreiecke ungleichliegend 
sein, also ein Quadrat bilden, ‘und umgekehrt. Hieraus folgt, 
dass allemal zwei, aber auch nur zwei der vier [Punkte m, 
m. M,; m, Quadrate liefern. 
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Uehrigens geht die Unmöglichkeit, dass die Aufgabe vier 
Auflösungen habe , noch einfacher schon daraus hervor „weil einer 
jeden: der Strecken pg,. gr, rs, sp ein Paar Gerade S, S;, ent- 
sprechen , und eine jede von diesen acht Geraden zwei der Punkte 
IM, Ms M,, Mm, verbinden müsste, was unmöglich ist, wenn. nicht 
. zwei derselben mit zwei anderen zusammenfallen sollen. 

5 Anm. Ist 4|| A, und B || DB, so fallen alle, vier, Punkte m 
mit. dem Mittelpunkte des Parallelogramms zusammen, und dann 
wird \die zuletzt gegebene Auflösung illusorisch, weshalb. man in 
diesem Falle die in der vorigen Anmerkung angedeutete oder auch 
die,iin. Diesterwegs Geometrischen Aufgaben. nach 
der Methode der Griechen S. ‚166. mitgetheilte Auflösung 
zu, wählen‘ hat. 


Zu beweisende Sätze. 


%« 


1: Bildet man 'aus einer beliebigen Anzahl » Tangenten. eines 
Kegelschnittes, deren Berührungspunkte alle auf einerlei Seite der 
Hauptachse liegen, irgend ein einfnches n-Eck, so ist die Summe 
der Winkel, unter welchen der Abstand der. Brennpunkte von ein- 
ander von den Ecken aus gesehen wird, eben so gross als die 
Summe:;der Winkel, unter welchen derselbe Abstand von den Be- 
rührungspunkten aus erscheint, und ist daher für alle so möglichen 
3.4.8...(%%— 1) einfachen: n- Ecke von gleicher Grösse. 


2.. Haben eine Schaar von Kegelschnitten, welche 


eine reelle oder ideale Sekante | einen reellen. oder. idealen Tan- 
semein haben, mit, einem und | gentendurchschnitt gemein haben, 
demselben Kegelschnitte.eine re- | mit einem und. demselben Kegel- 
elle oder ideale doppelte Berüh- | schnitte eine reelle ‚oder ideale 
rung einerlei Art: @) so liegen | doppelte Berührung einerlei Art: 
auf jeder Tangente des letzteren ! a) so ist jeder Punkt des letzteren 
zwei projektivische Gerade, deren | der Mittelpunkt zweier projekti- 
entsprechende De auf | vischer Strahlbüschel, deren 
jenen ersteren Kegelschnitten | entsprechende Strahlenpaare die 
liegen , und, zwar sind allemal im | von demselben an die ersteren 
Berührungspunkte und auf. der | gehenden Tangentenpaare sind; 
gem. Sekante entsprechende | undzwar sind längs der Tangente 
Punkte vereinigt; 5) und je zwei | des letzten Kegelschnittes und in 
Taugenten. des letzten. Kegel- | der Richtung nach dem gem. Tan- 
schnittes sind aufzweifache Weise | gentendurchschnitte entsprechen- 
in Ansehung der Punktenpaare, , de Strahlen vereinigt; 5) und jeder 
in denen sie von den ersteren | dieser beiden Tangentenbüschel 
geschnitten werden, perspekti- | ist mit einem der beiden, welche 
visch; und zwar liegen die beiden | irgend einen anderenPunktdessel- _ 
Projektionspunkte auf der gem, | ben Kegelschnittes zum Mittel- 
Sekante; c) dagegen sind die- | punkt haben, perspectivisch ; und 
selben in Ansehung der, auf die | zwar gehen die beiden perspec- 
beiden noch übrigen Weisen | tivischen Durchschnitte nach denı 
combinirten Punktenpaare zwar | gem. Tangentendurchschnitte ; c) - 
projektivisch, aber schiefliegend. | dagegen ist derselbe mit dem 
jedesmaligen anderen zwar pro- 
jektivisch, aber ehiöfliegend, 
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3... Haben eine Schaar von Kegelschnitten,, welche 


eine reelle oder ideale Sekante | einen reellen. oder idealen Tan- 
semein haben, mit einem und | gentendurchschnitt gemein haben, 
demselben Kegelschnitte eine re- | mit einem und demselben Kegel- 
elle oder ideale doppelte Berüh- | schnitte eine reelle oder ideale 
rung einerlei Art: «) so liegen | doppelte Berührung einerlei Art: 
die Berührungspunkte aller Tan- ! a) so umhüllen alle Tangenten der- 
senten, welche von irgend einem | selben , deren Berührungspunkte 
Punkte der gem. Sekante an jene | mit dem gem. ae lerch- 
Kegelschnitte gezogen werden, | schnitte in gerader Linie liegen, 
auf dem Umfange eines neuen | einen neuen Kegelschnitt, welcher 
Kegelschnittes, welcher den letz- | den letzteren ebenfalls, und zwar 
teren ebenfalls, und zwar unter | längs dieser geraden Linie, dop- 
jenem Punkte (als Berührungs- | pelt berührt, und welcher mit den- 
pole) doppelt berührt, und wel- | jenigen Kegelschnitten, die von 
cher mit denjenigen Kegelschnit- | den harmonischen Polaren je eines 
ten, die die harmonischen Pole | beliebigen Punktes in Bezug auf 
je einer beliebigen Geraden in ! die erste Schaar umhüllet wer- 
Bezug auf die erste Schaar ent- 
halten —, einerlei Sekante gemein 
hat. 5) Alle mittels der einzel- 


den — , einerlei Tangentendurch- 
‚schnitt gemein hat. 5) Alle mittels 
.| der einzelnen Strahlen des gem. 
nen Punkte der gem. Sekante je- | Tangentendurchschnittes ' jener 
ner Schaar so erzeugten Kegel- | Schaar so erzeugten Kegelschnit- 
schnitte bildeneine zweite Schaar, | te bilden eine zweite Schaar, wel- 
welche eine Sekante gemein und | che einen Tangentendurchschnitt 
mit demselben Kegelschnitte als | gemein und mit demselben Kegel- 
die erste Schaar eine doppelte | schnitte als die erste Schaar eine 
Berührung einerlei Art haben. | doppelte Berührung einerlei Art 
c) Diese beiden Schaaren von hähen c) Diese beiden Schaaren 
Kegelschnitten stehen in..voll- | von Kegelschnitten stehen in voll- 
kommener Wechselbeziehung zu | kommener Wechselbeziehung zu 
einander, d. h. die erste kann | einander, d. h. die erste kann aus 
aus der zweiten ebenso, wie diese | der zweiten ebenso, wie diese 
aus jener, erzeugt werdenu.s.w. | aus jener, erzeugt werden u.s. w. 


4. Die Seiten sämmtlieher Dreiecke, welche einem gegebenen 
Dreiecke eingeschrieben und einem anderen gegebenen Dreiecke 
ähnlich sind, sind die Tangenten dreier Kegelschnitte, deren jeder 
zwei Seiten des ersteren Dreiecks berührt. 

Dieser letztere Satz führt zu einer ziemlich einfachen Lösung 
der Aufgabe: In ein gegebenes Dreieck ein zweites zu beschreiben, 
welches einem gegebenen dritten ähnlich sei und dessen eine 
Seite dutch einen gegebenen Punkt gehe. 


- 
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AXEX. 


Veber bestimmte Integrale und Sum- 
| mirung einiger Reihen. 


Von 
Herrn F. Arndt, 


Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 


Die vorliegende Abhandlung beschäftigt sich vorzüglich mit 
der Entwickelung des bestimmten Integrals 


u plog sinpdop, 
0 


welches von Hill zuerst angegeben und von Clausen in Crelle’s 
Journal Band VII. S. 309. besonders untersucht worden ist. 
beide Geometer erhalten — 3%? x? log2 als Werth des obi- 
en Intesrals. Die Ulausensche Entwickelung ist sehr einfach. 
Sie geht von der bekannten Gleichung aus: 


logsing = — log2— cos2p — 3 cos dp — 1 cos6P — etc. 
Multiplicirt man nämlich auf beiden Seiten mit pdp, und integrirt 
zwischen den Grenzen 0 und ax , so'ergiebt sich, da Rn cos2kpdp 


verschwindet, auf der Stelle der angezeigte Werth. . 
Indem ich mich nun bei anderen Untersuchungen des Werths 
jenes Integrals bediente, gerieth ich auf einen Widerspruch , der 
mich veranlasste, die. obige ‚Entwickelung einmal genau durch zu 
nehmen, und bald entdeckte ich, dass in ihr ein Fehlschluss ob- 
walte. Dieser liegt in der Annahme der obigen Gleichung, welche 
aufhört richtig zu sein, sobald sin p negativ, oder logsinp imagi- 
när wird. Dieser Fall tritt nun wirklich ein, wenn n grösser als 
die Einheit ist, indem dann der Bogen $ wegen der Integrations 
grenzen durch den dritten und vierten Quadranten geht, wo sein 
Sinus negativ wird, und somit gelangte ich zu der Ueberzeugung . 
dass Hill einen unrichtigen Werth angegeben hatte, welches sich 
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durch meine eigene Eutwickelung in der That bestätigt hat. Zu- 
gleich ist log sing selbst unbestimmt, indem ein Logarithmus be- 
kanntlich unendlich viele Werthe zulässt, weswegen angegeben 
werden muss, welchen dieser Werthe man verstanden wissen will. 
Meine Entwickelung weicht nun von der Clausenschen nicht 
nur ab, sondern sie leitet mich zugleich auf die Summation von 
Reihen, die ich der Mittheilung nicht: ganz unwerth halte. End- 
lich reiht sich die Untersuchung des einfachern Integrals 


1m24 NIT “ ı 
- f. logsinpdop 
0 


Nach diesen Bemerkungen schreite ich zur Sache, und erinnere 
rücksichtlich der vielfachen Werthe eines Logarithmus, und der 
Bedeutung des Logarithmus einer negativen Grösse an die aus 
Cauchy’s Cours danalyse de l’ecole royale polyt, be- 
kannten Gleichungen 


an. 


(loga) = log a+2%kY —1, (log — a)=loga-+ &M+DaY-—1, 


wo loga den reellen Werth des Logarithmus der positiven Grösse a, 

Eee ar die Grössen auf der Linken den Complex aller Werthe 
des Logarithmus bedeuten sollen; % und } sind positive oder ne- 
gative, beliebige ganze Zahlen. 

Dieses Resultat ergiebt sich leicht, wenn man die imaginäre 
Exponentialgrösse eyv—-ı so definirt, dass sie aus der für ey be- 
kannten unendlichen Reihe hervorgeht, wenn yy —ı an die Stelle 
‚von y gesetzt wird. Dadurch erhält man definitiv eg VZ1=cosy 
+%Y-1 .siny. Ist-also 2 -+yY -ı der Logarithmus der beliebigen 
Grösse a, so hat man a=e* (cosy+Y-1 .siny), weshalb siny—=0 
und e”cosy—a. Wegen der ersteren dieser Relationen isty— ka, 
cos a tt (-1)*e*—=a. Ist daher a positiv, so muss % ge- 
rade und e=a (d.h. z=loga) sein; wenn aber a negativ ist, so 
ist nothwendig % ungerade und ee ——.a (d.h. »—log—a). Folglich 
wird 2 +yY—-1 =loga+2kxy 1, oder =log— a+ D4HD)aYV ZT, 
jenachdem «a positiv oder negativ ist, was oben behauptet wurde. 

Demnach ist jeder bolehize Werth von log sinp begrifien in 
den. Formeln 


(logsinp) —=log sing +2%2Y —1> 
(logsinp)=log—sinpg+ (2 + Yıy-l; 


indem die erste, oder die zweite verstanden wird, jenachdem $ im 
. ersten und zweiten, oder im dritten und vierten Quadranten 'endigt. 


1) 


Ich nehme endlich an, dass in dem Integralf ” plog sinpdy 


. Jür alle Bogen 9, die im ersten und zweiten, oder im dritten und 
-sierten Quadranten endigen, resp. % und } einen unveränderlichen 


Werth behalten. 
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I. Das bestimmte Integral Ya "ologsinpdp, in welchem x 
0 


eine positive ganze Zahl anzeigt. 


Führt man für sin pden gleichbedeutenden Ausdruck + I—-cosp? 
. ein, indem das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je- 
nachdem der Bogen m resp. im ersten und zweiten, oder im dritten 
und vierten Quadranten endigt, und entwickelt den Logarithmus 
. in eine unendliche (wegen cosp?<]1l convergirende) Reihe, so 
‚ erhält man nach einer von selbst verständlichen Bezeichnungsart: 


Ns 9 f. RER Jogsinpdo 
mt j 
rt EN RR 608 p2Pdo+2knN —1 CENT an, 


7 pP=1P)J Zmr amn 
r 2mn ß 
9) (eh plog sın dp 
‚r—e] 2mst 


Irifpinr, 
"rzıP (2m—1)r 


wo m eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Wendet man nun auf das erste Integral zur Rechten die allge- 
meinste Reductionsformel an, indem man cos 2? da zerlegt in 
cosp2P—-1 cospdp, und den letztern Factor integrirt, so erhält man 
den Ausdruck - 


| _. f2mn Rn 


Pcosp?r—1 sinoty, cosg*? +@p-1) [cosp2r—2 sinp*’do. 


Zerlegt man aber das letzte Integral dadurch, dass man, 1— cosp? 
für sing? nimmt, so entsteht nach der Zusammenziehung 


fe cos p2P do 


—Ppcosp?P—1 sing +5, 005027 +(2p—1) [ pcosp??P”?do. 


Bezeichnen demnach m und % zwei positive ganze Zahlen, so wird 


NIT Rn N 29 NIT 
sp dp= | 2P— 2 dp. 
ST oe0s0 ee [oeos0 p 


Diese Reductionsformel kann nun auf das Integral zur Rechten 
von Neuem angewandt werden u. s. f., da es aus dem zur Linken 
hervorgeht, wenn in diesem »—1 statt p gesetzt wird. Auf diese‘ 
Weise konımt durch gehörige Substitution 





nr % 12a Jer dr 3.93.4291) 
Day BEST EI SC Re ee ne 


Führt man diesen Werth in 2) und 3) ein, so, wird 
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Bf,” Ir plogsinpdo - 


1452 N) ol 2 1 
TER (Am+b = Fu I T te v1. (dm+1), 
6) un plogsin pdp 
| (2m—ı )n m 
SD (N PZ—®] 1.3:5..2p—1 + 
in ır:z I (dm — DE ae =: Al . (4m—]). 


Es liegt uns nun 2 die.hierin enthaltene Summe von unendlich 
vielen Gliedern zu bestimmen. Zu dem Ende versuche ich die 
Summation der allgemeinen , Reihe, deren allgemeines Glied 
1 1.3.5..2p—1) h d 

nn Sue ist, welche für jeden Werth von x, dessen 
absoluter Werth kleiner als die Einheit ist, convergirt, wovon 
man sich durch den einfachsten Satz von der Convergenz der 
Reihen sogleich überzeugt. ‘Die Summation gelingt mittelst der 
bekannten Binomialrerhe: 


1r5®1.3:6.. SD), 


1 
ee en no: 


Denn dividirt man mit z und multiplicirt mit dx, so entsteht ech 
Integration 


en ih 29: Al pl, ar, 


& Ft ‚2.4.6.....2p 


CGonst. + - 
Na | 


Hiernach ist das Integral auf der Linken zu bestimmen, und 
zwär'so, dass es für 2—0 verschwindet. 
u 


und 








Man zerlegt es aber in die beiden 
1% 


von denen das letztere unmittelbar Rt ist. indem es KR 
Werth —log x hat. Was das erste betrifit, so wird es rational 








durch die Substitution Y1l—-x=: y, nämlich I welches 
letztere wieder zerlegt wird in 1 rd + Fe ‚ also den Werth 
| —y 


log u hat. Führt man für , seinen Werth ein, so wird 


Sy audi dx = Const.— 2log(1+Y1— x), 
und wenn man es für z—=0 verschwinden lässt: 


je Act, BT AA 


0 x 
Demnach ist 
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151.135. Bo De out to 
2. 2.4.6..2. 2p ne log I D 


für jedes x, dessen absoluter Werth kleiner als die Einheit ist. 

Hier ist jetzt x—=1 zu setzen; allein es muss zuvor untersucht 
werden, ‘ob die Summe auf der Linken ‚noch für diesen Werth 
convergirt. Dass dies wirklich statt finde, erhellet aus. einem Thheo- 
rem von Raabe*), welches uns auf die Grenze des absoluten 


Werths von (ar —1)n hinweist, wo 4. das allgemeine Glied 

| 7,7 

"ist. Ist diese Grenze grösser als die Einheit, so findet Convergenz 

statt. Unsere Reihe entspricht nun in der ‘That dieser Bedingung, 

. 3+7 are ü 

da man leicht findet —? _ —1)n— — welches 3 zur Grenzehat. 
Un-- 


2+- 


Setzen wir also in 7) z—=1, so wird 











\ 
x PM 1 1.3.5.:2p—D_. „. 
RENNER rer ang TER 


Deshalb ist nach 5) und 6) 
8) fi (am+1 Im log sin pdp — — In?log2 (dm +1) +Ar°V —1.(4m+1), 
ZmTt 


9) ; iu plog sinpdp — 210g dm WII .(dm—D) 
si | 


(2m—ı) 


Setzt man in der ersten dieser Relationen m—1 für m, und 
addirt dann 8) und 9), so entsteht 


3m 1 
If log sinpdp 
(2m-2)r 
= 721082 (Im)? + And 1 .(dm-3) 4 HN TI. (dm). 


Nimmt man nun für m nach und nach die Zahlen 1,2, 3,...m 
' und addirt alle dadurch entstandenen Integrale, so wird 


f. log sin dp 
0 


«Ir ), Pla = 
lo On Hy. Om m HEN TI. @mHl)m, 


...*) Zeitschrift für Physik und. Mathematik. von. Baumgartner. und 
v. Ettingshausen. Wien 1831. | | 
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ee 
= an? (2m)t [log 2— kan TI. ra an „N. I.tg, a) 


Addirt man’ hiezu das Intesiki 8); so ergiebt sich nach leichten 
a : r 


na a ologsinpdp 


— 1? ml)? [log2- mV —1 dt) en v1. a4 50] 


12) FR plog sin gdo 


u ENT er —H 


Daher.ist jetzt 


„= N) 





wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen, und a=0 oder—1 
zu setzen ist, jenachdem n gerade oder ungerade ist. 


Ist n—=1, so wird 





Per; unendlich, allein die ganze Betrach- 





tung lehrt, dass dann — : aY—1.(d Fe sanz zu versuch 


sigen ‚ist, indem (der, Logaritkmus für ieh Inte BTETL NINE 
nicht imaginär wird. Daher ist für n—1 


om) f" aloböingdp— a [log2 VI 1]; 


welche Formel als Ah von 12) zu betrachten ist. 
Versteht man in. dieser Gleichung unter logsinp nur die 
reellen Werthe, 'welche es zwischen P=0 und $=r jedesmal 


erlangt, so verschwindet und es wird "o log sin pdo — 


0 
—43r?log2. Dann ist der von Hill angegebene Werth richtig, | in 
allen Ener Fällen ist er falsch. 
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II. ‘Das bestimmte Integral f "log sinpdp, in welchem 
0 


n eine positive ganze Zahl anzeigt. 


Der Werth dieses Integrals zwischen den Grenzen 0 und }r 
wird am leichtesten durch das Integral %L ” plog sinpdp bestimmt. 
0 k 
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Denn zerlegt man das letztere von = bis P=!r, und von = 
su bis =, und transformirt den zweiten Theil durch .die Sub- 


stitution p=nt—p', so findet man sogleich / '” log sin pdp = 


i Pe plogsinpdyp-. Also ist nach 13) 


1 j“ log sin pdp =— 3x (log? — MrY ZI). 


Da nun nach dem Begriffe eines bestimmten Integrals als der 
Grenze einer, Summe von unendlich vielen Elementen offenbar 


ir log sin pdp — rn logsin pdyp ist, so ist ferner 
15) ef: log sinpdpo = — x (log 2—2kıV —]). 
Ganz nach derselben Ansicht ist _ log —sinpdp= M log Rn pdp. 
Da nun log— sinp=logsin p+@A +D)aY ZI, so ist N logsinpdp 
RN sinpdo+ ar) Wil, ap, folglich i 


N De log sin pdop =! logsinpdp— (2A -+1 NT, 
* 0 
also | 
ur 28 sinpdp=—2r[log2 — 2 y ZI Hy ZT]. 
0 2 


Dieselben Werthe haben die Integrale von 2x bis Ar, von Ar bis 
67 u. s. f.; demnach hat man allgemein 


1 ae ir ZameLleed na a a ren]! 


Nun zerfälle man ED og sin pdop von o—=0 bis p— mr, 


Se "logsinpdop 


und vonp=2mzbisp=(2m+-1)r,so erhält man,da 
’ Dame 


& Yi "ogsinodp ist, nach 16) und 15) 
10) 


17) ni re Ping sin do 
0 


—— (2m +Dx[log2— 24 -1—-(2A+1) 


NV —1]. 





m 
2m-+1 


Folglich ist allgemein 
18) f ginn 
nel NZ Be ty 


Theil VI, 13 
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indem 'man a—=0 oder =1 zu setzen hat, jenachdem 'r' gerade 
oder ungerade ist. 


mo 


II. Summirung einer Reihe mittelst Transformation des 
Integrals 14). 


1 
Macht man in dem Integral J= " joesinpdo die Substitu- 


0 
tion SIinP—=x, so geht es über re 
| o#t1 
—=® 1.3.5. .p-D . 
Id x2P, 


binomischen Lehrsatze 1-2?) —-I— 5 


. Danun nach dem 


2p 
: eı 1 21.3.5..2p—]) 
ni n _22)3-1 3 
so ist „. scda|l—x?) 1 log gede gBi %p 27. 


0) 
27P+1 
Er lage Er folglich, da man 


2p+l Op+D? 
sich leicht versichert, dass z2r+1loga ER | verschwindet, 


F er ie Daher wird "logeda[-a2) 3-1] 


Es ist ar x2rlogedr— 


an 


es | +) 
5° PD Weilendlich—f "logedz=i, 
va pl) 2.4:6.....2p 0 
so hat man PR En h 1:3... (pl) 12. 
oY1-x2 . »=ı Op +1)22.4 Ze Be En 
oder nach 14) 
1 1.3.5..2p-D. | | 
19), 1 1.8.5..(29-1)_] 1089, il 
+2 ne ER 3.09, 


IV. Bekanntlich ist Arc sna—=x+ Zt 3.5. OD, v2rH1 
»—=1ı 2-4. 64 .3p.2p+Ll’ 
folglich 
20) et: ee Er fr wei I 
o YI-x? 
oder 





91) is Are sin de _ In 1082. 
A 


TC 





1logexdx 
*) Der Factor 2kryY — | muss hier verschwinden, af, a nur unter 


der Voraussetzung den Werth. 577 I TnE hat, dass unter logx der re- 
cHie Werth verstanden wird. 


—— Een 


KAX. 
Ueber eine geometrische Aufgabe. 
I Von | 


dem Herausgeber. 


“ 


In der von Herrn Director Rümker zu Hamburg herausge- 
sebenen trefllichen vierten Auflage des Handbuchs der Schiff- 
fahrts-Kunde. Hamburg. 1344., welche so eben erschienen ist, 
hat Herr Hofrath Gauss S. 81. — S. 84. eine schöne Auflösung der 
folgenden, auch von Herrn Director Rümker S. 72. aufgelösten 
Aufgabe gegeben: 

Aus drei in einer und derselben geraden Linie 
liegenden Punkten M, M,, M,;, deren Entfernungen von 
einänder bekannt sind, werdenzweiandere mit jenen 
drei Punkten in einer Ebene liegende Punkte S und 
S,,derenEntfernpungvoneinandergleichfallsbekannt 
ist, gesehen, und in den Punkten M, M,, M, die 180° 
nicht übertseigenden Winkel. SMS,, SM, S,, SM,S,, 
welche die voneinem jedender Punkte M, M,,M, nach 
S und S, gezogenen Gesichtslinien mit einander ein- 
schliessen,gemessen. Mansolldie gegenseitige Lage 
der fünf Punkte M, M,, M, und S, S, bestimmen. 

Ich hoffe die von Herrn Hofrath Gauss gegebene Auflösung den 
Lesern des Archivs, denen wohl nicht allen das Handbuch der Schifl- 
fahrts-Kunde zu Gesicht kommen dürfte, in einem späteren Hefte mit- 
theilen zu können, und will hier nur in der Kürze zeigen, wie sich 
vier verschiedene Auflösungen des vorliegenden Problems aus den 
bei Gelegenheit einer andern Aufgabe in der Abhandlung - Archiv. 
Thl.1V.Nr. XL. von mir entwickelten Gleichungen ableiten lassen. 

Ich nehme wie a. a. ©. die gerade Linie, in welcher die drei 
Punkte M, M,, M, liegen, als die Abscissenaxe eines. rechtwink- 
ligen Coordinatensvstems an, und bezeichne die bekannten Coordi- 
naten der Punkte M, M,, M, respective durch 


a N Ra 


- die unbekannten Coordinaten der Punkte S und 8, durch 2, y und 
| . ” . = ) ” ”*. “ . 
2, ,Y,. Ferner bezeichne ich die 180° nicht übersteigenden Winkel 


SMS, , SM,S,, SM,S, 


selbst oder deren Ergänzungen zu 180°, jenachdem man sich, um 
respective von dem Punkte 


MM, M, 
\ 13* 
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durch den Punkt S.zu dem Punkte S, zu gelangen, nach derselben 
Richtung, nach‘ welcher man sich bewegen muss, um von dem 
ERELHNEN Theile der Axe der x durch den rechten Winkel (xy) 
indurch zu dem positiven Theile der Axe der y zu gelangen, oder 
nach der entgegengesetzten Richtung hin bewegen muss, durch 


&, Ay Ag; ’ 
die bekannte Entfernung SS, durch 2e, und setze wie a. a. O. 
I) +2, =, y4 „=; 2-2, =, y-Yy=W,; 
also | 
2) zutun, y-otV; BU, y-9—dı 


Dann habe ich wie a. a. ©. S. 393. Nr. 35) zwischen den Grössen 
4, dv, u, dv, die drei folgenden Gleichungen: 


u’ +0’ — u)? —v? + 2cota. (uv, — vu) — 2au— 2acota. u =— a?, 
3) 3 wW4v’— u ?—v,’+2coto, . (uv,—vu,) — 2a,u —2a,cota, .v, =— a”, 
u” +v?’—u 2 —v, + 2cota, . (uv, —vu,) — 2a,zu—2a,cota,.v —=—a}; 


zu denen nun wegen der bekannten Entfernung 2e der Punkte S 
und S, von, einander die vierte Gleichung 


4)? un ne 


kommt. | I. 
Mittelst der drei ersten Gleichungen, welche in Beziehung auf _ 
die unbekannten Grössen 


wur nm? um vu ud, 


vom ersten Grade sind, kann man auf dem Wege gewöühnlicher 
algebraischer Elimination jede drei dieser vier Grössen durch: die 
vierte in linearer Form darstellen, so dass man entweder 


5) u +0" —u?—v?=A+Bu, ww =AH4+Bwu, u =As+Beu; 
oder | 
6) u?-+V? u? —=A'4+B’v,. um — vu —A'+B’ vw, u=A',+B',v; 
oder, wenn der Kürze wegen 
Much mu mu 

gesetzt wird, 

8) wen = 4" +B"t, u=4"+B"t, y=4",+B"st; 
oder endlich, wenn der Kürze wegen 
I) ww - vu =w 


gesetzt wird, 


10) 2? +02 — 12 DAN B"w, u A + .B" w, —4",+B" zw 


197 


erhält, wo die sämmtlichen durch die Symbole A und B bezeich- 
neten Coeflicienten als bekannt zu betrachten sind. i 

Was nun zuvörderst die erste dieser vier Auflösungen betrifft, 
so erhält man aus den drei Gleichungen 5) mit Hülfe der Glei- 
chung 4) leicht die Gleichung 


u(A2 + Bau) —uN ®+A+Bu—-—wW®—A +Bw 
also 
bla u(A2 + Beu)— (A, + Bu) 
Sr Ye?+A+Bu— u: : 
und folglich vermöge der Gleichung 4): . 
x | 
1 2u(As+B,u) — (A +Bu)$ hy) 
& ) e+A+Bu— u? +(A + B;u) | e 
Wie man, wenn man mittelst dieser Gleichung, welche, ge- 
hörig entwickelt, vom dritten Grade ist, w bestimmt hat, mit Hülfe 
der Gleichungen 4) und 5) auch v, x,, v,, und dann mittest der 
Gleichungen 2) auch x, y; x,, 9, bestimmen kann, unterliegt 
keinem Zweifel. | 
Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen 6) mit Hülfe der 


Gleichung 4) die Gleichung 

9 (A; +B’zv)—ut e2+A+ Bu — (A, 4 Biae)?= 4A, + Bo, 
also / | 
dal A’, +20) - (A, + Bw) 

A Ve2+4'4+ Buy —(A',+B’zo)? 


u 


und folglich wegen der Gleichung 4): 


12) a lAat Bo )-(A+B m)" ae, 
e2+4’+B’v — (A, +B'zu)? 





woraus sich nach gehöriger Entwickelung zur Bestimmung von », 
wieder eine Gleichung des dritten Grads ergiebt. Hat man », mit- 
telst dieser Gleichung gefunden, so lassen sich dann mittelst der 
Gleichungen 4), 6) und 2) auch leicht die Grössen x, v, u, und 
X, Y5 &,; Y, bestimmen. 

R Aus den Gleichungen 8) und 4) ergiebt sich 


(4",+B’t)(A’2 +2" st) — N 62 (A,+BV 0)2 = 4"+.B"t, 
also N. , | | 
„_ (4 HB") A", + B",- (44 B"N 
Tr ER 
Führt man nun diesen Werth von » und den Werth 


u=4" HB" it 
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in die Gleichung 7) ein, so erhält man mit Hülfe der Gleichung 
4) die Gleichung 
h 7 N 1 a 
13) (4", + DB" 02 2A”, + Bd) (A",4B",D-(Ar4Be$” 2 
) (4’, +2" 924 Po 7 0 1073) neh +1, 


welche, gehörig entwickelt, wieder zu einer Gleichung des dritten 
Grades führt. Hat man aber mittelst dieser Gleichung { gefunden, 
so können mittelst der aus dem Obigen bekannten Formeln auch 
die Ben unbekannten Grössen ohne Schwierigkeit bestimmt 
werden. 


Endlich erhält man aus dea Gleichungen 9), IO) und 4) die 
Gleichung od 


w—=(4A", +2", w)(4",+B",w) 
N GEAR JE EFF ARE Bw ZA FR Go)ET 
oder . „ - 
14) $w—(4" 4 B” w)(A", 4 B",w) > r u 
2 (An, + B"310)2? Se2 +4" + B"w— (4, + B" w)2}, 
welche, gehörig entwickelt, wieder zu einer Gleichung des dritten 
Grades führt. 
Von diesen vier Auflösungen wollen wir 'nun bloss die erste 


etwas weiter entwickeln. Wenn man mittelst der Gleichungen 3) 
die Grössen 


u2 +92 —u2 —v?,.ur — vous d% 
sämmtlich durch die Grösse © ausdrückt, und der Kürze wegen 
15) N—=2%(a—a,) cotecote, + 2(a,—a2) cote cote, +2(az—a) cote, cote, 
Z=— 2a? (a—a,)cotacote, vun 

— 2a? (a, — a.) cote, cote, — 2a? (a, — a)cota,cot«, 
3=4a, (a—a,)cotecote, | 

+4a (a, — a3) cota, cotag +4a, (a, —a)cote,cote, 
Z,=-a(a—a,)(a taz) vote | uf An 

— a(agz —a)(az +a)cota —a, (a—a,)(a+a,)cota,, 

3,=2a (a) — az) cot«+2a, (a2 — a)cota, +2a, (a—a,)cote,, 
Z. = —-(a-—az)(a, +42) cot« 

— (u2—a)(az,+a)cote, —(a—a,)(a+a,)cotaz, 
32=2(a,— 42) cot«+2(a2—a)cota, +2(a—a,)cota, 


setzt, so ist 
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« Z 2 
+02 — u? —v?= xt EM um, 2 N + EN Ne = N FREE 
im Obigen also fL 

E ER Zı or EA, FE 

16) A=T: Ba N A=n- Ber A = mw: B=% 
zu Setzen. 


Entwickelt man aber die Gleichung 11) gehörig, so erhält man: 


17) 0= 4A?—(e?+4)(e?— 43) 
ie 3 2(e+A)A,B,—(e?— 43) B 2A (A, B)}u 
+ j2+B°+ (e2+A) B2— 24, B.+4;B )+2A.BB, gu? 
+(BB,—2B,) B,u°. 


Die weitere Entwickelung des Vorhergehenden, insbesondere 
auch der drei übrigen obigen Auflösungen, überlasse ich den 
Lesern, und bemerke nur noch, dass, wenn auch allerdings im 
Vorhergehenden, da die gerade Linie, in welcher die Punkte M, 
M, M, lieeen , als Abseissenaxe angenomzien ‘worden ist, die 
Lage De Punkte S und S, gegen diese Linie und die Punkte 
M, M,M bestimmt worlen ist, daraus natürlich immer auch 
leicht eine Bestimmung der Lage ‘der Punkte M, M, M, und 
der geraden Linie, in welcher dieselben liegen, gegen die ‚Linie 
SS, und die Punkte S und S, abgeleitet werden "kann, was hier 
nicht weiter erläutert zu w erden braucht. 

Zum Schluss erlaube ich mir endlich noch an diejenigen Leser, 
welche in der Schiflfahrts- Kunde erfahrener und bewanderter als 
ich sind, die Frage zu richten , ob nicht eben so wie die vorher- 
gehende "Aufeabe auch das in der Abhandlung Thl. IV, Nr. XL. 
von mir aufgelöste Problem bei der Schifffahrt nützliche Anwen- 
dung finden kann. Wenigstens scheint mir diese letztere Aufgabe 
den "besonderen Vortheil ‚darzubieten, dass man bei derselben die 
Entfernung der Punkte S und S, von einander, überhaupt deren 
Lage, gar nicht zu kennen braucht. Wenn also ein Schiff bei un- 
veräudertem Curs in vier Punkten, deren Entfernungen von ein- 
ander. durch die bekannten, auf der See gebräuchlichen Mittel be-_ 
stimmt worden sind, die Gesichtswinkel zwischen zwei ihrer Lage 
nach ganz unbekannten Landmarken gemessen hat, so lässt sich 
aus diesen Datis mit Hülfe der in Rede stehenden Aufgabe i immer 
die- gegenseitige Lage dieser beiden Landmarken und der vier 
Oerter des Schifis bestimmen. 


200 


XXXL 


Ueber einige Integrale, welche gonio- 
metrische Functionen involviren. 


Von dem 


Herrn Doctor ©. Schlömilch, 


Privatdagenien an der Universität zu Jena. 


Dürch (n—1)malige Differenziation der bekannten. Gleichungen 


cos (Ayithr a) 

See eur cosbtdx — zen T 
0 4 (a? + 62)2 
sin (Arctan B, 

GE D 
fi e-02 sin dx dz— a2rb2 a6) 


nach a als unabhängiger Veränderlichen hat man folgende beiden 
Integrale gefunden *): 
n a 
S an 1e-ar cos br de — a} ab ne See B 
0 (a? +52 )2" 


) 1.2.3.2. (n—1) sin (nAretand) © 
. Ast 

;# ar 1e-ar sinbx dx m 

J/o0 (a? + 52 ya" f ’ 


welche auch allgemeiner für jedes gebrochene n gelten, wenn mati 
statt 1.2.3... 0J ) die Gammafunction I'(n) setzt. 
Es ist dann für jedes beliebige p: 


*) M. s. hierüber einen Adladtm des Herxa Herausgebers in Crelle’s 
Journal. Thi, VII. S. 146. 
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‚ T(p)eos (p Arctan 5 


ar —le-ar cosbr de —— 


Lt), 


B; 


‚(a +02)? 


f . b 
I(p)sin (p Arctan —) 
SI ea sinbz ds ne ER ER ...(2). 
Jon. (a® +orIP 


Von diesen Gleichungen lassen sich einige sehr wichtige Anwen- 
‚dungen zur Entdeckung anderweiter. Integrale machen, von’ denen 
nur einige specielle Fälle bekannt sind. 


x 


1. 


Wir erinnern zuvörderst an die folgenden beiden bekannten 
Integrale: 


D2COSs X er T | 
- Beer, 2I(u) cos Zum’ re 


1 z 
fi xu% IT Sin am 2>u>0....(4) 


welche man leicht aus den ersten Eigenschaften der Gammafunetio- 
nen ableitet*). Setzt man 2—=%t, wo t die neue Veränderliche, 
k eine willkührliche Constante bedeutet, so ergiebt sich leicht: 


| Su en L> u>0....(5) 


0 MM (u) cos Jun? 


(sinkt, "scke-1 i 
JS. 71 = EN 2>u>0....(6) 











von welchen.Formeln wir sogleich Gebrauch machen werden. 
Wird in der Gleichung (1) t für Ö gesetzt, beiderseits mit 
.d 


= multiplieirt und darauf nach £ zwischen den Gränzen t=0, t=% 


integrirt, so wird & 


t 
ki; cos (pP Arctan -) 

(ee) 
Safer e—ar cos darf Mu aus zudff Anl. (DR 
ou)o 04° (Wrt)er 


Man hat hier auf der linken Seite einen von den glücklichen Fäl- 
len, in welchen man beide Integrationen ausführen kann, wenn 
man die Ordnung derselben umkehrt. Integrirt man nämlich zuerst 
nach £, so ist das Doppelintegral links gleich dem folgenden: 


*) M.s. den dritten Abschnitt meiner „‚Beiträge zur Theorie bestimm- 
ter Integrale.‘ > 1 


Theil VI 13? 


202 


ke) h eos 
ap—1le-erdx Ran dt, 
0 1) tq 


in welchem sich die Integration nach 2 mit Hülfe der Gleichun 
(5) en k=x und u=g bewerkstelligen lässt. Es ergiebt yepi: 
 nämlich- 





TC je) ' 
— — U. gr-lemarde. 21-1 u, 


Hier kann wieder nach x integrirt werden, wenn man sich an die 


Formel 
DD 
ui zul e-adx = Tu) 
0 ak 


erinnert und u=p+g--1 setzt. . 
Das Integral (8), d. h. die linke Seite der Gleichung (7), geht 


jetzt in das folgende über: 


7c PETE SSH 


2IXg) cosgyr amtı-1 


und.es ist folglich mit Hülfe der Gleichung (7) nach beiderseitiger 
Division mit Z'(p): 





fra re) rasen. 
0 17 (a? + 1?)aP - I(p)I'(q) Yap+-g— 105447 ..,.. (9): 
1>gy>0 


Hier lässt sich nun das Integral links in eine andere, viel beque- 
mere Form bringen, wenn man nämlich 


Arctan A a 
ad 


setzt. Es folgt hieraus 





Fan 2, m 
Man hat aber auch unmittelbar 
d(Arctan 3 E nn —de, 
mithin 
17. 1 (AR 


aa +12 —T adt’ 


oder wenn man für dt den oben gefundenen Werth setzt: 
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1 A 2.008’ & 
Pe Be 5 Pe 


« .. T ... 
Ferner wird für =», x = Arctan = < und für 1=0, = 


% 
z 


Arctan0—=0. Durch Substitution aller dieser Werthe verschwindet 
die Constante a von selbst und man findet: 


Brose EDEL) a tn on 
Se ra cosP Van I(p)I(g) 2 cosigqr H . (10) 
1>9>0 


ein sehr bemerkenswerthes Resultat, dessen Allgemeinheit man- 
cherlei Folgerungen zulässt. 





$. 1. 


Durch ein ganz gleiches Verfahren kann man aus der Glei- 
chung (2) ein analoges Resultat ziehen. Setzt man auch hier £ für 


d, multiplieirt mit = und integrirt für das Intervall £=0 bis 


t=%, so wird: 
Arge: T 
sin (p Arctan-) 
SIE, xp 1 e-* sintx dz=I(p) mar, ee (11) 
0 0 0oU ‚(a -Fi2)aP 


Durch Umkehrung der Integrationsordnung wird die linke Seite 


> | sinzt © 
je rl e& def BRENZ me u hi ui rl euer .(lx.279- 1 
0 ot 21 (g)sinygm) 0 


2>g>0, 


wobei die Formel (6) für =x, ug in Anwendung gebracht 
worden ist. Die noch übrige Integration lässt sich wieder wie 
vorhin ausführen, und man erhält für die linke Seite der Gleichung 

(11) den Ausdruck 





Bi IPpP+g9-D 2>4>0, 


21(g) Sin agr aptı-1 


mithin nach beiderseitiger Division mit 7) die Gleichung 


x 


. t 

zdt. sin en | Eh 
ot (a? +12)2P Ar IKp)I(g) 2apt+4-1singgn 

2>4>0: 


Setzt man hier wieder 
13? * 
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? | 
Arctan-=z, 
a 


so erhält man: durch ganz die nämlichen Reductionen wie in.&. L., 
das Resultat | 





on a  P Befadegeht dc ware > een erh 
JS = cosP-2 rd = To)Rg) ZBsinsgr’ (12). 


welches dem in (10) gefundenen analog ist. Bemerkenswerthe spe- 
cielle Fälle der beiden Gleichungen (10) und 12) sind folgende. 

1) Für p—=2 steht rechts der Quotient 7(g+1) weicher‘ 
durch die Bemerkung, dass I!’(g +1))=gr(g) und r(2)=1 ist, sich 
auf g reducirt. Man hat also: 


e 


2cos 3gr 


Sie 1x cos Irda= TE —, 1>g>0....(13) 


Jger zen Izda=— I —_ 2>g>0....(14) 


) 2sinsge 
2) Nimmt man in (10) und (12) »=1, und bemerkt, dass 


T1)=1 ist, so reduciren sich beide Formeln auf ein gemeinschaft- 
liches Resultat, nämlich: 


SE Ixdx FEER Ii>o>0....(15) 
woraus man dadurch, dass man 5—% für x substituirt, auch noch 
das folgende ableitet: 


1 A Mn Ba TT + 
jew ya ern © Ex 1>4>0....(16) 


3) Für p=2-g erhält man rechts den Quotienten 


REN Kain 
2) A-NIA-gNIg) 





. D) ni IL .. . 3. i 
bekanntlich ist aber 7(g)7’(l—g) = - ; führen wir diese Werthe 
sin gr 
ein und bemerken, dass sin gr == 2sin;gr cos}ga ist, so finden wir 


SE da= 34°, 15 4>0....(17) 


o Sindx gq 


asin(2—gQ)r 7,_cosign ; 
Je: og: 2>q>0....(18) | 
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4) Setzt man in Formel (12) y=1, was in (10) nicht ge- 
schehen darf, so ergiebt sich für jedes von Null verschiedene pP: 


z sinpx ! nm 
3 SmPX ensr-1zdr— 5. (19) 
o.-Sinz z 


wie auf anderem Wege auch Liouville in Crelle’s Journal. Bd. 13. 
S. 232. gefunden hat. 


AXXIEI 


Ueber eine für den Elementar - Unter- 
richt in der Trigonometrie vorzüglich 
geeignete Methode zur Erläuterung 
der Berechnung der Tafeln der Sinus 

und Cosinus. | 
Nach einem Aufsatze des Herrn Lionnet, Professeur 
au College royal Louis-le-Grand, in den Nouvelles 
‘ Annales de Mathematiques. Journal des candidats 
aux Ecoles polytechnique et normal, redige par Ter- 

quem et Gerono. T. U. Paris. 1843. p. 216. 
frei bearbeitet 


von 


dem Herausgeber. 





‘ Wir nehmen im Folgenden den Bogen x als positiv und nicht 
rösser als die Einheit: an, was bekanntlich für die Berechnung 
er Tafeln der Sinus und Cosinus völlig hinreichend ist, da man 

bei derselben bloss. von O0 bis 45° oder vielmehr von 2—=0. bis 
xz—0, 78539816 zu gehen braucht, und legen unsern Betrachtungen 
die beiden folgenden Sätze zum Grunde. 

| \Veil unter den gemachten Voraussetzungen 


sinz<z2<tangz 
ist, so ist 
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sinz, snz sin € 


a > 


N sin © x tangxe’ 








also 





inz 
1S- >cosr. 


_Nähert nun x sich der Null, so nähert cos x sich ‘der Einheit, 
und kann derselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man nur 
x der Null nahe genug kommen lässt. Also nähert sich der zwi- 


schen 1 und cos x liegende Bruch ae 





um so mehr der Einheit, 


"3 
wenn x sich der Null nähert, und kann der Einheit beliebig nahe 
gebracht werden, wenn man nur & nahe genug bei Null annimmt, 
oder die Einheit ist die Gränze, welcher der in Rede stehende 
Bruch sich bis zu jedem heliebigen Grade nähert, wenn man © 
sich der Null bis zu jedem beliebigen Grade nähern lässt. 

Ferner ist hekamntlich allgemein 


sin —=2sin 1x cos tx 
und 
1» —1—-9sinix? 
cos1x—=1—2sin4x?, 
also nach der vorhergehenden Gleichung: 
» . es . 1 En . z . 1 “4 
1) sin « — 2 sin ya 4sin Ixsin 4x®, 
Weil nun 


sin Ja <ax, sinix<4x, sintar< ka’ 
ist, so ist 

4sin4xsinda®<4}x°, von 
und folglich nach 1) 


sinx>2sindx— 4x3. 


Setzt man hierin für x nach und roch 


RE x % x 
Er, > 92? 93?" dar? ai 
r P# in 
so erhält man: 
. EL: . 48 A AH x° 
„. u )c ae r ME} & ) 14 1197 
sine >2sin, 5%, ‚sin PBhlukr a 


. UN 9Imtn ı © 
sin; > 2 5, — ggg > US. W. 


= 
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1 x’ 


sin ——— >2sin,,— sFamzı)' 


31 


a 


Multiplieirt man nun auf beiden Seiten der Zeichen nach der 
Reihe mit 


PD, 20... 


addirt und hebt auf, was sich aufheben lässt; so erhält man 


‚ 2 ji ws 


. In sin ——— 
sinz>?2 er FR are KT) 1) 2 


also nach der Lehre von den geometrischen Progressionen : 








R | % 
sin © an In ‚22m 
er un 
he? 7 “ n 1 1 
| dr u; 


Lässt man jetzt n ins Unendliche wachsen und geht zu .den Grän- 


.. .n . EL . . 
zen über, so erhält man, weil = sich der Null: nähert: 





ä sin & 1 2 
>1— 3.42”, 


. 1.5 2 1 3 
2) sinx>x —ta3, 


‘ 


Hieraus ergiebt sich 


. T ee. TC eo” 
1 e u — 1 8 Hi n a 
sınz a > > 37° z b) in, x > — 32 our. T 





\* 





also 
4 ‚2 pr" 6 
$ x & x 
"nn 1 13 Er 9 r 
Ana? > DE 3'5s +s- iR? 
und folglich um. so mehr 
2 4 
R 1 +2 u 1 LT 
z sınza & ; Sr Kr . 


Also ist ferner nach dem Obigen, wie man durch Multiplication 
leicht findet: 


5 7 

1 ee ir ‚ber. 
sin } 14 A ET 
xsin tx I 55 re 


und folglich um so mehr 
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3 5 
. ee 2 T T . 
also 
rn r 5 
VE 
“ 

und daher nach 1). 

weter> 


ana <ddn ix — 5 +57 


Setzt man nun hierin für c nach und nach 


Fa EZ 2ir, 


so erhält man 


zz 2°, .° hab, x PRRIEN x° 
sin x <2sinz — 55 + 97° in 5<2sin,, — Some 


RR PR 7 
sin d<2 sin 5 tar u. S. W. 


x? EN 


<2sin,,. A ur ee 


sin —— Sr Zr 


und folglich, wenn man auf beiden Seiten der Zeichen nach der 
Reihe mit 


12 PRRLER 


multiplieirt, dann addirt und aufhebt, was sich aufheben Ikkat: 





sin & v<2sin, In el Imtatet tag 1) x 
ale He a a 
taz are ’ Fe 





also nach der Lehre von den geometrischen Progressionen: 











1 
jr A 
SINn X In sin = 1 LH x> b 2m Po 
sın a <Z OT Ti 1 u 
mp . Dos 
oder 
& 1 
sin & In 1 220 vi Yan 
er x” +; » x%, 
x x 28 1 1 27 1 
2m 2° 28 
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Lässt man nun 2 in’s Unendliche wachsen und geht zu den Grän- 
zen über, so erhält man 


sin x 





1»2 1 
<s1-5% 4730 ** 


oder. 
3) sinx<x—1 x3+- 130 X. 


Hieraus ergiebt sich 











s he x . T x° t 
1 ET. 1 | 1 
sin - 3x>5- 4. +1: Sin X < = —4- +7. | 


und folglich 





sin l Pa 4 2 
4x 57,3% +25 I As" ans tz25- 926? 


also, weil unter ‘den gemachten Voraussetzungen 


© 


ı 





| 35 
5'515 | 225° 





offenbar eine negative Grösse ist, um so mehr 


woraus man ferner mittelst des Vorhergehenden durch gewöhnliche 
Multiplication leicht erhält: 


1 


» 





x? T 
sin4xsinlx SH 44. gi a 675 Zi8> 


also, weil 


il 





1 
URL de hs 





offenbar eine negative Grösse ist, um so mehr 


E } 3 5 mt 
sinlxsin1e2c 2 _% EU RL 

2 4 5 29 > 91 2» 
und folglich 


y9r “url 


. L . 1; 2 
j AeitzoR] 35 Er Sn 


Daher ist nach der Gleichung 1) 





sinx>2sin4x — T_ 


Theil VI, 14 
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Setzt man nun hierin für x nach und nach 


X LT T XL 


X, 3° 2? D5.’%'' "Omed 


so erhält man 
inx>3si Er ET 
sın aa 5 


KR - ‚ar: 2 up x> x 
u) Sr oe N nm 
sin 95 2sinz, > +57 Beıra 


un krnaae  MAZD , 
sinn, >2sin, — Zt 57 3’ Sa 
us. Ww. 

= x Er Pe Kit 


sin 





®* - 
= ) N N Dee Be 
Im en zn tan Sr 


folglich, wenn man auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen nach 
der Reihe mit h Ä 
12,2, DE 


multiplieirt, dann addirt und aufhebt, was sich aufheben lässt: 





. RB U 9 | EHRE | 1 1 . 
1 pr | 1 1 
A rt A 
1 1 1 1 1 . 
3'500 145 to tzet Fan x u 








Also ist nach der Lehre von den geometrischen Progressionen : 














| x Marl, al, | 1 
Se 1 22n 1 Jen 1 Ion 
eh Gen ie ta Tee 

7 5 zu‘! 
oder 
RER 1 1 j 1 
S 1— — 1- 1232 
sing da LU Ben „1 „1j280,, Se 
x x 33 f l Yr 1 5’y1or 1 2 
In Dal) or Te 


und folglich, wenn man n in's Unendliche wachsen lässt und zu 
den Gränzen übergeht: - 





sin © ENTE  -ı A 6 
>1—- za" 47458 z006N 
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- 


oder 
- . 1 3 1 *ö u 1 ie, 
4) snx dx rd +73’ 00. 


" Ueberhaupt haben wir also jetzt die folgenden  Gränzwerthe 
von sin x gefunden: 


sma<x, 


1 I 
sinz>x—1x°, 

1 . 1 1 5 
SUX<IK-3X%° +35 %° 

1 — 1,3 1 NE A IR Aue 
sinx >x—2x2+735°% 0° 5 


und es unterliegt keinem Zweifel, wie man ‚auf dem obigen Wege 
noch weiter fortschreiten könnte, was sich, wie es uns scheint, 
zu zweckmässigen Uebungen für die Schüler bei’m Unterrichte be- 
nutzen lässt. Jedenfalls ist aber schon das Obige mehr als hin- 
reichend, um die Berechnung der Tafel der Sinus zu zeigen. Auch 
würden sich die obigen Betrachtungen allerdings verallgemeinern 
lassen, was aber bei'm Elementar - Unterrichte in der Trigonometrie, 
in dessen Interesse der vorliegende Aufsatz vorzugsweise geschrie- 
ben ist, nicht zweckmässig sein würde, und deshalb hier zu zeigen 
unterlassen wird. Dessungeachtet aber würde ich einem die Ver- 
allgemeinerung der obigen Betrachtungen sich zur Aufgabe machen- 
den Aufsatze von ch andern Verfasser gern einen Platz in dem 
Archive einräumen, und erlaube mir daher, die Leser desselben 
aufzufordern, diese Verallgemeinerung in möglichst eleganter Form 
zu geben zu versuchen. ’ 


Weil bekanntlich 
co8sx—=1—25in2x? 
und 
sn3x<4x, snix®<1ix? 
ist, so ist offenbar 
| 9% esw>1l—1xr, f 


Weil ferner nach dem Obigen 





: 2 2 
ist, so ist 
„2 I 5 6 
m. a 2 L Kesgt: LT iR Mn 


und folglich um so mehr 


2 .4 
in TEBBEEN. 1 SB 
sin 5 .X IF: 3-94 


14” 


also 
EEE RE. 5 
2sinix2> 4x2 Zu xt;, 
daher nach dem Obigen 
6) cosx <1—3x2+,,x%. 


Auf ähnliche Art ist nach dem Obigen 














3 5 
. ı = = j Be | 9 T LT 
BEER tr "9e>. 
also 
h x? x* x° x® x!® 
1.y2 27 ı 2 rare In j ; SE 25 
SNZASHE 7350 45'955 35 t 325 Z06> - 


also 


Daher ist nach dem Obigen 
7) cosx>1—1x2 4, x3—.1,x9. 
Auf ganz ähnliche Weise findet man, weil nach dem Obigen 


x? 1... 
Po ie 


a 3 
ist: 
4 a Ka 1 
8) cosz<Il gr + 34% 730 X Fa70320%°5 
und hat also für cos jetzt überhaupt die folgenden Gränzwerthe: 
cos2<1l, 
cosz>1—}x?, 
cos«<1l—-22°” 4,2%, 
‚csa>1l- 42’ + 2'152, 


Ans 22 ur. 1 0m 
cos <l I’ + 2 — ri tt. 
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Auch diese Rechnungen sind einer Verallgemeinerung fähig, wel- 
che zu geben verdienstlich' sein würde, wenn dieselbe auch für 
den Elementar- Unterricht, den wir, wie schon mehrmals erinnert, 
bei den obigen Entwickelungen vorzüglich im Auge gehabt haben, 
von geringerer Bedeutung sein dürfte. 





XXIII 
Ein Paar allgemeine Eigenschaften 
der Eulerschen Integrale zweiter Art. 


Von dem 
Herrn Doctor O. Schlömilch, 


Privatdocenten an der Universität zu Jena. 


In meinen „Beiträgen zur Theorie bestimmter Integrale‘ habe 
ich einige neue allgemeine Eigenschaften der sogenannten Gamma- 
funktionen mitgetheilt, welche für die Theorie dieser Transcen- 
denten ungefähr das sind , was das Binomialtheorem für die Theorie 
der Potenz ist. Die fraglichen Sätze erscheinen dort als specielle 
Fälle weit umfassenderer Theoreme, die durch mehrfache Integra- 
tionen gewonnen werden; will man aber die letzteren umgehen, so 
kann man jene auch aus. den ersten Eigenschaften der Eulerschen 
Integrale, welche in den Gleichungen 


I(u) == "ale de...(1) 
h 0 
rl)=1, In)=1.2.3....(n—T)....(2) 
I, Pa4)=l3d, RD 


© ze=1de  _T(a)T(ß) (4). 
o IFIRTrare) 


ausgesprochen sind, auf folgende sehr einfache Weise ableiten. 
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T. 


Wir nehmen unseren Auslauf von dem bekannten, für jedes 
ungerade u und beliebige u geltenden Theoreme: 

Ar T® 2. 28 

Bu A I et - Rn 5 en 


i OO 
Sin zz: Sin u 


Durch Differenziation desselben nach x ergiebt sich 


cu sin on ) ein B.] 


1.2 
oder, was das Nämliche ist, 


gr rl) en -D)4 et) t+De—hHa3) 
1.25 3.4 


cosuu—cosul sin?u sin*u— ...] 


Setzen wir u—2m+]1, wo nun m jede ganze positive Zahl be- 
deuten darf, so wird 

cos (2m +1) u 
(m A nu sinw)°+ (m +2) & + ea m Auler e; ) (2sinu) a) 


—=cosu|l— 


oder wenn der Kürze wegen 
MN: IM = (m+1)m 1 4 Er M, _ (m+2)(m+ )mm—I), 
T 7 ar ar 


u. m3 hen Demi ma por? 
1.2.3.4.5.6 i 





genommen wird, 
cos (2m -+1)u=cos u[| M, — M,(2sinz)? +M, (2sma)*—..].. (6) 
wobei man auch | 


& (Zm+1)uy ZI —(2m—+] uy ZT 
cos (2m +1) Va ae 


Ad 


eV iteu NT 
COS U ZZ —— 5 
2 
I& euN—1— e-uN —1 
= SIN UT ———————— 
Y_j 


setzen könnte Für v=le2eyYZ7T erhält man hieraus 


eos(m+H)u—i 3 (22m +14 T" 
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- cosu—! u 2sin u — 7 (e-l). 


Führen wir diese Werthe in die Gleichung (6) unter der Bemer 
kung ein, dass YZ,)’=—1, w=-)’=+1l, WZ7)=-L, usf. 
ist, so ergiebt sich folgendes rein algebraische 'Theorem : 


er TA HM 


x?m+1 





x?2m+] +} 


oder nach beiderseitiger Division mit x: 


+22m — d+-, )[M,-+MN, (x — 2): +M ,(z 14 rk 


ur 
Diese Gleichung wollen wir beiderseits mit dem Ausdrucke 


dx 
1 FÜ 
r2 + a“ 


in welchem u eine te beliebige Grösse bezeichnet, multiplieiren 
und zwischen den Gränzen z—=1l und 2 = © integriren. Es wird so 


F a 1 dx + “fe xrmdx 
re RN (4er 1 («+ ber 
ü x? x 


a Ladr 
=M, ER u +M a4, Zi imeald 
7 (@’+- Egree / (a Bar 


ie —)tdz ae ear N 
m,“ (+; — + fl aeg 
pe +3 1 Aa rar 


Us Sr DEwr is 7) 


Abgesehen von den Coeflizienten sind alle Integrale rechts von 
einer allgemeinen Form, nämlich 


1, 2 
FE ARE AOE 
De en er 


und gehen aus derselben hervor, wenn man darin n=0, 1,2, 3, etc. 
setzt. - Das vorliegende Integral lässt sich auch in folgender (se- 
stalt darstellen: 





\ 
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(2— % andx 


S0+» Ba 
Tr ee 


welche zu einer eleganten Fans TETEuBe Ver giebt. Sei 
nämlich T— ie so wird (+ S dx—dz, und wenn x die Werthe 


& und 1 angenommen hat, ist =x und :—=] geworden. 
Diese Substitutiosnen verwandeln unser Integral in das folgende 
viel einfachere: 





© z2n di 
o(2+ 2)utz" 
welches für = (22) in das folgende übergeht: 
2n © an nıda 
rn), Ateyıp 
dessen Werth nach Formel (4) ermittelt werden kann , wenn man 


a—l=n—t und «@+ß=u+% setzt, woraus dan, B=u—n 
folgt. Hiernach ist nun 


2n rar lde: 2 In +3) I (u—n) 
a RT. A 06 
Setzt manhierin n—=0,1, 9,..., so erhält man der Reihe nach 
die Werthe aller der Tateeriln, ‘welche auf der rechten Seite der 
Gleichung (7) stehen und es ist nun nach (7) _ x 


2m 
Gy Ar m’ a Pen + zT u 
e rd 

% 





Ss 

1 | 

= I ME FIRTEITW-DH2M. „I (u—2)+-.-] 

Hier bleibt noch der Werth der linken Seite zu bestimmen. Setzen 

wir im ersten Integrale m, im zweiten x2=z, so ändert sich 
das letztere nicht wesentlich; dagegen wird im ersten 


NR dx dk 


SEM Zm 
x2mr2 22m 2 x; di, 
‘ 





und wenn 2 =%&, 21. geworden ist, hat x die Werthe 0: und I 
angenommen. Das erste Integral in (8) wird demnach 


FR ie, + 1. 22mdz 
Je RT. PERL 7 
a Ita) at 
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Die linke Seite der Gleichung (8) wird demnach 
Il: -Memda L I z? mid; 
ER AER ee 
tt? 


und ‚da hier unter beiden Integralzeichen die nämliche Differen- 
zialformel steht, so ziehen sich ‚beide Integrale nach dem ‚Satze 


S.roa+fr@as+ "red: 


in das eine zusammen: 


Dn x2m(dz I nn 

ur AR NEN 5 Tue rad ED 2 

a: i 
dessen zweite Form aus der ersten entsteht, wenn man Zähler 
und Nenner desselben mit (z?)#*3 multiplizirt. Setzt man endlich 
noch z?—= x also ai, so erhält man leicht 


m+M— ı 


} 2;2mter1idz 1 ”r 2 dx 
o 4a Jo AHayear 





wobei man rechts die Formel (4) für eg mol a+ß=u-+} 





2 
anwenden kann. Man erhält ee y BT, mithin 
atm+l1 um 
an) 





1 Or 2 d eu: ’ 
"Jo Are © 0, Dur 


und dies ist der Werth der linken Seite in der Gleichung (8). 
Substituirt man denselben, so hebt sich beiderseits Z'(u+}) und 
es bleibt 


= — [ M;,rG)ICu) +2M; LE) —d)+PM;TG)Ta—2)+....] 
Dabei ist nun 7G4)=N7; die übrigen Glieder rechts sind von 
der Form | 

20 Man (n+z3)T(u—n), 


aus welcher sie für n=1, 2, 3,.... hervorgehen, , Setzt man_ für 
M,n und 7(r-+3) ihre Werthe, so ist dieser Ausdruck 


Theil VI. | 142 
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+. 


N ee TERN ib sit 
Zah ©: 2 me a 





_(atn)(etn—1)....(uon—l) 


2.4.0..,,(9%).. Vallu—n), 


so dass also Y als gemeinschaftlicher Faktor aller "Glieder Auf 
der rechten Seite in (9) erscheint. Multiplizirt man noch beider- 
seits mit m & wird jetzt | | 

— rebmuihl ns a 
| - i r ..(10) 
Au den HeREENEN ‚reut2) u m(m—1) Tu) +... 


worin sich eine merkwürdige Relation ausspricht. Es ist dies 
das erste der von mir; gefundenen 'Theoreme. _ RISSE 


HM. 


Setzt man in dem Anfangs citirterr Theoreme Ex u für u, so 


erhält man 


si | 
(—) 72” cos uu 


= Keosu LDELD De BEE Fan en cos u — si * 


oder für «—=®2m-++1 nach beiderseitiger Division mit, «: 
( Ir > 
>——— 008 (2m +1 

C Ju 


2m +1 Mi 
N an 


2,93:4% 


“its 


— C0SU— cos ’u 


(m+1)m 53 
MEN 


und wenn man u=/zy 1 nimmt: 


(= 1)" zam+ı % 1 


2m+]1 zemri) 





“ 4, (m +Dm, , 1,3, (m+2) (m+l)m(m—1) L\wtie 
ee eg ht er 


wobei wir zur Abkürzung 


M, —,; AL Lie, M, m a thur... ete. Kr 
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setzen wollen, ‚so, dass die obige Gleichung die elegantere Form 


2m+L ar OH zum )>=Mı@+ en ‚(x+ FÜ ZI > 
annimmt. 
Multipliziren wir jetzt beiderseits mit 
| 1 dx 
1 24+1 
(74 = 


worin « eine beliebige Grösse bezeichnet, und integriren innerhalb 
der. Gränzen z—0 und x=]1 ‚so wird 


= le A 1 1 dx ] 
Im IL I De en 
LT 





ji 
0 er 
| Den 
“og, ra 0 1 de Mu ben de 
AM Afugie 12u x Joy. ., lau x 
@+-) E) 
Sl;..l i TAN | da 
nf ef en 
ar 4 .X ee c 


us. ....(11) 


Die Integrale rechts stehen unter der gemeinschaftlichen Form 
Al ana ;da 
0 1 2u-22° 2’ 
(+2) 


aus der sie hervorgehen, wenn man für n der Reihe nach 0, 1, 
2,3, etc. setzt. Nehmen wir nun erstlich 2=z, so ist 


fa- Urne EN ‚de (12) 
ER ne "L 0 Re ehe z | 


| ’ } 1 BE he dz 1 
nehmen wir aber = —, so wird — —=— — und tee hat nun x 
z x z 


die Werthe 1 und O0 angenommen, so ist z=1 und’r=» 'ge- 
worden, folglich hat_man 


N— da_\ AT T- Hs BE Iherrer 2. di 
Jo er 4 [e.) Een 3 1 eu z 


Addirt man hierzu die Gleichung (12) und bemerkt, dass rechts 
14327 
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a nämliche Integral erst von z=0 bis z=1, dann von z=1 bis 
=@ genommen wird, so ergiebt sich 


‚8 Er 2 . 
MeruR et er 


folglich 


fü 1 dei de, 2 (Rad; 
0 (+ ne = =4f (z +2) 2u—_2n 2 Yan; 0 (1 +2?)2u 2” 


I 
Setzt man in dem Integrale rechts ==, also z=.2?, so geht 
a al in das folgende über: 


o Arayatan? 
dessen Werth nach Formel (4) gefunden werden kann, ‚wenn man 


dort a«=u—n, a+B=2u—®n, also B=u—n nimmt. Man er- 
hält dann 


2 ae lde \ ,.I(un)I(u—n) _, , Iwan), 


o Ara)aken TO Mon)  * Ian) 


Führt man die hieraus für 2=0, 1, 2, 3,... entspringenden Werthe 
in die Gleichung (11) ein, so ergiebt sich 


(— Im 1. z?mdg ich de 
OR 17 ,., 1 .2u#r1 r 0 1 24u+1 an 





Near (+2) 
EN Ken TORE MR 


Es handelt sich nun noch um den Werth der Integrale links. 
Setzt man in dem ersten Integrale &=z, so ändert sich dasselbe 


nicht wesentlich, nimmt man dagegen im zweiten 2=—, so wird 
2 


dz dx 1 iR - ; 
u ei. — 22m ni 
da=—Z, ae dz, und für, z=1, z=0 


wird z=1 und z=&, mithin jenes Integral | 
Bi fen ai f“ m 
2 = 2 Var ea 


Die in (13) zwischen den Parenthesen links stehende Summe wird 
hiernach ' 
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’ 22m (dz + 2 z2m(l; 
1 1 1 
eh 


nm = 2m (dz je #) z2#+2m+1jlz 
1 2u+1l , 1-+.? 2ut1 nr 
0) c+2 0 ( + ) 


Für ?=r, also 2°) geht dieses Integral in das folgendeüber: 


1 Dn zramdı 
Yo Ara)etrr 
dessen Werth nach Formel (4) für «—-l=u+m, «-+ß=2u+1, 
also «= u4+m+1, B=4— m gefunden werden kann. Derselbe ist 
L: T(u+m+ 1) I(a—m) 
T2u+1) 
Setzt. man. dies: statt der eingeklammerten Summe auf der linken 
Seite in (13), multiplizirt darauf beiderseits ‚mit 4 und setzt für 
M,, M,, M,, etc. ihre Werthe,; so wird 
(14)... u Di i I(#u+m+1)!(u—m) 
2m+1° I(2#+1) 


_FQS° _ (m4 1m Fa 1° mt?) (mt mmı) TR) | 
 T(2u) 2.3 T(u—2) a DR mi 











worin sich das zweite der von mir gefundenen Theoreme ausspricht. 
"Am a. ©. steht dasselbe unter einer! anderen Form, welche aber 
aus dieser leicht abgeleitet’werden kann. 

Legendre hat nämlich über die Gammafunktionen folgendes 
Theorem gefunden, welches nachher auf verschiedene Weise, am 
elegantesten von Lejeune Dirichlet bewiesen worden-ist: 
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T(a)I(a+ R) I(a+ = Bra + — I (na) A) Zn". 
Für n=2 ergiebt sich daraus 


la) fat})=T(2a) N" 


Yza’ 
oder 


IKa) : Wa 1 
T(2a) 22@—-1 T(a+3)’ 








und für a=u—n 


I(u-n) 227 [i 


nn Pe — —  — 9 


T(2u—2n) 226-1 IT(u—n+3 
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Multiplizirt man noch beiderseits mit I’{u—r), so wird 


Tun) Na‘ 22" rMun) 
T(Zu—2n) 224-1 ITu—n+t3), 





Substituirt man die für n=0;1, 2, 3.... hieraus resultirenden 
Gleichungen in Nr. (14), so geht dieselbe über in 








AD" .rwtm+ Drum) __Nz (7) _(mtHlmr@—D) |, 
2m +1 T(2u +1) 22u-IU fu) 2.3 T(u4s—)D 


as)... CHF FREU a 





| 2m +1 Te +1)... N 
7 176) mm Era D)  (m42)m N memI) Ara)’ 
Tab) 2.3 Tu4s—]) ET ae er) Dh 


und in dieser Form wurde der genannte Satz zuerst mitgetheilt. 
Zu. bemerken ist noch, dass in beiden Theoremen u>'m sem 

muss, wenn: keine der Differenzen uw—1, w—2,'ete. negativ, 'also 

ihre Gammafunktion unendlich werden soll. \ are \ 


xXXIV 
.‚Miscellen. 


Lehrsatz. 


Von Herrn Professor Friedrich Pross zu Stuttgart. 


Bewegen sich (Taf. Il. Fig. 5.) zwei unveränderliche 
Punkte D und E einer Geraden BC auf zwei sich 
schneidenden Geraden AX und FF’, so beschreibt 
jeder Punkt Mder Geraden BC eine Ellipse. 


Beweis. 


Man ziehe MP und Mp parallel mit XX und YY’, setze 
MD=-a und ME=b5b, nehme AX’ zur Abscissenaxe und YY’' 
zur Ordinatenaxe und bezeichne den Axenwinkel YAX mit, so ist: 
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"Dp?}+ Mp? -£2Dp.Mp.cosp—= DM? ; 
allein: Dp: DM— PM: EM, oder: Dp:a=y:b; 
also: Dp= 


Dieses in die obige Gleichung substituirt, giebt: 


a2y2 


b2 





+22 +27 2.0089=a2, 


- 


oder 
0. a2y2 +b2 272 + 2ab ey cosp—=arb?, 


welches die allgemeine Mittelpunktsgleichung der Ellipse ist. 
'„Ausatz., Für ‚ein rechtwinkliges _ Coordienatensystem ist 
cosp —0; also. ! | R; n 


a 
.a2y? +6222—= a?b?. 


Anmerkun g. Auf diesen Satz gründet sich die bekannte Verzeich- 
nungsart einer Ellipse mittelst des Ellipsographen, oder 
auch vermittelst eines Papierstreifens. 


Herr Catalan hat der societe philomatique de Paris die fol- 
senden Sätze von den periodischen Kettenbrüchen ohne Beweis 
mitgetheilt.) : pen! 


1) Si l’on represente par %r la valeur que l’on obtient quand 
on limite la fraction continue © aux n premieres periodes, on a 
seneralement: | 0 


Yn Pyp-ı EN’ 





BR. etant la reduite equivalente A y,, et & la reduite precedente. 


P' N 
3 ayıad aa’ iR PR+NER 
2) Si yn—ı est üne fraction irrdductible, 77 ; Yn ou PRINE 


sera aussi une fraction irreductible. 
3) Comme on peut supposer %, reduit & sa plus simple ex 


pression »Yn est une reduite de la fraction continue. 


r R S 
4) Soient 4n—1 = G> In =: on aura 
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RS'—R'S + P' 
A SB = 
done la difference entre yn—1 et %n diminue .indefiniment lorsque 
n augmente. 
5) Les denominateurs R’, S’ sont divisibles par P’; ‘done 


; 1 
ee eh 


Arago theilte der Akademie der Wissenschaften zu Paris 
aus einem Briefe von Requien in Avignon mit, dass in einem 
ungedruckten Briefe von Linne, welchen ’Hombre:Firmas 
besitzt, folgende 'Stelle sich findet: Ego primus fui, qui pa- 
rare constitui thermometra nostra ubi punctum con- 
selationis 0 et gradus coquentis aquae 100, et hoc pro 
hybernaeculis horti; si hisadsuetusesses, certus sum 
quod arrideret. Mithin, würde die Feststellung der ‚hundert- 
theiligen Scale von Celsius auf Linne überzutragen sein. 


Berichtigungen. 


Für den fünften Theil. 


S. 75. Z. 18. ist zwischen den Worten „deren Mittelpunkt“ 
h und „in der Verticale“ die Parenthese einzu- 
schalten: (mit einer kleinen Vernachlässi- 


gung von höchsten Sg). 


— 329, — 5.1. u statt m, 
— 8381. — 28. I. „Resultate convergenter“ statt „unrich- 
tigen Werthe der“ 


| 1 1 1 ee 
— 438. — 17. v.u. |. € Kracher in inf.) V x 


1 1 1 TE 
| statt ntrntrrat in inf. | 
— 450. — 5. in der zweiten Gleichung) streiche man..das Minus- 
zeichen. | 
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Geometrischer Beweis des Satzes, dass 
jeder allgebraischen Gleichung mit 
Einer Unbekannten durch einen com- 
plexen Werth dieser Unbekannten 
Genüge geleistet werden kann. 


Von 
Herrn Doctor T. Wittstein 


zu Hannover. 


1. 


Wie sorgfältig man auch darauf bedacht sein mag, alle Begriffe 
von Raum und Ausdehnung, als der Geometrie angehörig, aus der 
abstracten Arithmetik fern zu halten, so kann doch die eine That- 
sache nicht hinweg geläugnet werden, dass man den Inbegriff‘ der 
reellen Zahlen sich stets unter dem Bilde einer geraden nach bei- 
den Seiten unbegrenzten Linie vorstellt. Dieses Bild ist das noth- 
wendige Ergebniss desjenigen psychologischen Vorganges, welcher 
die Zahlen entstehen lässt, und es bildet, wenn auch mehr oder 
weniger unbewusst, die Grundlage aller arithmetischen Betrachtun- 
gen. Zuerst stellen sich die ganzen Zahlen dar als eine Reihe 
äquidistanter Punkte; ein beliebiger dieser Punkte wird als Null- 

unkt angesehen, und von ihm ausgehend entwickeln sich nach 
er einen Seite die positiven, nach der anderen die negativen 
ganzen Zahlen, beide ins Unbegrenzte. Durch äÄquidistante Inter- 
BrlEnn&en zwischen je zwei benachbarten Punkten vermittelst neuer 
unkte gelangt man zur Darstellung der Brüche, sowohl der 
positiven als der negativen; und der Begriff der irrationalen 
Zahlen führt endlich dahin, die discontinuirliche Punktenreihe in 
eine continuirliche Linie *). übergehen zu machen. 


*) Die Arithmetik ist also nichts weniger als eine Wissenschaft, die 

‘sich ausschliesslich mit discreten Grössen beschäftigt, welche 
sachwidrige Ansicht man noch immer von Lehrbuch zu Lehrbuch 
wandern sieht. 


Theil VI, 15 
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»eı dieser Ansicht der Sache würde man füglich von einer 
Arithmetik von Einer Dimension — analog der Geometrie von Ei- 
ner Dimension — reden und darunter die Arithmetik der reellen 
Zahlen verstehen dürfen*); es bliebe. nur noch übrig zu zeigen, 
dass es auch eine Arithmetik von mehr als Einer Dimension gebe. 
Dass und wie dies aber geschehen könne, davon soll hier zunächst 
in der Kürze gehandelt werden **). 


2. 

Durch diejenige gerade Linie, welche als bildliche Darstellung 
der reellen Zahlen angesehen werden kann und desshalb die Achse 
der:feellen Zahlen heissen mag, werde eine Ebene>hindurch 
gelegt, und es werde die Aufgabe ‚gestellt, Zahlenformen anzuge- 
ben, welche die Lage beliebiger Punkte dieser Ebene in einer 
solchen Weise ausdrücken, dass darunter die Festlegung von 
Punkten in der. genannten : Achse durch. reelle Zahlen als; ein. be- 
sonderer, Fall begriffen ist. | Hr ‚. 

Es sei A der Nullpunkt in der’ Achse der reellen Zahlen und 
B ein beliebiger anderer Punkt der Ebene. Die Lage des Punkts 
B gegen A allein wird bestimmt sein durch Angabe der geradli- 
nigen Entfernung AB, und diese ist stets, unter Voraussetzung 
einer gegebenen Längeneinheit, einer positiven Zahl =o gleich, 
oder vielmehr einer Zahl, der kein Vorzeichen gegeben werden 
darf. Die Lage der geraden Linie AB. aber wird in der Ebene 
bestimmt durch Angabe desjenigen positiven oder negativen Win- 
kels, welcher durch eine Drehung, die aus der positiven Riehtun 
der Achse der reellen Zahlen in die Richtung AD überführt, be- 
schrieben wird; und dieser Winkel kann immer durch einen posi- 
tiven oder negativen Kreisbogen —® zur Darstellung gebracht 
werden, welcher aus dem Mittelpunkte A mit, einem der Längen- 
einheit gleichen Halbmesser beschrieben und von dem Punkte +1 
der Achse der reellen Zahlen bis dahin gerechnet wird, wo ihn 
die Linie AB schneidet. — Die beiden Elemente. g und 9 zusam- 
mengenommen müssen mithin das Zahlzeichen, welches die Lage 
des Punktes BD in der Ebene festlegt, bilden. Ausserdem ist be- 
kannt, dass für —=0 sich dieses Zahlzeichen unter der Form 
fe=o.+]1, und für =” unter der Form —o=o.—1 darstel- 
len muss. | | 

‚Man projicire den Punkt D auf die Achse der reellen Zahlen 
durch ein Perpendikel, BC, welches die letztere in C trifft, und 


*) Es verdient beachtet zu werden, dass die Arithmetik von Einer 
Dimension einen so. ausserordentiichen Umfang : besitzt, während 
die Geometrie von Einer Dimension sich mit sehr wenigen Worten 
erledigen lässt. "a 

**) Man vergleiche hiemit die schätzbare Behandlung desselben Ge- 
genstandes von Herrn Ballauff, Bd. V.S. 280-286 des Archivs, 
die dem Verf. erst zu Gesicht kam, als das Nachstehende bereits 
niedergeschrieben war. Es ist zu verwundern, dass nach der so 
vortrefflichen Darstellung von Gauss in den Göttinger gel. Anz. 
von. 1831,. 64 Stück, die billig von keinem Mathematiker ungelesen 
bleiben sollte, dieses neue Feld nicht schon weiter angebauet wor- 


den ist. 
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betrachte die Linienverbindung ACB als Festlegung des Punktes 
B. Der Punkt C in der Achse der reellen Zahlen wird sodann 
festgelegt werden durch die Zahl ecosy, welche positiv oder ne- 
gativ ist, je nachdem cosy das Zeichen + oder — hat; der Punkt 
B in Bezug auf C wird festgelegt werden durch die Zahl osing, 
positiv oder negativ, je nachdem siny es ist. "Bezeichnet man nun 
mit +7 diejenige Einheit, welche, an Grösse gleich der Einheit 
+1 in der Achse der reellen Zahlen, unter rechtem Winkel gegen 
diese Achse gerichtet ist; und nimmt man zugleich das Additions- 
zeichen in derjenigen erweiterten Bedeutung, dass es auch auf die 
rechtwinklige Zusammenfügung zweier geraden Linien ausgedehnt 
wird, so erhält man 


e(cosp-+tising) 


als allgemeines Zeichen derjenigen Zahlen, welche die Lage aller. 
Punkte der gegebenen Ebene in Bezug auf die gegebene Achse 
und den gegebenen Anfangspunkt repräsentiren. 


“7 


3. 


Wir nennen jede ‚Zahl von der Form g(cospg-+ising) nach 
Gauss eine complexe Zahl. {n denjenigen besondern Fällen, 
in welchen 9—=0 oder gleich einem Vielfachen von +7 ist, redu- 
eirt sich die complexe Zahl auf eine reelle Zahl; in allen übrigen 
Fällen dagegen, in denen p irgend einen andern Werth. hat, heisst 
sie eine imagınäre Zahl. 

Jede reelle Zahl tritt demnach unter der Form e:41 auf, und 
da mau ‚hier gewohnt ist, den Factor e den absoluten Zahl- 
werth der Zahl zu nennen, so könnte man nach dieser Analogie 
völlig allgemein den Factor og der complexen Zahl eg. (cosy Hising): 
als den absoluten Zahlwerth der complexen Zahl anse- 
hen; ‚der andere Factor cosp+isimyp würde sodann, gleichfalls 
nach Analogie des Factors +1. bei den reellen Zahlen, die Rich- 
tung angeben, nach welcher hin der absolute Zahlwerth construirt 
werden soll. Gebräuchlicher ist es, den Factor og mit dem Namen 
des Mo’dulus der complexen Zahl zu belegen; für reelle Zahlen 
fällt der Modulus mit dem absoluten Zahlwerthe zusammen. 

Es bedarf kaum der: Bemerkung, dass jede complexe Zahl 
e(cosp-Hising) auch unter der Form a+ib dargestellt werden 
kann, indem man setzt 


2C0Spy=a, eSing=b. 


Wir werden jedoch hier von dieser letztern Form keinen Gebrauch 
machen, weil sie uns. weniger die Natur der complexen Zahlen 
auszusprechen scheint, indem sie Zahlwerth und Richtung nicht 
getrennt hervortreten lässt. Es ist übrigens leicht, von der letztern 
Form zu der erstern zurückzukehren, indem man hat: 


4, 


o—=V @+b?, eospei rarn. . Sing 

| NV a?+b? 
. r en rs .;* “. 

wo die Wurzel #% «a? +6” nur positiv zu nehmen ist. 
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Ueber die Ausführung der arithmetischen Operationen in der 
Ebene der complexen Zahlen muss hier Nachstehendes bemerkt 
werden. { 

1. Was man unter der Addition complexer Zahlen zu ver- 
stehen habe, liegt schon theilweise in der oben entwickelten Defi- 
nition dieser Zahlen ausgesprochen; man wird nämlich das Zeichen 
der Addition nicht nur für die Verbindung zweier Zahlen in der- 
selben oder in entgegengesetzter Richtung, sondern überhaupt für 
ihre Verbindung in jeder beliebigen Richtung in der Ebene der 
complexen Zahlen zu gebrauchen haben, so dass, von dem der 
einen Zahl entsprechenden Punkte der Ebene ausgehend, die zweite 
ebenso in Hinsicht auf Grösse und Richtung construirt wird, wie 
sie vom Anfangspunkte A aus construirt sein würde. Man kann 
demnach, wenn z.B. B und DB’ zwei Punkte der Ebene bezeichnen, 
deren Lage resp. durch die complexen Zahlen \ 


e(cosp-+isinp) und eg’ (cosgp'+ising‘) 


repräsentirt wird, zur Auffindung desjenigen Punktes C der Ehene, 
dem die Summe 


e(cosp-+isinp)-+e' (cosp’ +ising‘) 


entspricht, dadurch gelangen, dass man durch 2 eine der AB' 
gleiche und mit ihr übereinstimmend parallele Linie 2C zieht. 
Wie hieraus der Satz folgt, dass die Ordnung der zu addirenden 
Zahlen in Hinsicht auf ihre Summe gleichgültig ist, und wie hieran 
die Addition von mehr als zwei Zahlen sich knüpft, leuchtet von 
selbst ein. 


Um den analytischen Ausdruck der Summe zweier complexen 
Zahlen zu erhalten, bezeichne man mit „ 
P(cos®P+isin®) 

die gesuchte Summe; alsdann ist 


PZN 9? +0'?+2g0' cos (P— P°), 


E COS p +’ cos y’ 
cos$py = a 
V g* +0"? +2gE' eos (P—P') 
4 esingp-+e’ sin y’ 
sin® = 


Für 4’ —=g verwandelt sich die Sin in 
(e+e')(eosp+ising), 
für „" =g+nr in 
| (e-e')(eosp-tising). 
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2. Von der Subtraction zu reden ist überflüssig, weil die- 
selbe durch Umkehrung des Vorzeichens vom Subtrahend, d.h. 
durch Vergrösserung seiner Winkelzahl um + oder ein ungerades 
Vielfaches von +7, sich immer in eine Addition verwandeln lässt. 

. Die Multiplication complexer Zahlen erledigt sich 
gleichfalls einfach, indem man ihren Begriff dahin bestimmt, dass 
mit dem einen Factor in der Ebene der complexen Zahlen eben so 
operirt werden solle, wie der andere Factor aus der positiven reel-- 
len Einheit +1 hervorging. Sind also 


e(cosp+isinp) und oe’ (cos pP’ +ising') 


die gegebenen Factoren, so kann man sich den letztern nach $. 2. 
dadurch aus der Einheit +1 entstanden denken, dass man diese 
Einheit, welche von dem Anfangspunkte A aus durch einen ent- 
sprechenden Abschnitt auf der positiven Seite der Achse der reel- 
len Zahlen dargestellt wird, um den Winkel 9’ drehete und zu- 
gleich in dem Verhältnisse 1:g' grösser werden liess; verfährt 
man eben so mit dem ersten Factor, so geht der Winkel p über 
in g+9', der Modulus e aber in oe‘. Man erhält mithin als ana- 
Iytischen Ausdruck des Products 


e (cos -+isinp).e' (cosyp’ +isinp')—=oe'(cosp+yp' +isinpg+P'). 


Dasselbe Resultat würde auch bei Vertauschung der Factoren er- 
schienen sein. | 
4. Sollte das Product =1 werden, so würde man nur nöthig 


' 


gehabt haben, e —, und 9 =—9 zu setzen; daraus folgt aber, 


dass man jederzeit habe 


| De a 

DICH F Frans) DE (cos—gp-+isin—gp). 
Mit Hülfe dieser Gleichung, die den reciproken Werth von einer 
gegebenen complexen Zahl finden lehrt, lässt sich stets die Divi- 
sion erledigen, indem durch Multiplication des Dividenden mit 
dem reciproken Werthe des Divisors der Quotient erhalten wird. 

5. Dir Potenziren, unter der Voraussetzung, dass der Ex- 
ponent eine positive oder negative ganze Zahl ist, lässt sich leicht 
an das Multiplieiren knüpfen; denn durch die Annahme mehrerer 
gleichen Factoren, deren Anzahl = sei, erhält man 


3e (cos p-+isin Fyar en (cosng +isinng), 


woraus sogleich vermittelst der bekannten Bedeutung eines nega- 
tiven Exponenten folgt: 


Je (cosp + sin p) u (cos — np +isin — np). 


Verfolgt man die successiven Potenzen, indem man nr —1, 2,3... setzt, 
in der Ebene der complexen Zahlen, so ist nicht schwer zu erkennen, 
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dass die ihnen correspondirenden Punkte einer logarıthmischen - 
Spirale ’angehören, deren Gleichung ist T | ln 
; rzaku, 

wenn r den Radius vector, w dessen Elongation ‚von der Achse, 
und # eine Constante bezeichnet. Aber diese Constante, und mit 
ihr die Curve, ist durch jene Punkte allein noch nicht bestimmt; 
denn so wie die gegebene complexe Zahl: sich nicht ändert, wenn 
man in ihr den Winkel % um 2r oder ein Vielfaches von 2 sich 
ändern lässt, so kann auch die Curve, um von jedem der einzel- 
nen Punkte zu dem nächstfolgenden zu gelangen, zuvor eine oder 
mehrere volle Umwindungen machen, während noch immer. alle 
die gegebenen Punkte in ihr enthalten sind. Diese Bemerkung ist 
desshalb von Wichtigkeit, weil daraus die Vielförmigkeit derjeni- 
- gen, Potenzen einer complexen Zahl, deren Exponenten nicht ganze 
Zahlen sind, hervorgeht; nur für o—1 fällt dieses Bild weg, weil 
alsdann die logarithmische Spirale zu einem Kreise degenerirt. 

Setzt ' man g=0 oder =2r, so verwandelt sich die Spirale 
in. die positive Hälfte der Achse der reellen Zahlen; oder man 
kann auch die Sache so ansehen, als ob die Punkte der Spirale, 
die als Spirale bestehen bleibt, um je’ 2x aus einander liegen. 
Setzt man aber 9—=r, so haben die Punkte der Spirale einen Ab- 
stand von je 7, und liegen abwechselnd in der positiven und ne- 
gativen Hälfte der Achse der reellen Zahlen, womit eine Deutung 
derjenigen Erscheinung gegeben ist, dass die successiven Poten- 
zen einer negativen Zahl abwechselnd positiv und negativ werden. 

6. In Bezug auf’ das Wurzelausziehen ergibt sich durch 


Umkehrung sogleich 
7 


} !e(cosp-tising) $ In on (co8 2 +isind), 


wo (nach Cauchy) durch die doppelten Klammern die Mehrförmig- 
keit des Ausdrucks angezeigt Bone soll. Die gegebene complexe 
Zahl ändert sich nämlich nicht, wenn man’ den Winkel $ um 2x 
oder ein: Vielfaches von 2” ändert, während diese Aenderung nicht 


nur auf ze sondern im Allgemeinen auch auf cos und sin von 
Einfluss ist. Die Anzahl der Werthe, deren demnach dieser Aus- 
druck fähig ist‘, beträgt n, und bezeichnet: man mit g, irgend einen 
derjenigen Werthe , die der Winkel 9 annehmen’ kann (z. Bi.den 
kleinsten positiven), ‘so entsprechen den x Wurzeln der: Zahl 
e(cosp-+ising) die Winkel 


Po en RL File Be: 9 tn len 
N. PTR: FR n 
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Die » Wurzeln liegen mithin gleichförmig vertheilt auf der Periphe- 
di 

rie eines Kreises vom Halbmesser o*, in Abständen von je — 

n 

vom einander. Jede. dieser Wurzeln liefert, zur ‚Potenz n erhoben, 

die gegebene complexe Zahl wieder; aber. die logarithmischen Spi- 
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ralen,, welche: diesen einzelnen‘ Potenzirungen‘ entsprechen, sind 
sämmtlich von einander verschieden (ausgenommen wenn el ist), 
obwohl sie einzelne Punkte mit einander gemein haben können. 
Wie man. hieraus auf: beliebige Bruch - Exponenten,, deren Zäh- 
ler: nicht Eins ist, weiter schliessen, und wie ferner: hierunter die 
Wurzeln aus reelben Zahlen, und insbesondre die Wurzeln’ aus 
der positiven und negativen reellen Einheit mitbegriffen sind , leuch- 
tet von selbst ein. Als ein Fall, der für sich Aufmerksanıkeit ver- 
dient, möge nur noch erwähnt werden 


(DP=ri, 


indem hieraus die Identität des Zeichens -mit YT hervorgeht, 
insofern man, wie gewöhnlich, YZ1 als den positiven Werth von 
: - 


(1)? .definirt. 


5. 


Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zur Sache selbst, 
nämlich zu dem Beweise des Satzes: | 
Dass jeder algebraischen Gleichung mit Einer 
Unbekannten durch einen complexen Werth die- 
ser Unbekannten Genüge geleistet werden kann. 
Wir. werden dabei einen Weg einschlagen, der im Wesentli- 
chen zuerst von Cauchy. befolgt: worden ist, werden aber, was 
Cauchy nicht gethan hat, den Beweis sogleich auf die oben con- 
struirte Ebene der complexen Zahlen übertragen und daselbst zu 
Ende bringen. 
Es sei 


die gegebene Gleichung, wofür wir zur Abkürzung schreiben wollen 


12) =D; 


so soll nachgewiesen werden, dass sich ein complexer Werth für 
x muss angeben lassen, welcher der Bedingung f(z)=0. Genüge 
‚leistet. Die Coefficienten a,,@s,...«dn dürfen dabei reelle oder auch 
selbst complexe Zahlen sein. Man setze 


z=r(cost-Hisind), 
so wird nach $ 4. f(x) unter der Form 
f)=R(ecosT+isnT) 


dargestellt werden können, wo 2 und 7 Functionen von r und { 
sind; und wenn sich nachweisen lässt, dass r und i immer so ge- 
wählt werden können, dass man hat 


R=0 
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(wobei der Werth von 7 gleichgültig ist), so ist das Verlangte 
bewiesen, denn diese Gleichung hat unmittelbar die Gleichung 
f(&)=0 zur Folge. 

Aber aus der Beschaffenheit der -Function f(x) geht hervor, - 
dass man für r=w auch habe R=w, und dass für endliche Wer- 
the von r auch R endlich bleibe, und da ausserdem der Modulus 
R seiner Natur nach nur ‚positiv sein kann, so folgt, dass derselbe 
mindestens einen kleinsten Werth besitzen müsse, der zu bestimnı- 
ten Werthen von r und { gehört. Wenn sich nun beweisen lässt: 

Dass, welchen von Null verschiedenen Werth 
des Modulus von f(x) man auch für willkührliche 
Annahmen vonrundierhalten habe, dennoch im- 
mer durch entsprechende Aenderungen vonr und 
tein neuer Modulus von [®; der kleiner istals 
der vorige, erhalten werden kann: 
so folgt daraus unmittelbar, dass jener nothwendig vorhandene 
kleinste Werth des Modulus von f(z) nur —=0 sein kann, dass 
mithin die ihm zugehörigen Werthe von r und ? die Gleichung 
R=0, und folglich auch die Gleichung f(x) —=0 befriedigen, womit 
sodann der in Frage stehende Satz bewiesen sein würde. 


6. 

Zum Beweise desjenigen Hülfssatzes, auf welchen so eben 
der Beweis des vorgelegten Satzes zurückgeführt worden ist, werde 
angenommen, man habe durch die Substitution 

z—=r(cost-+isin t) 
erhalten: 


fo)=R(cos T+isinT), : 


wo ER nicht =0 sei. Ferner durch den Uebergang des x in 
2, =xH+h, wo 


h=e(cos6-+tisin®), 
erhalte man: 
f&)=Rı,(cosT, +isin 7, ), 


so ist nachzuweisen, dass e und % immer so gewählt werden 
können, dass man hat: : 


R,<R. 
Die Entwickelung von f(z,)= f(x +h) nach Potenzen von A gibt: 
fa) =fl&) +6,h4b,h® 4... 4 An, 


wo die Coeflicienten 5, , d,,:... im Allgemeinen complexe Zahlen 
sein werden, z. B 
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b,=r,(cosp, +ising,), 
b,=r,(608 9; +isin p,), 


ra 


Von diesen Coeflicienten können aber auch einzelne —0) werden, 
und wenn man desshalb der Allgemeinheit’ wegen annimmt, es sei 
bmh”® das erste stehen bleibende Glied, so hat man: 


fl) =f(2) +bmAr +bomyı Art +... +A®, 
und hierin überall die complexen Werthe an die Stelle setzend: 
R, (cos T, +isin T,)= R(cos T+isin T) 
+rmo" ( cos om +m6 +isingm + m$) 
+rm+1e"t1 (c05 Pm+1 + (m+D6 + isin gm+ 1 +(m+D)6) 


+0” (cosnd +isinn6), 


Die Summe, welche durch die rechte Seite dieser Gleichung 
dargestellt wird, construire man nun in der Ebene der complexen 
Zahlen nach den früher ($. 4.) entwickelten Regeln der Addition. 
Man lege zu dem Ende von dem Anfangspunkte A der Achse der 
reellen Zahlen eine Linie AB=R unter einem Winkel — T7' gegen 
die positive Richtung dieser Achse; von B aus eine Linie 
BC=rme” unter einem Winkel = gm +m6 gegen eine durch B 

elegte Parallele zu der positiven Richtung der Achse der reellen 

ahlen; von C aus eine Linie CD=rm+]_0”"+1 unter einem Win: 
kel =gm+1 + (m+1)6, u. s. w. Gelangtman auf diese Weise zuletzt 
zu einem Punkte M der Ebene, so ist die gerade Linie AM—=ER], 
und der Winkel, den sie mit der positiven Richtung der Achse 
einschliesst, =7]. . 

Damit nun aber, wie verlangt wird, R]<R werde, kann man 
über die Grössen e und 9 verfügen wie folgt. 


Man’ nehme # so, dass mn +m#—= T+r wird, folglich 


10 T +7 — pm 
e= — Ze... (1) 


so wird dadurch erreicht, dass die Linie BC auf AB fällt, und 
wählt man ausserdem e so, dass rme” <R, folglich 
| kaft 
SV ee: (2), 
Im 
so wird ansserdem noch der Punkt C zwischen A und B auf 


Re Linie AB liegen. Knüpft man nun noch e an die Bedingung , 
dass | 


rmor > rm jo" tl Hrmraort2+.... to" 
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oder auch, wenn man mit A eine positive Zahl bezeichnet, die 
nicht kleiner ist als der grösste der positiven Factoren Tm+1 , 
Tm2 53° ++: bis 5 


mem > a(gmti +Emt2L....40R) 
1—- or m | 


>iom+1, 
- 1—e 


b) 


welche Bedingung erfüllt sein wird, wenn 


so wird die Summe der einzelnen geraden Linien, aus denen der 
gebrochene Zug CD.... bis M zusammengesetzt ist, kleiner sein 
als die gerade Linie 3C; folglich um so mehr diegerade Linie CM 
kleiner als die gerade Linie 3C; folglich AMN<SA Ö4 CM<AC+CB, 
d.i. <AB, oder we . 


R,<k, 


wie verlangt wurde. Die Werthe von e und 9, welche durch (1), 
2); (3). bestimmt sind, leisten mithin der gestellten Forderung 
xenüge. | 


7. 


Die beweisende Kraft des. vorstehenden Beweises . beruhet 
schliesslich, wie man sieht, in dem geometrischen Lehrsatze : 
Dass. zwischen zwei Punkten der geradlinige 
Zug kürzer ist als jeder aus geraden Linien zu- 
sammengesetzte gebrochene Zug; 
welchen Lehrsatz vorauszusetzen hier um 'so weniger Bedenken 
etragen werden konnte, als durch die vorausgeschickten Entwik- 
elungen die ganze Frage überhaupt schon auf das Gebiet ‚der 
Geometrie hinübergeführt worden war. Will man indessen den 
Beweis mit Umgehung jeder geometrischen Voraussetzung zu Ende 
führen, so kann man dazu in der That ganz einfach gelangen, in- 
dem man einen im Geiste der analytischen Geometrie geführten 
Beweis jenes geometrischen Lehrsatzes dergestalt in die -obige 
Schlusskette hineinwebt, dass dessen wahre geometrische Bedeu- 
tung nicht sichtbar hervortritt. 

Die analytische Geometrie nämlich drückt die Längen gerader 
Linien aus durch die Coordinaten ihrer Endpunkte, und verfährt 
man demgemäss in Bezug auf die geraden Linien AB=R und 
AM=R;|, die beide im Anfangspunkte der Coordinaten beginnen, 
so hat man zunächst 


I cos T wd Rsin 7 
als rechtwinklige Coordinaten des Endpunkts 3, und ebenso 


R,cos T, und R, sin T, 
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als rechtwinklige Coordinaten des Endpunkts M. Zerlegt man nun 
die oben gefundene Entwickelung von R, (cos 7’, +isin7,) in 
ihren reellen und ihren rein imaginären Theil, um die Relation 
aufzustellen, welche zwischen den so eben genannten Coordinaten 
obwaltet, so erhält man 


R,cosT, = 
Kcos T4rme"cospm +mö+rm + 10”+1cospm +14 (m+1)6+- :. 0%. cos nd 
R,snT, = 
Rsin T4rmorsinpmtmo +rm+jo”#1sin gm+ ı+ (m-+1)0+... .e" sin n6 
und daraus endlich, indem man quadrirt und addirt: 
RI | 
JR? +2. Rrme®cospgm+m6— T+2Rrm+ 10” 1c0s 9m +1 Hn+1)6—T +... 
+ (rme® cos pm +m6 + rm 0”"+1 cos gm-+ı + (m+1)6 +. ..)? 


+ (rmor sin pm + 1m6 Hrm + oe "Fl singm+ı + (m+1)6-+....)? 


Damit nun R? <R? werde, hat man hier 9 und # so zu be- 
stimmen, dass das dem R* unmittelbar nachfolgende Glied, wel- 
ches die niedrigste Potenz von ge enthält, negativ werde, und 
zugleich. einen Zahlwerth erhalte, der grösser ist als der Zahlwerth 
der Summe aller nachfolgenden Glieder. Das Erste aber wird er- 
reicht, wenn man setzt 


u comme Tl, gm + md — T=a,6= tn, 


das Zweite aber, wenn: man setzt, indem. # einen Zahlwerth be- 
zeichnet, der nicht kleiner ist als der Zahlwerth des absolut gröss- 
ten der Goeffieienten der nachfolgenden Potenzen von e: 


2Rrm om > u(gm+1 +oeW#2-+...,0%*) 


1 — 02r—m 
DH —, 
2 


welche Bedingung erfüllt wird, indem man annimmt 


2Rrm 
2Rrmt uw 


j 


e< 


.. (27). 


Dieser Beweis ist, wenn man seine geometrische Grundlage 
hinwegnimmt, wesentlich derselbe, welchen GCauchy gegeben hat. 
Jene Grundlage aber wirft auf seine Entstehung erst das rechte 
Licht, und sie aufgedeckt zu haben möchte desshalb kein vergeb- 
liches Unternehmen gewesen sein. | 


236 


Nachschrift des Herausgebers. 


Mit Bezug auf die von dem Herrn Verfasser des vorhergehen 
den Aufsatzes auf S. 226. gemachte Bemerkung halte ich es für 
zweckmässig, die betrefiende Stelle aus den Göttingischen gelehr- 
ten Anzeigen. 1831. St. 64. S. 634. — S. 638. hier mitzutheilen, um 
dieses wichtige Actenstück in dem Archiv aufzubewahren. 


„Der Verf. hat diesen hochwichtigen Theil der Mathematik *) 
seit. vielen Jahren aus einem verschiedenen Gesichtspunkt, be 
trachtet, wobei den imaginären Grössen eben so gut ein Gegen- 
stand untergelegt werden kann, wie den negativen: es hat aber 
bisher an einer Veranlassung gefehlt, dieselbe öffentlich bestimmt 
auszusprechen, wenn gleich aufmerksame Leser die Spuren davon 
in der 1799 erschienenen Schrift über die Gleichungen, und in der - 
Preisschrift über die Umbildung der Flächen leicht wiederfinden 
werden. In der gegenwärtigen Abhandlung sind die Grundzüge 
davon kurz angegeben; sie bestehen in Folgendem. 

Positive und negative Zahlen können nur da eine Anwendung 
finden, wo das gezählte ein Entgegengesetztes hat, was. mit ihm 
vereinigt gedacht der Vernichtung gleich zu stellen ist. Genau 
besehen findet diese Voraussetzung nur da Statt, wo nicht Sub- 
stanzen (für sich denkbare Gegenstände), sondern Relationen 
zwischen je zweien Gegenständen das gezählte sind. Postulirt 
wird dabei, dass diese Gegenstände auf eine bestimmte Art in 
eine Reihe geordnet sind z. B. A, B, C, D...., und dass die 
Relation des A zu B als der Relation des B zu C u. s. w. gleich 
betrachtet werden kann. Hier gehört nun zu dem Begriff der Ent- 
gegensetzung nichts weiter als der Umtausch der Glieder der 
Relation, so dass wenn die Relation (oder der Uebergang) vou 
A zu B als +1 gilt, die Relation von B zu A durch —1 darge 
stellt werden muss. Insofern als eine solche Reihe auf beiden 
Seiten unbegrenzt ist, repräsentirt jede reelle ganze Zahl die Re 
lation eines beliebig als Anfang gewählten Gliedes zu einem‘ be- 
stimmten Gliede der Reihe. 

Sind aber die Gegenstände von solcher Art, dass sie nicht 
in Eine, weun gleich unbegrenzte, Reihe geordnet werden können, 
sondern sich nur in Reihen von Reihen‘ ordnen lassen, oder was 
dasselbe ist, bilden sie eine Mannigfaltigkeit von zwei Dimen- 
sionen; verhält es sich dann mit den Relationen einer Reihe zu 
einer andern oder den Uebergängen aus einer in die andere auf 
eine ähnliche Weise wie vorhin mit den Uebergängen von einem 
Gliede einer Reihe zu einem andern Gliede derselben Reihe, so bedarf 
es offenbar zur Abmessung des Ueberganges von einem Gliede des 
Systems zu einem andern ausser den vorigen Einheiten +1 und —1 
noch zweier andern unter sich auch entgegengesetzten +? und —i 


- *) Nämlich die Lehre von den imaginären Grössen. 
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Öffenbar muss aber dabei noch postulirt werden, dass die Einheit 
i allemal den Uebergang von einem gegebenen Gliede einer Reihe 
zu einem bestimmten Gliede der unmittelbar angrenzenden 
Reihe bezeichne. Auf diese Weise wird also das System auf 
eine doppelte Art in Reihen von Reihen geordnet werden können. 

Der Mathematiker abstrahirt gänzlich von der Beschaffenheit 
der Gegenstände und dem Inhalt ihrer Relationen; er hat es bloss 
mit der Abzählung und Vergleichung der ‚Relationen unter sich 
zu thun: insofern ist er eben so, wie er den durch +1 und —1 
bezeichneten Relationen, an sich betrachtet, Gleichartigkeit bei- 
lest, solche auf alle vier Elemente +1, —1, +i und —i zu er- 
strecken befugt. . 

Zur Anschauung lassen sich diese Verhältnisse nur durch eine 
Darstellung im Raume bringen, und der einfachste Fall ist, wo 
kein Grund vorhanden ist, die Symbole der Gegenstände anders 
als quadratisch anzuordnen, indem man nämlich eine unbegrenzte 
Ebene durch zwei Systeme von Parallellinien , die einander recht- 
winklich durchkreuzen, in Quadrate vertheilt, und die Durch- 
schnittspunkte zu den Symbolen wählt. Jeder solche Punkt A hat 
hier vier Nachbaren, und wenn man die Relation des A zu einem 
benachbarten Punkte durch +1 bezeichnet, so ist die durch —1zu 
bezeichnende von selbst bestimmt, während man, welche der beiden 
andern man will, für +2 wählen, oder den sich auf +i beziehenden 
Punkt nach Gefallen rechts oder links nehmen kann. Dieser Un- 
terschied zwischen rechts und links ist, so bald man vorwärts und rück- 
wärts in der Ebene, und oben und unten in Beziehung auf die beiden 
Seiten der Ebene einmal (nach Gefallen) festgesetzt hat, in sich völlig 
bestimmt, wenn wir gleich unsere Anschauung dieses Unterschiedes 
andern nur durch Nachweisung an wirklich vorhandenen materiellen 
Dingen mittheilen können*). Wenn man aber auch über letzteres 
sich entschlossen hat, sieht man, dass es doch von unserer Will- 
kühr abhiug, welche von den beiden in Einem Punkte sich durch- 
kreuzenden Reihen wir als Hauptreihe, und welche Richtung in 
ihr wir als auf positive Zahlen sich heziehend ansehen wollten; 
man sieht ferner, dass wenn man die vorher als +i behandelte 
Relation für +1 nehmen will, man nothwendig die vorher durch 
— 1 bezeichnete Relation für +? nehmen muss Das heisst aber, 
in der Sprache der Mathematiker, +7 ist mittlere Proportional- 
grösse zwischen +1 und — 1 oder entpricht dem Zeichen Y1; 
wir sagen absichtlich nicht die mittlere Proportionalgrösse, denn 
—i hat offenbar gleichen Anspruch. Hier ist also die Nachweis- 
barkeit einer anschaulichen Bedeutung von Y=Z1 vollkommen ge- 
rechtfertigt, und mehr bedarf es nicht, um diese Grösse in das 
Gebiet der Gegenstände der Arithmetik zuzulassen. - 

Wir haben geglaubt, den Freunden der Mathematik _durch diese 
kurze Darstellung der Hauptmomente einer neuen Theorie der soge- 


*) Beide Bemerkungen hat schon Kant gemacht, aber man begreift 
nicht; wie dieser scharfsinnige Philosoph in der ersteren einen 
Beweis für seine Meinung, dass der Raum nur Form _ unserer 
äussern Anschauung sei, zu finden glauben konnte, da die zweite 
so klar das Gegentheil, und dass der Raum unabhängig von un- 
serer Anschauungsart eine reelle Bedeutung haben muss, beweiset. 


238 


nannten imaginären Grössen einen Dienst zu erweisen. Hat man.diesen 
Gegenstand. bisher aus einem falschen Gesichtspunkt. betrachtet 
und eine geheimnissvolle Dunkelheit dabei gefunden, so. ist dies 
rossentheils den wenig schicklichen Benennungen zuzuschreiben. 
Hätte man +1, —1l, YZ7 nicht positive, negative, imaginäre 
(oder gar:unmögliche) Einheit, sondern etwa direcete, inverse , late- 
rale Einheit ‚genannt, so hätte von einer solchen Dunkelheit kaum 
die Rede sein können, Der Verf. hat sich vorbehalten, den Ge- 
genstand, welcher in der vorliegenden Abhandlung eigentlich nur 
selegentlich berührt ist, künftig ‘vollständiger zu ‚bearbeiten, wo 
dann auch die Frage, warum .die Relationen zwischen Dingen, die 
eine Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimensionen  darbieten, 
nicht noch andere in der allgemeinen Arithmetik zulässige Arten 
von Grössen liefern können, ihre Beantwortung finden wird.“ 


UeberdasPrineip deskleinsten Zwangs 
und die damit zusammenhängenden 
mechanischen Prineipe. 


B* :Von vr | et 
Herrn Professor Dr. Reuschle 
am Gymnasium zu Stuttgart. 


Im vierten Bande des Crelle’schen Journals S. 232. stellt 
Gauss ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik auf, wel- 
ches unter obigem Namen (Principle of least restraint) in einem 
englischen Lehrbuch (Earnshaw Dynamics, Cambridge 1839) 
unter die dynamischen Prineipe eingereiht worden ist._ Soweit 
ich die Literatur kenne, ist es das einzige, wo es aufgeführt wird, 
übrigens ohne Beispiele, dergleichen auch Gauss nicht gegeben 
hat. Der Zweck dieser Abhandlung ist, nach einigen historischen 
Bemerkungen über die Behandlung des Princips in den beiden ge- 
nannten Schriften, dasselbe zuerst geradezu an ein paar möglichst 
einfachen Beispielen zu erproben, es sodann der allgemeinen ana- 
Iytischen Behandlung zu unterwerfen und so in seinem Zusammen- 
hang mit den übrigen. Principen der Mechanik nachzuweisen. 
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$. 1. 

Nach dem Ausdruck den ihm sein Urheber gegeben hat, lau- 
tet das Prineip so: Ä 
„Die Bewegung eines Systems materieller, auf was immer für | 
eine Weise mit einander verknüpfter Punkte, deren Bewegungen zu- 
gleich an was immer für äussere Beschränkungen gebunden sind, 
geschieht in jedem Augenblick in möglich grösster Ueber- 
einstimmung mit der freien Bewegung oder unter mög- 
lich kleinstem Zwange, indem als Maass des Zwanges, den 
das ganze System in jedem Zeittheilchen erleidet, die Summe der 
Producte aus dem Quadrate der Ablenkung jedes Punkts von 
seiner freien Bewegung in seine Masse betrachtet wird.“ 
Gauss und Earnshaw beweisen diesen Satz auf verschie- 
dene Art durch Zurückführung auf andere mechanische Principe, 

I. Ersterer leitet ihn auf ‚folgende Weise aus dem Dalember- 
tischen Prineip in Verkindung mit dem der virtuellen Geschwindig- 
keiten ab. Es sei (Taf. IV. Fig.1.) für irgend einen Punkt des 
Systenis m die Masse, 4 sein Ört zur Zeit t, B der Ort, den er 
nach einem unendlich kleinen Zeitintervall r in Folge der auf ihn 
wirkenden Kräfte und der zur Zeit t erlangten Geschwindigkeit 
einnehmen würde, wenn er vollkommen frei wäre, C der wirkliche 
Ort, der zufolge des Systemverbandes diesem Zeitintervall ent- 
spricht, endlich D ind ein anderer, dem Systemverband com- 
patibler und, versteht sich, den Punkten A und C unendlich naher 


Ort, so ist Zm.B( C? ein Minimum, wenn 
R BD; Zm.BD’ — 2m. BC’ >0. 
"Ist aber 6 der Winkel zwischen CB und CD, so ist in dem 
Dreieck BCD ws . 
N LBD’=BO +CD’_2BC.TD.coss, 
folglich 
(a)... 2m. BD’ = sm. BO — 2m. CD? 2m. BC.CD.coss, 


aber nach dem Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten, angewandt 
auf das Gleichgewicht der verlornen Kräfte, welches durch das 
Dalembertische gefordert wird, ist: 


% 


© PEEM (b)... 2m. BC. CD. c0s6—0, 
folglich 
Zm(BD’ — BC’)= sm. CD’ >0. 


Es ist:nämlich das: Produet m. BC. CD.cos# das dem ma- 


teriellen Punkt m zugehörige virtuelle Moment, sofern m. BC als 
seine verlorne Kraft betrachtet: werden darf. Ueber die Berechti- 
gung hiezu, so wie über die wesentliche Homogeneität der Glei- 
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chung (a) hinsichtlich des Unendlichkleinen erlaube ich mir zu 
dem Gaussischen Beweise folgende Bemerkungen hinzuzufügen. 


Das Product m. BC ist zuächst das Product aus der Masse 
in einen dem unendlichkleinen Zeittheilchen z entsprechenden Raum 
oder Weg; man kann denselben aber an die Stelle der der Zeit- 
einheit entsprechenden Beschleunigung, oder wenn diese p zur 
Zeit t ist, 397? für p setzen, sofern dann blos Zr? als gemein- 
schaftlicher Factor vor das Summenzeichen in (5) tritt. Denn ob- 
schon die in obigem Ausdruck des Princips vorkommenden, zur 
Zeit t erlangten Geschwindigkeiten v Räume liefern von der Form 
vr, welche also nicht das Quadrat von x enthalten würden, so sind 
doch in der That die verlornen Kräfte oder die dafür substituirba- 
ren Räume BC von jenen Geschwindigkeiten vo unabhängig, was 
durch die Nachweisung der verlornen Kraft in BC überhaupt er- 
hellen wird. Sei zu dem Behuf (Taf. IV. Fig. 2.), ausgehend von dem 
der Zeit t entsprechenden Ort A, AE der im Zeittheilchen z zu: 
folge der erlangten Geschwindigkeit, AF' der in demselben Zeitin- 
tervall zufolge der neuhinzutretenden Kraft durchlaufene Raum, 
während AC, wie oben, den wirklichen Weg bedeutet: so stellt, 
wenn man AEC zum Parallelogramm ergänzt, EC—= AG die wirk- 
same, und wenn man A@GF ergänzt, FG— AH die verlorne Com- 
posante der beschleunigenden Kraft AF, endlich die Diagonale 
AB in dem Parallelogramm- aus AE und AF den im Zeittheilchen 
t frei durchlaufenen Raum vor. Diess ist aber zugleich die Diago- 
nale in dem Parallelogramm aus AC und AH, und daher die Ab- 
lenkung BC von der freien Bewegung parallel und gleich der ver- 
lornen Kraft AH, woraus bereits erhellt, dass BC wie AF eine 
Grösse von’ der Form } pr? ist. Noch unmittelbarer aber zeigt sich - 
die Unabhängigkeit der Grösse BC oder AH von der zur Zeit t 
erlangten Geschwindigkeit so: ist AC’ der AC gleich und entge 
gengesetzt, so ist AZ Resultante aus AP und AC’; zerlegt man 
aber diese beiden in ihre Composanten zurück, welche für jene 
AE und AF, für diese AE’ und A@’ sind, d. h. die der AE und 
AG gleichen und direct entgegengesetzten Grössen, so heben sich 
somit AE und AE' als Composanten von AH auf. — Da nun 
BC=1}pr?, so ist allerdings £m. BC. CD.cos6 =? Zmp. CD cos 
nach den citirten Prineipen null; aber da sich BC zugleich als ein 
Unendlichkleines «der zweiten Ordnung herausstellt, so müssen 
auch BD und CD als solche sich erweisen, damit (a) homogen 
sei, weil sonst das in der Gleichung (db) enthaltene Glied als ein 
Unendlichklemes höherer Ordnung aus (a) wegfiele, unabhängig 
vom Princip der virtuellen. Geschwindigkeiten. Es ist aber D ein 
mit C gleichartiger Punkt und es lässt sich für ihn die vorige 
Construction wiederholen, indem man überall D an die Stelle von 
C setzt und, ausgehend von A, die gegebene Anfangsgeschwin- 
digkeit AE eben so bei AD, wie hei AC, concurriren, aber irgend 
eine andere beschleunigende Kraft, anstatt AF, hinzutreten lässt; 
hiedurch zeigt sich BD als eine Grösse von der Form $p’7?, wo 
p' eine willkührlich andere, nur den Bedingungen des Systems 
entsprechende Beschleunigung ist, die m von B aus anstatt nach » 
C, in demselben Zeittheilchen z nach D führen würde, und alsdann 
ist auch CD, als Resultante aus CB und BD, eine Grösse von 
derselben Form, nämlich ,, wenn A der im Dreieck BCD der CD 


gegenüberliegende Winkel ist, CD’=47* (p? +p'?”—2pp'cosi). 











241 


1, Eine: andere Beweisart versucht Earnshäw,, indem er 
mit dem Dalembertischen Prineip die statischen 'und: dynamischen 
Eigenschaften des Schwerpunkts verbindet. ‚durch, eine mechanische 
Construction, der: übrigens ich wenigstens nicht ‚die gehörige Evi- 
denz; Vollziehbarkeit in der Anschauung;, | zuschreiben kann, wel- 
che’ sich (aber: auch; umgehen lässt. Ausgehend davon, dass in der 
Richtung 3C die Resultante der verlornen, oder wie:er sich’ pas- 
send ausdrückt, ‚der Zwangskräfte, (forces of restraint, restraining 

ressures), auf» wirkt, mithin 3C der Raum ist, um: den die 
esultante: das T'heilchen m in der unendlichkleinen Zeit z ablenkt: 
so denke man : sich ‚jetzt sämmtliche materiellen Punkte: des: Sy- 
stems ihrem Verbande entnommen, in freiem Zustande an irgend 
einem Punkt -3 des:Raums vereinigt und hier zumal von, den resp. 
Zwangskräften ‚gleichen ‚, Drucken 'in deren Richtungen getrieben, 
so’ wird sich: jedes 'Theilchen m von # nach einem Punkte 7 :bewe- 
gen, so dass #7 gleich und parallel >C ist. Da nun die Zwangs‘ 
kräfte von der: Art sind, 'dass sie Gleichgewicht an dem: System 
hervorbringen, gemäss dem Dalembertischen Princip, so können 
sie keinen Einfluss auf die‘Bewegung des Schwerpunkts haben, 
gemäss dem Prineip der: Erhaltung des Schwerpunkts, es; bleibt 
mithin noch der Schwerpunkt der Theilchen m, wenn sie in den 
Punkten y sich befinden. Nach einer bekannten Eigenschaft des 
Schwerpunkts'aber ist 2m3y”, folglich auch 2m 3C” ein Minimum, 
d. 'h. der Werth dieser‘ Grösse ist kleiner ,. als’ wenn: die Zwangs- 
kräfte kein Gleichgewicht hervorbrächten,, wie sie es nach dem 
Dalembertischen Princip sollen... _ | 
So scharfsinnig und wirklich in der Natur der Sache gegrün- 
det nun die Zuziehung dieses Satzes vom Schwerpunkt ist, dass 
die Summe der Producte aus jeder Masse in das Quadrat ihrer 
Entfernung vom Schwerpunkt ein Minimum _sei: so sehr scheint 
mir durch die Art, wie der Satz von der Erhaltung des Schwer- 
unkts in Anwendung, gebracht ‚wird,' der’ mechanischen Anschauung 
wang angethan zu werden. Denn so sehr die Forderung an die 
mathematische Abstraction zuzugestehen ist, sich eine beliebige 
Masse in einem Punkt, und desgleichen in einer.Linie,, Fläche, 
vereinigt, concentrirt zu denken, so unnatürlich, ja wie eine con- 
tradietio in adjecto, kommt mir die Forderung vor, mehrere ein- 
zelne materielle Punkte (oder in Punkten eoncentrirt gedachte Mas- 
sen) in freiem Zustande, unverbunden, so dass jeder für sich sich 
bewegen kann, als in einem ‚Punkt vereinigt sich zu denken, viel- 
mehr bilden mehrere materielle Punkte dieser Art ein System, 
und es müsste daher erst bewiesen werden, dass # der Schwer- 
unkt dieses Systems ist, ehe sich begreifen lässt, dass er es 
leibt. "Dass nun 'aber 3 wirklich der Schwerpunkt der in den 
Punkten y befindlichen materiellen Punkte ist, folgt aus einem rein 
statischen Satze, den Lagrangein der analytischen Mechanik, im. 
öten Abschnitt der Statik (T.1.pag. 107), als von Leibnit z aufge- 
gestellt, anführt und aus seinen Formeln heffeitet. Der Satz be- 
steht darin, ‚dass, wenn. mehrere Kräfte. an einem Punkt sich 
Gleichgewicht halten, und von diesem Punkt; aus Linien gezogen 
werden, die nach Grösse und Riehtung jene Kräfte vorstellen, der 
betreffende Punkt der Schwerpunkt eben so vieler (als Kräfte vor- 
handen sind), in den Endpunkten jener Linien angebrachter, glei- 
cher Massen sei; und man kann ihn dahin erweitern: wenn man 


Theil: VI. 16 
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jede der statischen Kräfte 2, die an einem Punkt: sich Gleichge- 
wicht halten, durch ein Product mp vorstellt, wovon der eine: Factor 
m als eine Masse, der andere p als eine Beschleunigung, ‘oder 
als ein in einer gewissen Zeit durchlaufener Weg betrachtet: wer- 
den kann, so ist jener Punkt der Schwerpunkt der in den Entfer- 
nungen » von ihm angebrachten Massen m, jene‘ Entfernungen: in 
Richtung der gegebenen Kräfte genommen; und dann ist nach einem 
zweiten statischen Satze, dem von Earnshaw eitirten, Imp?. ein 
Minimum. Indem ich den Beweis des so gestellten Satzes, so wie 
des letzt erwähnten, in die Berichtigung des englischen Beweises 
für unser Princip einflechte, besteht dieser nunmehr aus folgenden 
Momenten: 

1) Dem Princip der Erhaltung des Schwerpunkts zufolge kön- 
nen die Zwangskräfte, die’an dem System vermöge des Dalember- 
tischen Prineips sich Gleichgewicht halten, keinen Einfluss auf die 
Bewegung des Schwerpunkts haben, sondern müssen sich an dem- 
selben, mithin überhaupt un einem Punkt # des Raums Gleichge- 
wicht halten*). Setzt man daher , wie in Nro. L BC=#,=3pr*. 
und sind a, b, ce die Winkel der Linie %, mit drei rechtwinkligen 
Axen der x, 3, z, so drücken die Gleichungen oh . 

(0). Zmpcosa—=0, Zmpcosb=0, Impcosc=0- 


fır.*3 


das ‚Gleichgewicht der Zwangskräfte m. BC am Punkte Baus.) o 
2) Sind alsdann &, 7, & die Coordinaten des Pinkts 4 und 
%, 9. x die irgend eines der Punkte y, so ist Je 
Br —iprt=(2—:)+(y—n)+@—E)° 
und | 
25% 
2 


en 
} cosb—% A: cosc—=- 
sp? n- zprt 





Ya 
csı=—— 
zprT 








aus den vorhergehenden Gleichungen («) wird daher: m 
(9), 2m(2-8)=0, Zm(y—-n)—0, Zm(z—2)=0, 
und diese geben 





Eau „my Du 
ER nehm 


wonach der Punkt #, dessen Coordinaten &, „, & sind, der Schwer- 
PaRet der materiellen Punkte m ist, deren Coordinaten &, y, 2,4 
ı. der in den Punkten y befindlichen Massen m **), 


*) Oder einfacher: Da die Zwangskräfte nach dem Dalembertischen 
Princip an dem gegebenen System Gleichgewicht hervorbringen, so müs- 
sen sie insbesondere die fortschreitende Bewegung des Schwerpunkts auf- 
heben, mithin. an einem Punkt sich Gleichgewicht halten, | 

**) Da man nun, anstatt mp—P, m’'p'—P' u.s.w. zu setzen, auch 
setzen kann: P—mg, P'=ıng'...., d. h. alle diese Massen als gleich an- 
nehmen, so erhält man, wenn n die Anzahl derselben (oder der Kräfte P): 


Ä 1 an 
vl 1 


_r% mise, Ce ie 
Fahne ee \ cin 

in welcher Form Lagrange am citirten Ort diese Resultate herleitet; als 

Ausdruck des Leibnitzisehen Satzes. 
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3)\ Däsdieliersten Theile der Gleichungen (8) die partiellen 

J ef nz er 4 95! 
Ableitungen . nach &, .n, &£ von. der. Function, mp? sind, mit ent- 
gegengesetztem Zeichen genommen, ind da die zweiten, nämlich 
die einen, ‘wo zweimal nach der nämlichen Variable differenzirt 
wird, sämmtlich auf die wesentlich positive Grösse sm, die andern, 
wo nach zwei verschiedenen Variabeln differenzirt wird, sämmtlich 
auf Null sich reduciren: so sind alle Bedingungen erfüllt, welche 


NL mithn zm.BC?, zu einem Minimum machen in 
Beziehung auf &, n, £, d. h. kleiner, als wenn $, », & nicht die 
dem Schwerpunkt entsprechenden Werthe. hätten, mithin kleiner, 
als wenn die Zwangskräfte m. BC nicht an einem Punkt, also’ auch 
nicht. an dem System sich Gleichgewicht hielten *). 

1II.. Vergleichen wir nun die beiden Beweise, so gehen beide 
Ben appehzslich ‚von dem Fundamentalprineip der Dynamik ‚,..dem 
sleichgewicht der Zwangskräfte aus, unterscheiden sich aber darin, 
dass der Gaussische dieses Gleichgewicht mittelst der allge- 
meinsten Bedingung des Gleichwichts in Anwendung bringt, die 
in dem Verschwinden .der virtuellen Momente besteht, der. von 
Earnshaw dagegen mittelst einer partiellen Bedingung. welche 
bloss die Aufhebung der fortschreitenden Bewegung zur Folge hat. 
So innig und zierlich nun hier die Beziehung unseres Minimwus 
zu demjenigen, welches der Schwerpunkt darbietet, erscheint, so 
ist dieser Beweis doch keineswegs allgemein und passt zunächst 
bloss auf freie Systeme, wo die Zwangskräfte die Bedingung erfül- 
len müssen, an einem Punkt sich Gleichgewicht zu halten, was 
nicht mehr der Fall ist, wenn das System einen fixen Punkt oder 
eine fixe Axe enthält: so dass, sollte sich überhaupt in allen Fäl- 


len Im. BC? auf Smr3 (wo r, die. Entfernung der Masse, vom 
Schwerpunkt) zurückführen lassen, diess in den genannten, Fäl- 
len besonders, oder allgemein, geschehen müsste, dann ‚aber 
wohl nur mittelst des Princips der virtuellen Geschwindigkei- 
ten geschehen könnte, Hiernach kann man behaupten, dass 
der englische Beweis bloss die Nachweisung des Drindips an 
einem, obwohl viele Fälle unter sich begreifenden , Beispiele 
ist, dergleichen wir in $. 2 an einem andern Beispiele all- 


*) Man kann diesen Satz vom Schwerpunkt, dass, wenn r, die Distanz 
eines der materiellen Punkte m vom Schwerpunkt, Znr?2 ein Minimum 
sei, auch ohne Differenzialrechnung so zeigen: es seien x, =x—$, 
Yo=Y-—N, 2 —=2—{ die Coordinaten von m in Beziehung auf den 
Schwerpunkt, „also, 3 =x3+y3 +25; ebenso »?=x?+y?-+2?, und 
oe? —=$+n7?+°? ‚so ist: | | 


ner) Em (Hrn tm Ye +0r =) 
11191al —#Fmx, +27 2myot+25>nz,+0?>m , 
folglich, wegen 
N Ems = Iny, = Zmz,—0,, Zm(r?—r!)=e?3mS 0, 


was auch der Coordinatenursprung sein mag. 
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gemeinerer, Art zeigen ‚werden‘, ‘dass aber der- allgemeine Beweis 
mit Gauss durch die allgemeine Formel der Dynamik, die, Ver- 
bindung des Dalembertischen Prineips mit dem der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten, geführt werden, muss, -Dantı'nur ist! das Prineip 
des kleinsten | Zwangs ‚auch. hinsichtlich. seiner ‚Folgen allgemein 
aufgestellt, so- dass ‚es ‚gleicherweise..der Herleitung sämmtlicher 
Bewegungsgleichungen eines gegebenen. Systems zu Grunde ‚gelegt 
werden kann, wie das Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten in 
seiner ‚Auwendung auf das Gleichgewicht der verlornen Kräfte; 
denn aus dem Gaussischen Beweise erhellt unmittelbar, dass man 
umgekehrt vom Princip des kleinsten Zwangs zu jener allgemeinen 
Formel der Dynamik gelangt. | u 

Wie man vermöge des Dalembertischen Satzes‘ aus, jeder dy- 
namischen Formel eine statische ableiten kann und uudkebkt. so 
ist nach kauss das Gleichgewicht nur ein besonderer Fall des 
allgemeinen Gesetzes, indem dann bloss die Punkte A selbst, als 
der Gleichgewichtslage entsprechend, an die Stelle der Punkte C 
treten, und Xm. BA” ein Minimum ist.. Diess heisst in der That 
soviel als: in der allgemeinen Formel ‚der Dynamik alles, was sich 
auf die wirkliche Bewegung zur Zeit i bezieht, Null, setzen, im 
Falle die am System wirkenden ‚Kräfte. selbst sich, Gleichgewicht 
halten; übrigens lässt sich aueh der: Beweis ganz 'auf dieselbe 
Weise. führen, denn entspricht D einer virtuellen Lage des mate- 
riellen Punkts m, so dass AD mit AB in Bezug auf: die Grösse 
gleichartig ist, so liefert das Dreieck BAD, wie zuvor BCD, die 
der (a) ähnliche Relation ur % 19] 





(c) Zm. (BD? - BA’)— 2m AD’ 22m BA. AD.c0sg,: ., 


indem 9 der Winkel zwischen der Richtung der freien Bewegung - 
an oder der der Kraft und zwischen dem virtuellen, Weg, AD, 
und mit a 6 Ba 


= 


f 
iral) 


| ZmBA.AD.cosg—0 | 
redueirt sich | 
6 smBD’ — ImBA4’ 
auf die wesentlich positive Grösse 
zmAD'. 


Auch hier ist alsdann, was bereits durch die Forderung angedeuü- 
tet ist, dass AD der Grösse nach gleichartig mit AB sein soll, 
zu bemerken, dass, da, wenn wiederum p» die an m wirksame be- 
schleunigende Kraft ist und r das unehdlith kleine Zeitintervall, 
AB pr? ist, auch der virtuelle Weg. AD ein Unendlichkleines 
zweiter Ordnung in Beziehung auf 7 sein muss; was sich in. der 
That auch dadurch rechtfertigt, dass die Grössen AD als die im . 
Zeitintervall x durchlaufenen Wege zu denken sind, wenn andere 
beschleunigende Kräfte g an. die Stelle der in den Punkten A sich 
Gleichgewicht haltenden Kräfte » treten. Man vergl. übrigens 
$.2. Mu. 8 in | I 
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Wir prüfen nun das Princip des kleinsten Zwangs_ direct. an 
einigen der einfachsten Beispiele, sowohl von Bewegung, als von 
Gleichgewicht. ' 

l. Um für die Bewegung eines Systems den möglichst ein- 
fachen Fall zu nehmen, so wird dazu namentlich‘ erfordert, dass 
sämmtliche Punkte A,B,C, D,E für jeden der materiellen Punkte 
in die nämliche Gerade fallen; wir nehmen daher zwei ungleiche 
Massen m, m’ an den Enden eines um eine gewichtlose Rolle 
gehenden, gewichtlosen, absolut biegsamen ‘und unausdehnbaren 
Fadens an und legen’die Anordnung der’ Punkte ABCDE für die 
Masse m und der entsprechenden A’B’C'D'E' für die Masse m’ 
nach (Taf. IV, Fig. 3.) zw Grunde: so sind nach der. Natur des 
Systems alle Abstände der übrigen Punkte von E auf der, einen, 
denen von E’ auf der. andern Seite gleich und haben, entgegenge- 
setzten Sinn, ausgenommen EB und E'B', die beide. dem Sinn der 
Schwere entsprechen. Nun ist hiernach: Em 




















BC=EB-EC, 5 BC=EB+EC, 

BD=EB-EC—-CD, , „ BD'=EB+EC+CD, 
N BD*IBO CD 3, CD.(EB-EO), 
a u 





CD’+2.CD.(EB+ EC), 
folglich die Grösse up! ir 
Zm.(BD:-BC’)—(m+n').CD’+2(m+m').CD.EC-Am-—m’) CD.EB 
| | Rn: er; in zum | —— a m —— 
Ist aber, wie gewöhnlich ‚,.g die Beschleunigung der Schwere 


und x ein Zeitintervall, das iv. unserm Fall, mit allen vorhergehen- 
den Linien, eine beliebige endliche. Grösse haben darf, ;so. ist 


ı 








an —,m—m 
EBZiy# EC} m mE 
mithin 
or; mm 
| Ei an ala | 


. und folglich 
y 2m: BD’ — zum. BO —=(m}m) CD’—- sm. CD’>0, 


was auch die willkührliche Linie C'D sein mag, wolern sie nur 
in Richtung des Fadens genommen wird, und somit 
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ww) 1 102 
mBC +m'B'C 


ein Minimum. f 
Führt man die Werthe von EB, EC in den, Ausdruck ein, 

nm — m 

m + m! 





welcher ein Minimum sein soll, so ‚hat, man, indem, man 
Ä BC=}(1-u)g®, BC=y(l+u)grr, 
folglich 





EA | ger 
Zm.BC =(m(l— u)? Hm! (1+u)2)* 1° 


und man geht hiervon offenbar zu 2m. BD” über, indem man für 
ug eine andere Beschleunigung (#-+«)g Substituirt, die ebenfalls 
dem Faden entlang wirkt, wo « eine willkührliche, positive oder 
nesative, Grösse ist, woraus man Ba. 5 | | 


4 





ee; ABER NEL 22 
Zm.BD’ — znBO’ —(m+m')- .. 


BJ 


(d.h. Zm. CD” erhält, indem eben CD=1agı”. Hieraus erhellet 
aber auch, dass man, Behufs der Nachweisung des Minimum’s 
durch Differenzialrechnuug, im Beziehung auf « zu differenziren 
hat, und da die zwei ersten Ableitungen ohiger Grösse nach « 





(—m(1—-u)+m’(1 Hu) IE und mm) LE 


sind, wovon die erste vermöge des Werths von „ identisch null, ' 
die zweite wesentlich positiv ist, so ist auch von dieser Seite das 
Minimum bestätigt. (erh sn) 

Will man endlich‘ das Prineip dazu anwenden, die Beschleuni- 
gung an dem System erst zu finden, so seien 2,7’ die, Abstände 
der Punkte A, 4’, zur Zeit t, vom: horizontalen Durchmesser der 
Rolle, also, weil überhaupt die Bedingung des Systems 4’ ——4: 
ıst, entsprechend dem Zeitintervall z, ED, „SIMILAR 





A) az ’ { 
EICHE UST he 
folglich 
"— _dr ER | ach d’z r? & 
BC=(g Fr) .o09 BUY FI KA 1 


mithin die Grösse, .die ein. Minimum sein ;soll:. 


d?z 27 2 nu 
di? ( s.eoe,» " 





m(g 


2» 
Ihre erste Ableitung nach der wirklichen Beschleunigung n ge- 
nommen, wie zuvor, giebt zunächst: 
uU22 Yayly BETT £ 
-m(9—- 7p) 1 m (9472) +0. 


woraus, da diese Gleichung unabhängig von der Grösse des Zeit- 
intervalls 7 gelten muss: 








122 2> 
—m(y— =) +m' (g+ = 
folgt, mithin 
d2z__ m—m' 
dt2 m+m!”/ 
pa i | 
Da sofort Ge —0), und desgleichen alle folgenden Zeitableitungen, 


so reduciren sich obige Ausdrücke auf ihre ersten Glieder und die 
R | | 
zweite Ableitung (m 4m’) T zeigt, als wesentlich positiv, ein Mi- 


nimum an. 

II. Das Princip findet übrigens auch seine Anwendung auf 
einen einzigen materiellen Punkt; auch hier ist m. BC”, mithin, 
abgesehen vom Zeichen, BC selbst ein Minimum. Diess erhellt 
bei der freien Bewegung von selbst, wo BC=0, bei der gezwun- 
genen aber weist es sich allgemein ‚auf eine sehr einfache Weise 
nach; bei der Bewegung eines Punkts auf einer schiefen Ebene unter 
dem Einfluss der Schwere z. B. ist, nach der unmittelbaren geome- 
trischen Construction (Taf. IV. Fig. 4.) BC normal zur schiefen Ebene, 
mithin die kürzeste Linie von nach derselben, und zwar für 
beliebige endliche Wege oder ein endliches Zeitintervall «. Diess 
Kit aber oflenbar von jeder Bewegung dieser Ärt, was auch die 

‘läche oder Curve’ sein mag, an welche die Bewegung des Punkts 
gebunden ist und was für Kräfte dabei im Spiel sein mögen, wofern 
im Allgemeinen das Zeitintervall unendlich klein genommen wird; 
denn die verlorne Kraft ist hier immer ein Normaldruck auf jene 
Curve oder Fläche, also BC normal, mithin die kürzeste Linie 
von B aus zu derselben, auf der ja auch die compatibeln Punkte 
D liegen müssen. 

m auch hier in dem einfachsten Beispiel dieser Art, wo 
nämlich der vorgeschriebene Weg geradlinig ist, die Differenzial- 
sleichung des Minimums zur Aedure der Beschleunigung anzu- 
wenden, so seien x,y die Coordinaten des Punkts in Beziehung 
auf zwei rechtwinklige Axen, die’ der positiven %y im Sinne der 
Schwere genommen, 'und’s der auf:der schiefen Ebene zur ‚Zeit i 
durchlaufene Weg, also wenn « der Winkel der schiefen Ebene 
mit'der ‚Richtung der Schwere ist, 2=ssine, y=sCcosa, 





d2x r2 d2y, 12 


BUO=(75 5 te rly 112) 3 Et ..). 


- 
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dzsN 2. d2s „I r* 
u 2, 0SW)2 | 
==, 1) sın “u 4 — —— 0054 — hr... 
(FE N 
on . . d2s ..” . j ° & I 
woraus durch Differenziation nach 12’ weil die Ableitung unab- 
hängig von 7 verschwinden muss, Ä 
Is). d2s Ir 
—- sin 2x — (9 — — 608 «) cas@—(, 
dit2 IT Te ) 
ri 
En COS & 
an 9° 


folgt, und die zweite Ableitung reducirt sich, weil die höhern Ab- 
leitungen von s, mithin auch von x, y nach t verschwinden, auf 
die positive Grösse \ 


E% IR r* 
(sin 2 + cos ?«.) Ti 
IH. Was nun das Gleichgewicht‘ betrifft, für welches ‚das 
Princip des kleinsten Zwangs Zm.AB” als Minimum ‚ mithin, 
Zm(BD?— ABY)>0 


festsetzt, sa hat man im ersten unserer Beispiele (Taf.TV. F i8.3.), 
indem man, um die Figur nicht ändern zu müssen, E,E' anstatt 


< 


A,, 4 als die Gleichgewichtsplätze ‚betrachtet, , ,» 
| N BEBIE N ED ErD oil 
BD-BE-ED, BED-BE+ED, 
folglich _ er De ns ae ne 
2m.(BD’—- BE’)—m((BE-ED)”—- BE’) in (BE. T ED) — BE) 
=(m+m').ED°—-2(m—m')_ED.EB; Su A 
‚aber beim Gleichgewicht ist mm’, folglich Kr 
2m.(BD°-BE’)—2m.ED°>0... 0... 
Zu einem zweiten: Beispiel diene ein Hebel (Fig. IV. Taf.5.), ‚wo in | 
den Lagen A, A’ zwei Massen ‚m, m’ an den Armen a,«’ sich Gleich- 
gewicht halten, wofür die Bedingung ma=m'a’ ist! Nun ist/wie- 
derum AB= A'B’, ferner, wenn 6 der Drehungswinkel des Hebels 
aus der Lage AA’ in die Lage DD! ist, 


AD=2asin;#, A'’D'= 2a sin36, 
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mithin, da in den Dreiecken BAD, BA D' die Winkel an A 
und A’ resp. 36 und 180° —}6 sind, 


BD’ AB? +4a2sin?io—2a; AB .sin6, 

B' B'D°’= AB? +4a'2sin2} 6+2a' ‚AB. ARE 
Mae, Ä , Ioie Ä Au 
m (BD? — -BA9)— 2m. AD>—2(ma—m'a'). AB. sin6, 
wo das zweite Glied zufolge der Gleichgew ichtsbedingung, verschwin- 
det ‚ das:erste aber, indem man die Länge des ‚ganzen Hebels mit 
l, das geimelnschäftliche Drehungsmoment mit u bezeichnet, 

un. AD? =4 (ma: dm 'a'2)sin246— Aulsin} B; 

‚ wird, mithin 
Sm (BD? — BA’)— 4ulsin236>0. 


In beiden Beispielen ist. AB=4'B' = 1972, also die Mini- 
mumsgrösse | 


2r? 





Ä Be tm) 9 


wo sich zunächst nicht absehen lässt, wie und nach was sie diffe- 
renzirt werden sollte, um auf diesem Wege, bei vorausgesetzter 
Gleichgewichtsbedingung, das Minimum zu constatiren, oder, bei 
vorausgesetztem Minimum, die Gleichgewichtsbedingung herzulei- 
ten; allein da diese Differenziation dem Uebergang von BA zu BD 
entspricht , wobei sich bloss der Punkt A ändert, während  der- 
selbe bleibt, so sind erst die Coordinaten des Punkts 1 einzufüh- 
ren, um die Differenziation vollziehen zu können. Seien daher im 
ersten Beispiele "a ‚o die vertikalen Ordinaten der BE DRSTIChE" 
plätze E,E, und 2,:' die der Punkte B, B’,,so ist 


BR, 8 B'E'=:' — 20; | 
folglich | Br An a; 
Sm. BE? —m(22,)? m! (2! 2 )®, 


und wenn man nach z, nlnger so sind die ; zwei ersten Ab- 
leitungen | | 


dz'? 


j = b) 
h) c dz’ c 
2m +2m' =). — Im! (z! — m? 95 . = 


aber vormöge der SE des Me ann ist Ben = Abalia 
folglich d 


= amlben Je gap lz'saäbe 
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BR F d2z, Zeil 


— N BI 
dz, dz? 


wie alle folgenden; mithin reduzirt sich die erste, indem man nun 
BE=B'E'=}gr2 berücksichtigt, auf —(m—m’)gr?, d.h. auf 
Null, wenn’ m —m' =0, alsdann die zweite auf die positive 
Grösse 4m. 
Bezieht mau im zweiten Beispiel die Punkte 4,4’, B,B’ auf 
zwei rechtwinklige Axen, der x und y, so dass der Ursprung im 
Umdrehungspunkt ‘des Hebels liegt, und die Axe der positiven x 
mit dem Hebelarm a in der Gleic gewichtslage den Winkel «, also 
mit dem andern a’ den Winkel 180°-+« macht, gemäss der Bedin- 
gung des Systems: so ist, wenn x,,%Y, und z,y ‘die Coordinaten 
von m in den Lagen A, B, ebenso =’,,y', und =',;y’ die von m’ 
in den Lagen A’, B' sind, indem Sol AB als 4’B’ die Win- 
kel 90°-+a@ und « mit den Axen der positiven = und y machen, 








AB.sna=—-(z—x,), A4'B'.sna=— (2’—2',);5 
AB.cosa—y — Yo AB .cosa=y'—y'o; 
und | | jod el 
mAB” =m (= 2,24 y-y)d)+m (a! - 2) yy)9): 
folglich hat man, wenn man in Beziehung auf « differenzirt, aber 
bloss die auf die Punkte A, A’ sich beziehenden Coordinaten variiren 
lässt, in 

dx x 


0 ug dy, RM] FE d Pe is 
da +(y Y) 7.) A ((® LT tg Y 0) 








= Im((#-8,) u 


"EICH IHN) 


und 























d2z d2y der), ..: day. 
—Im((z-z lyy — 2) 2m (ae) la) EH w 
(( ® da“ Hy Yo 12 ((@ oc da2 +% Y ) da? ) 
die beiden ersten Ableitungen. Nun ist 
u de. a dan 
- h dy d?y Bu 9 
y, zZ asın « ea N gcosa TI EN yaplze 
I 1 
1 de \ 2 
x, z—ua'C08«, ° — a'sin«, Pe 
& da? 
f e 
gr dy', \. d2y' 
y',—e Sina —— = — a’ c0Sa ’— a’ sine; 
Yo 7 a, Ts a’ sina; 


wodurch die vorhergehenden Ausdrücke werden ale! 
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—2nal(y—y,)eosa—(z—x,)sina)42m'a'((y'—y3)eosa—(2'—x' )sine), 
und | f 


9 (ma? + m'a'2) } mb (y—y,) sind (2 —x,)e0s&) 
| — 2m’ a’ ((y’—y’,)sin@+(2'-x’,)cos a); 


aber 
(y-y,)eosa— (2 —z,)sna=AB, 
as (y’ ug, )eosa—(z' — 2',) sina—=A'"B’; 
(y-yo)sina+l@—zy)cosa= ABsin?a, | | 
Ä .Y' <y'o)sin«+(x'— x’, )cosa— A'B' sin? ; 


mithin, wenn man nunmehr, nach vollzogener Differenziation, auf 
AB=4'B'=ygr?* Rücksicht nimmt, so. redueirt ‚sich: die erste 
Ableitung auf — (ma — m’a’) gr?, mithin auf Null, wenn ma — m’a’ =0, 
die zweite auf an u 


2 (ma? 4 m’a'?)+ (ma —m' a‘) ge” sin2u, 


mithin ‚ unter. derselben ‚Bedingung ‚auf ‚die ‚positive Grösse Zul, 
indem wiederum ma=m’a' = u, a+ a’ = I. gesetzt. wird. 
‘Auch in. diesem Beispiel des Hebels. durften. die Räume AB, 
AD: oder das. Zeitintervall-z in’ beliebiger endlicher Grösse voraus- 
esetzt werden, wie .in den. vorhergehenden Fällen der Rolle und 
a schiefen.. Ebene ; übrigens findet zwischen diesem ‚und ‚jenen 
der Unterschied statt, dass, während dort bei der. Anwendung des 
Prineips der, virtuellen ‚Geschwindigkeiten „die. ‚auf die Richtung.der 
Kräfte zu projieirenden ‚Wege,, welche die Punkte des Systems 
bei einer Verrückung desselben aus der Gleichgewichtslage durch- 
laufen , endlich sein dürfen, diess beim Hebel nicht gilt, ‚wohl aber 
gehört dieser zu. den Fällen,.wo statt ihrer Projectionen die vir- 
tuellen. Wege selbst, und diese dann in, endlicher Grösse, genom- 
men werden dürfen... ,; Ina 


x 


gu 


Da, den:Bemerkungen 'in $. 1. 111: zufolge, um das Gaussische 
Princip aus dem Dalembertischen in gehöriger Allgemeinheit her- 
zuleiten, ‚das von letzterem festgesetzte ‚Gleichgewicht der verlor- 
nen Kräfte auf: die allgemeinste Art, d: h. » mittelst des Prineips 
der virtuellen: Geschwindigkeiten’in Anwendung: zu bringen'ist,'so 
soll nun gezeigt werden, wieder: allgemeine \analytische Ausdruck 
des Gaussischen Satzes durch die: allgemeine»Formel der Dynamik 
sich bestätigt, weiche das Verschwinden der Summe der virtuel- 
len Momente . sämmtlicher ‚verlorner Kräfte aussagt. Sie bedarf 
übrigens zuvor einiger Erörterungen, die wir in diesem Paragraphen 
vornehmen. 

| Bekanntlich wird sie, indem man alle Punkte des Systems 
auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezieht, und alle an den- 
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selben, wirkenden ‚Kräfte auf ihre Axenprojectionen zurückführt; sv 
dargestellt: | 








u der _dey ER! \:. 90 VER 
7 A) FE Te)” —0, 
wofür wir " andre | n 
a) 2m (X F2)8x]=0 Bi 


schreiben ‚ ‚indem. wir. sofort. ‚überhaupt. zur Abkürzung jeden aus 
drei Gliedern bestehenden Ausdruck, welche der Reihe nach den 
drei Coordinaten, oder auch. ihren drei: Paaren, entsprechen, ‚durch 
ein einziges dieser Glieder vorstellen, das wir in eckige Klammern 
einschliessen. In dieser Formel sind für die Zeit Z und irgend 
einen der. materiellen Punkte, dessen Masse m ist, x, y, z Seine 
Joordinaten;' also da II Id seine ‚wikkliähen dem SystemVeh- 
M ec An Aldi N EN RL VE UT PEN N 

bande entsprechenden Beschleunigungen nach den drei:Axen, A,.Y,Z 
die Axenprojectionen der an ihm unabhängig vom Systemverbande 

. Wr i z ‚4 i 2 

wirkenden beschleunigenden Kräfte, also N— m v4! 2 = 
seine verlörhen Kräfte ‚- endlich '62,"dy, dz' seine sogenannten ’yir- 
tuellen Geschwindigkeiten, projicirt auf die drei Axen, und eben: 
damit’auf die Richtungen der Rräfte, die sich Gleichgewicht’halten 
sollen.‘ ‘Es handelt sich nun zunächst um’die genauere Feststellung 
der Bedeutung dieser ‘Grössen 'im Geiste ‘der Funetionsrechnung, 
da'sie gewöhnlich im Sinne der Infinitesimalmethode als 'Unend- 
lichkleine betrachtet werden. ‘Gehen wir ’zu dem Behuf auf die 
Aussage des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten zurück , so 
verlangt dasselbe dem System eine, im Allgemeinen unendlich- 
kleine, seiner'' Natur compatible, 'Verrückung aus der Gleichge- 
wichtslage. zu ertheilen, die Wege, welche dabei die einzelnen 
Punkte des Systems durchlaufen , auf die Richtungen der Kräfte, 
welche an ihnen sich Gleichgewicht halten sollen , oder’ beide ‚auf 
eine gemeinschaftliche Richtung zu projiciren, alsdann 'soll”die 
Summe der Producte aus diesen beiderlei Projeetionen und den 
Massen, d. h. die Summe der virtuellen Momente, verschwinden. 
Die Axenprojectionen der unendlich kleinen Wege oder die der 
Verrückung entsprechenden unendlich kleinen Variationen der 
&oordinaten: werden nun’ gewöhnlich mit »s.rnu. s. w.' bezeichnet und 
als: die virtuellen‘ Geschwindigkeiten betrachtet; wir müssen aber 
virtuelle. ‚Wege und virtuelle ' Geschwindigkeit unterscheiden;'iund, 
wenn ‚desshalb Dxieinen, zunächst endlichen oder unendlichkleinen, 
Zuwachs von: (da es auch Fälle. giebt, wo die» virtuellen: Wege 
‘endlich sein dürfen). bezeichnet, als’ nächsten Ausdruck ‚der obigen 
Aussage des Princips aufstellen: ion) ar 








a a ee Da, 


wo, nun‘ Dix, eine Grösse ist nach : Art‘ von 4x, nur dass 4x der 
wirklichen. Bewegung des sich. selbst: überlassenen Systems wäh- 
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rend’ des Zeitintervalls 4 entspricht» D& aber einer: willkührlichen, 

nur. compatibeln  Verrückung ‚ einen virtuellen’ Bewegung. Man ver- 

wandelt'aber: voir '. noxınlda | dorlhrtanı 
BRr Force 179 SE 
ten 


inDx, wenn man an die Stelle der durch die wirkliche Bewegung 


w.: u RL Par iin : I: n - 
bestimmten Zeitableitungen Er Ge u. s. w. willkührliche Functio- 


nen der Zeit setzt, nur mit der Einschränkung, dass, sie an die 
Bedingungsgleichungen des Systems gebunden sind, 'so dass also, 
wenn man diese willkührlichen Grössen naeh dem Gebrauche der 
Variationsrechnung mit dx, 6? u. Ss. w. bezeichnet, | 


Da—2: 148 che 


gesetzt werden kann, wo 4t bloss als ganz willkührliche Fortschrei- 
tungsgrösse dient, die nach Umständen endlich ‘oder unendlich 
klein zu nehmen. ist, und so den Grössenrang von Dr bestimmt. 
Diess ist dem Geiste der Väriätionsrechnung ganz gemäss, wonach 
man 'von einer gegebenen Function z—/ft von t zu der varlirten 
übergeht, indem man, wenn & 'eine ‘neue, absolüt independente 
Variable ist, ünd 9 eine 'willkührliche Function, 2+ Dr=oflt,e) 
setzt, wobei nur :p (,0)=ft sein muss und woraus, durch Entwick 
lung nach :, 2) 


nr ildonaıyd dan ‚oe de j &? zul i RR) er = das 


hier aber kann man e mit 41 vertauschen, da & nichts anders sein 
soll als eine völlig unabhängige, jedes Grades von Kleinheit fähige, 
Grösse, ebenso wie das Zeitinerement 4t es ist: so dass 'man, 
während 2 +/2—=f(t+4) ist, 2e+Dxz=g(t,4t) hat, und man 
kann beifügen, dass, wie diese variirte Function immer der Bedin 
sung 2—g(L,0) zu unterwerfen ist, nach, Umständen auch. die 
weiteren Bedingungen = Kudir, an ö?x, u. s.Ww. gemacht werden 
» können,;bis ‚zu einem beliebigen Gliede, bis zu, welchem 4x und 
Dx übereinstimmen sollen. wer 25 
Entwickelt man aber vermöge des aufgestellten Werthes von 
Dx die Formel (2) nach 4, so erhält man, nach Weglassung des 
gemeinschaftlichen. Factors 41, | 


2 2 
sm (A ea) dx] H At,zm (AG) 2]. re, 


und nun sind die beiden Fälle zu unterscheiden, wo die Verrük- 
kung des Systems unendlich klein sein muss und wo sie endlich 
sein darf. n ersten ist 42 unendlichklein zu nehmen und die vor- 
hergehende Gleichung redueirt sich auf ihr erstes Glied, d. h. auf 
die Gleichung (l); im zweiten, wo ft nur den Grad von Kleinheit 
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haben! muss; ‚dass die»Reihe convergent sei, zerfällt sie, weilsie 
unabhängig von: dieser willkührlichen Grüsse: bestehen muss, 'in 
eine unendliche Menge von Gleichungen, wovon (1) die ersterist 
und welche die allgemeine Form haben 


d’x 


(3) Zm[(X— Te? In] —0, 





wo.n jede ganze positive Zahl von der Einheit an sein kann; und 
die Uebereinstimmung dieser sämmtlichen Gleichungen wird eben 
das analytische Zeichen davon sein, dass bei einem System, wo 
digg statt findet, die virtuellen Wege eine endliche Grösse haben 
ürfen: ... nr 
II. Die besonderen Gleichungen der Bewegung des Systems, 
in welche die Formel (l) zerfällt, lassen sieh entweder dadurch 
darstellen, dass man sämmtliche Bedingungsgleichungen des Sy 
stems mit unbestimmten Factoren in’die Formel (1) einführt und 
sofort sämmtliche Coordinaten als eben so viele independente be- 
handelt; oder dass ‚man die Coordinaten auf die kleinste Anzahl 
independenter Variabeln zurückgeführt voraussetzt, mittelst jener 
Bedingungsgleichungen, wo es nöthig ist, auch. nach ‚Umständen. 
unter Zuziehung, der Formeln der Coordinatentransformation. : Seien 
im ersten Fall L=0, L'=0 u. s. w. jene Bedingungsgleichungen, 
d. h. Relationen, zwischen den Coordinaten der einzelnen, Punkte 
des Systems, an welche dieselben während der ganzen Bewegung 


gebunden sind, so dass 0 u.s:w; und eben so dL=0 u. s.w;, 


( 
und welche im Allgemeinen entweder bloss mittelbar, impliecit, oder 
auch explicit die Zeit enthalten können, so.dass, ‚mit Ausschliessung 


des letztern Falls, die Gleichungen 0, öL=0 soviel sind als 








:dL de, dL da, nu „[ dL dx] _ 
a a a Bii..2e0 ri 52 3A Ker- 


h j 


und 


ER Eu Et al oder ii 2]=0.... 


Alsdann zerfällt, wenn A, 4, 4”.... die sogenannten Elimina- 
tionsfactoren sind, die Gleichung | | 


a] HL HR... | 
C 


j 


(4) zum [(X— 





die nun an die Stelle von (1) tritt, in ebensoviel mal, als Punkte 
m vorhanden sind, drei Gleichungen von der Form 
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t Saat dL ‚, „aL ni 
m(X atrtztl 
(8 y_lyyyydk,ydl,. 
Ü ) m( Y ae) + Fr +4 Fr El, 
d?z ‚dL dL' 


| y rende en 
er N re | 


mM ( Z > 
und die Bewegungsgleichungen des Systems sind das Resultat der 
Elimination sämmtlicher ‚Grössen 4 zwischen diesen Systemen von 
der. Korm (D).7 4,..'77 „| | | rn | 
... Es seien im zweiten Falle », vw, x u. » w. die. letzten. geo- 
metrischen independenten Variabeln, oder eben so viele von einan- 
der unabhängige Functionen ‚der Zeit, worauf sich zuletzt, nach 
Berücksichtigung aller Bedingungen des Systems, die Coordinaten 
seiner Punkte zurückführen lassen. Diese Coordinaten sind alsdann 
wiederum im Allgemeinen entweder rein ‚geometrische Functionen 
jener independenten, oder durch Relationen. damit verknüpft, worin 
überdiess die Zeit explicit vorkommt, so dass man, mit Ausschliessung 
des letztern Falls, hat z=f(0,%,%....)und folglich , _ | 


dz_ .dxda dadv,.\... 


di du.dt ta, dt Hilo | 
d2z_ dxd2o d2x do ,,9 dx du dv ded2y d2x dy,, 
de do at t tet 


an ar N 
dena ter) Y* ae ram 


d2z dy d2o . do d2y 
Terme 





Br da dy d’x ie ne 


dody2 dt dt 


dxzdy  dx(dyN>3 d2x.dy Bey, | 


dy dt?’ ' dy® \dt’ '" dy2 di di2. 








u. 8 w. ‚ebenso 


dz dx 
ÖX a ur > 














dx d’x | d?x dx d?x y 
2x— 6? 2 Lu), Kate 0 Meat. 
RT ea RR 
u. Ss. w., ferner 
dz dx dx Au? , dx dx Aw? 
A eu Au —— A ... en a 5 Y .. 
> do n an er ar 7 2 + dody der dy? 2% Br 
dx dx dzDu? , dx d’x Du? 
D: TZ— — l er — a I | Bi :- Y 
v 7,2 rt v+ Ta 5) + RR DuDv+ du. 2 2. : 
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wobei 


ME sit... Do=du dt+...., u. 8. W.. 

Wie nun in den Bedingungsgleichungen Z==0 bald die Coordinaten 
sämmtlicher Punkte, bald die einiger, bald selbst bloss die eines 
einzigen vorkommen 'können ‚so können in.den Relationen 2—f(w,y..) 
bald- alle, bald einige, ‘bald sämmtliche' independente vorkommen; 
wenn ferner eine, solche independente » ‚mehreren Punkten des 
Systems gemeinschaftlich zukommen soll, so heisst das zunächst, 
dass für alle diese Punkte von jedem beliebigen Zeitpunkt ? aus, 
ihre Aenderung, Jo oder Du den nämlichen Werth habe, während 
der dem Zeitpunkt i entsprechende Werth dieForm «+» hat, wo 
« eine Constante ist, die für die verschiedenen von » abhängenden 
Punkte des Systems verschiedene, durch den Systemyerband ge- 
sebene,, Werthe hat; man kann aber, theils um die Veriable » 
vor der Hand.ohne Unterschied auf alle Punkte des Systems zu 
beziehen, theils um ‚insbesondere auch den Fall mitzubegreifen, 
wo, wenn z. B..» ein Winkel ist, je nach der Zählung, desselben, 
do für die einen Punkte positiv, für die andern negativ ausfallen 
würde, noch allgemeiner festsetzen, dass für irgend einen Punkt 
des Systems der Werth von » zur Zeit t die Form «+aw habe, 
wo a eine ähnliche Constante wie «, beide ‚namentlich "auch des 
Nullwerths fähig: so dass die Relation zwischen einer ‚Goordinate 
x und den independenten allgemein durch 


z—f(atan, g+bP,...) | 


vorzustellen ist, anstatt durch = f( o,7w3.%..). Da. mın, die Va- 
riationen dw, 0?w.... einer geometrischenindependenten » als völlig 
willkührliche, von einander durchaus unabhängige Functionen der 
Zeit zu,betrachten sind , so. zerfällt die Gleichung (1) durch, Ein- 
führung des Werths von (dx in eben so viele Gleichungen 





| a Br ler DENN, i 


als independente Variabeln », w.... vorhanden sind; Gleichungen, 
die sämmtlich von der zweiten Ordnung hinsichtlich ’der: Zeitab- 
d2x 
| — RR 
und daher zur Bestimmung der Bewegung des Systems hinreichen. 

II. Von den beiden, Formen (5..u. 6.), die man den Bewe- 
gungsgleichungen eines Systems geben kann, ist fürı unsern näch- 
sten Zweck die "letztere geeigneter. “Eben so wie diese aus (1) 
hervorgegangen sind, zerfällt nämlich die Formel (3) durch Ein- 
führung der independenten, in Gleichungen, deren allgemeine Form 


dnz 


den’ dm... 





leitungen der independenten sind, vermöge des Werths von 


mix 1=0, 


dt” 


wo n/,n”... ebenfalls ganze positive Zahlen sind, aber aller Werthe 
von Null an fähig und an die Bedingung n’+n”"+....=n sebun- 


E 
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den. ‚Da nun;aber die Gleichungen. (6) die Bewegung bereits voll- 
ständig bestimmen, so müssen sämmtliche in der Formel (7), ausser 
jenen, enthaltenen Gleichungen mit denselben identisch werden, 
was somit erfordert, dass alle höhere Ableitungen der Coordinaten 
nach », w... verschwinden oder die ersten reproduciren, d. h. im 
Allgemeinen, dass die Coordinaten entweder lineäre Fünctionen der 
independenten, 


| A—=A+au+by-+cx+.--:.; 
oder Exponentialfunctionen von der Form 


bpadgf Bi +By+yx + Ks 


mit der beliebigen Basis % seien, wo K,4A,a,b,e.... Constanten 
hinsichtlich der Zeit sind, die von einem: Punkt des Systems zum 
andern variiren, a,ß,... aber Constanten, die, wie %, unabhängig 
voni Systemverbande sind. : Diess wären ‚also .die analytischen 
Bedingungen dafür, dass die virtuellen Räume endlich sein dürfen; - 
man erhält aber .diessfalls noch mehr coexistirende Gleichungen 
durch süccessive Differenziation von (7) nach. 2;.eine erste giebt 


dee, detiz. do, detlz dv, 
(X ee) am Fida.dt in Ah 
= d Tri 
N ir n% 
ae 
woraus, da. der erste Bestandtheil dieses Ausdrucks vermöge (7) 
für sich verschwindet, indem die Ausdrücke 2 = Da Vor daß 


Summenzeichen treten, 


d d?x dnz 
zur an az\. ar 1 _o: 
Chr Am In * 7) er | 0; 
“ eine zweite, d. h. die Differenziation des letztern Ausdrucks führt 
ebenso zu ; | | \ 


en dee N 
Fu FR Age RE Ir: 


und so fortfahrend gelangt man zu der allgemeinen Formel 
ed da Anz 
ER, EN, BR 1 TER RN) FTP 
ei R en de) rd] h 


worin die vorhergehenden nebst (7) für die Werthe i=0,=1,—2 
enthalten sind, und wo i aller ganzen positiven Werthe von Null 
an fähig ist .Wenn die virtuellen Wege nicht endlich sein dürfen, 
also (7) nicht gilt, so gelten zwar die vollständigen Zeitableitungen 
der Gleichungen (6), zerfallen aber nicht in Gleichungen von dex 


Form (8) und (9). 
Theil VI, 17 
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Wir ziehen hieraus noch schliesslich folgende Resultate. 
1) Addirt man die Gleichungen (6) nach resp. Multiplieation' mit 


ie Fesol so\.erhält: man, da wir uns auf den Fall beschränkt 
haben, dass x bloss mittelst der independenten », w... von t ab- 
hängt, in ir 


& rd 
(10) Sn [(X je ea } 
die der Form nach mit (6) und (1) ganz analoge Gleichung, deteri 
Integral bekanntlich. das Princip det ‚lebendigen Kräfte enthält. 
Man erhält sie gleicherweise durch Vertauschung der Variationen 
oder virtuellen Geschwindigkeiten, dx in (1) mit den Zeitableitungen 


\ [) } N . D . } dz . .. +3 
oder wirklichen Geschwindigkeiten ze, wir können auch sagen, 


durch Vertauschung des virtuellen Wegs Dz in: (2) mit dem wirk- 
lichen Weg 4x, welche Vertauschungen gestattet sind, so wie.die 
‚Relationen zwischen den Coordinaten und. independenten oder die 
Bedingungsgleichungen des Systems die‘ Zeit nieht 'explieit enthal- 
ten, wie sich Lagrange in der analytischen Mechanik ausdrückt. 
In den Fällen nun, wo Dx endlich sein darf, muss dasselbe auch 
von 4x gelten, und man hat alsdann als Folge von 


d’zr 2 
Zi ) dc] —=0 





AD) Zm[X— 


neben (10) eine Reihe Gleichungen von der allgemeinen Form 


‘) dx ana as 
a2) Sm) 0 


welche sich in der That, wenn man den Ausdruek von ‚ durch 


die independenten einführt, mittelst (7) rechtfertigt. 
2) Da in dem Zeitintervall It die Grössen X und x die In- 


cremente AA, 4x erhalten, so wird aus der Formel (Il) 


(13) Zm[ X + X EHEN a4 42)]=0, 


(wo man auch D für & schreiben kann, analog der Formel (3)), 
Be Gleichgewichtsformel der verlornen Kräfte zur Zeit 1441, 
und da 


dX dX 4 


PEN: Ad, 
F may) de 2 Rss 
dx dx 46 | 
I Pre heechegju si: pi, iii 
RR tun 


folglich 
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@P342,.,.,dx dx d’x dt 

rate 
2 2 

daR a FRA Lu. 


dt di” 





he ETC EAR) , 1 Aa ehe 4 d’x 
AKT N Kin (Kl Sup 
| ji di? = di? +‘ 10) rn 


so bildet der erste Theil von (13) eine Entwickelung nach 4t; deten 
einzelne ‚Glieder wegen der willkührlichen Grösse des Zeitintervalls 
Da Bsbyien müssen, wodurch man eine Kolge von Gleiehungen 
erhält: 


‚.d’z,ddxz , d 


xl 3,:]=0; 


ee ta ar 
y. dx dx „d,y da die, d dia, ii: 
are ae 


u. S. W. 


lie, wie natürlich, nichts anders sind als die vollständigen Ab-. 
leitungsgleichungen von (l) nach {. Aber in dem Fall, wo die 
Gleichung (7) und folglich (9) gilt, zerfallen sie wiederum in 
Gleichungen von der allgetieinen Form 


di d:z, d!dx” 


(14) Zm ET De er 


—0, 


wo und ” positive ganze Zahlen sind, aller Werthe von Null 
an fähig, so dass für +70 die Gleichung (1) darin enthalten 
ist, für <+ÖÜ—] die beiden w.\ | 


d’z 


dt? 


d’zxz, döx 


m [X HF ]=0, nr 0, 


de 
die man in der That unmittelbar mittelst (9) rechtfertigt, indem 


“man den Werth von d.c und von dox d. h. 


dt 


dia. daddu „, dx du „„”xz dw 
dt do dt du” di dody dt 








+...)8o FF... 


einführt. Endlich, da dann auch die in (4) enthaltenen Gleichungen 
bestehen, so folgt daraus ebenso, wie (14) aus (1), 


Be ur ARE Er 727 HOPE 


die’ sich ebenso wie (14) durch (9) rechtfertigt. 
17* 
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$.4. 


Nun lässt sich zeigen, :dass das Princip des kleinsten Zwangs 
zu denselben Gleichungen führt, wie die Gleiche chtsfonnel der 
 Zwangskräfte, und zwar in der Art, dass in den: Fällen, wo das 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten bei endlichen Verrük- 
kungen des Systems gilt, auch unser Princip für ein endliches 
Zeitintervall statt findet, während im Allgemeinen, d.h. wenn dort 
die: virtuellen Wege unendlich ‘klein sein müssen, auch hier das 
Zeitintervall, für welches die freien Bewegungen der Punkte des 
Systems mit den wirklichen verglichen werden, unendlich klein: 
zu nehmen ist. I 

Es seien für irgend einen der materiellen Punkte m des 
Systems seine rechtwinkligen Coordinaten in der der Zeit tent 
sprechenden Lage A (um die Benennungen aus $ 1. beizubehalten) 
x, y,2, und in den beiden der Zeit {+41 entsprechenden Lagen, 
in ÜCz+42, y+JSy, z2+4:, m B «+£, y+n, z+Z, wo also 
4x, dy, Az und ebenso &£, n. &. Functionen von ‘4t sind. Setzt 
man daher | 


BC=u, und Zmui—=U, 
so ist | | 
ur = (E48)? Ha Ay)? HE 42)”, 
und die Grösse U, die ein Minimum sein soll: 


(a), U=3m[(E-4x)?). 


Um; nun U nach 4t zu entwickeln , so ist als Function von 4 


Be A: PEN se (DEN HR | 
ee) + er) 


aber für ft—=0, oder für die Zeit ? hat man 


0 Be Ne WE, 
=0, SE (me) >% 


indem, wie in $. 3., X, Y, Z die Axencomposanten der zur Zeit 
it auf den materiellen Punkt m unabhängig vom Systemverbande 
wirkenden beschleunigenden Kräfte sind; es ist ferner zu Ende 
des Zeitintervalls 41 

det. _ a x: MN ee 

ze Kr AX=X4 744 Tr 





aber auch vermöge des vorhergehenden Ausdrucks von & 


de /d% d’z DEN se 
da \a7r ),+ (Ze N ar (Fr at ‚ 
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folglich durch Vergleichung dieser beiden identischen Entwickelungen: 


| ) m (5 RN y w 
dat Je da). 


Man hat mithin 
dx 


| ac Eiu dA dt 
= IHK I + 33 ....; 
und 
| "+ de Br se! "ar ge" 
ander mastn 
folglich | | | 
| Th a ee a EIN 
& aaa eat 


also | | rl 
ww; | a dx dt d » der N n 


Auch ist vermöge der Entwickelungen in $. 3. I. 


d®(E- 42) _ ..d4(&442) 
ee nd 


mithin kann die dortige Formel (13), indem man zugleich die vir- 
tuellen Räume statt der virtuellen Geschwindigkeiten setzt, so dar- 
gestellt werden: 


d? (£—.42) 


(16) sm[ ge . D(x+ 42) ]=0. 


ll. Um nun direct, nach Analogie des Gaussischen Beweises, ' 
zu zeigen, dass U kleiner ist, als wenn willkührlich von A aus, 
statt des wirklichen Orts € zur Zeit {+ ft, ein compatibler Punkt 
D, d.h. ein anderer Punkt der Trajectorie von m, genommen wird, 
so seien <+Dz, y+Dy, z+Dz die Coordinaten von m in der 
Lage D, wo DT, Dy, Dz willkührliehe, aber dem Zustande des 
Systems zur Zeit t compatible Aenderungen der Coordinaten sind, 
um von A zu D überzugehen ‚ also Grössen nach Art der in $. 3. 
auf diese Weise bezeichneten virtwellen Wege, 


2 
Da=öx.4482. IH ...., 


doch mit dem Unterschied, dass, gemäss den Erörterungen in Be- 
treff des Gaussischen Beweises in $. 1., die zur Zeit # erlangten 
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Geschwindigkeiten = ebenso in D&, wie in Ar und $'stecken, 


d. h. dass due, und desgleichen do u.$.w, zu PehiReR ist, 
Alsdann ist aber 





u DA hä: Sn 
Dxz— Ar— (9x IP 5 tz re Ahr: 


.. .. d’z . . 
‚und gemäss den Ausdrücken von are u.s. w. mittelst der in 


dependenten, indem nn darin du—= er ‚y—E nd u. Ss. w. macht; 








d’z .d’o d’y 
ö? 0:c Er . 
airT dt = etz By Fran.” Tr 








de: dıy di? 
y„ ie arlr A Ne d’o 
“mer Fa“ AR en > 
d’x do d2x Lade d?’o 
2 ee Im 
N a a nd ee . 


u. S. w. 
Nun sei 

BD=u, Zmuu?®—=ÜU', 
- so ist zu beweisen, dass 


U'— U=:m(w?—u)>0.. 


Aber 
u? —(&- Da)®4+(n— Dy)®+(&- Dr): 
—=[(£ - A&— (Dx— 42%))?] 
=> + [(Da— 42)°]-2[&— Ar) (De— 42)]; © 
folglich Fr 


(ee) U—- Uze>n|( Di — 4r)’] — 22m |[(E- 27H Ja); 


und es ist U'’— U>0, mithin U ein Minimum, wenn das zweite 
Glied dieses Ausdrucks verschwindet, oder wenn 


(17) Zm[(&—- Ax)( Dax — d2)]=0; 
denn alsdann kommt U’— U auf den wesentlich positiven Ausdruck 


Zm|(Dx — 4.)*]| oder Zm.CD” 


- 
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zurück. Entwickelt man aber den ersten Theil der zu beweisenden 
Gleichung (17) ‚mittelst der Ausdrücke von 5—- 4x, Dx— Aa 
nach At und setzt man alle Variationen und Zeitableitungen vor 
die Summenzeichen, so findet sich jedes Glied mit einer Summe 
behaftet von der Form derjenigen, welche die eine Seite der 
Gleichung (9) bilden. Wenn daher das System von der Art ist, 
dass die virtuellen Wege endliche Grösse haben dürfen, so ver- 
schwinden, vermöge der dann giltigen Gleichung (9), alle einzelnen 
Glieder der Gleichung (17), was auch At sein mag, wofern nur die 
den ersten Theil derselben bildende Reihe convergirt; d. h. das 
Priucip des kleinsten Zwangs gilt für endlich Zeitintervalle Lt, 
welche überdiess jede beliebige Grösse haben dürfen in dem Falle, 
wo die Coordinaten lineäre Functionen der independenten sind, 


weil dann- mit den Ableitungen von n—=? an alle Glieder 


RT 
dom dm”. 
der Reihe ausser dem ersten verschwinden, mithin 41t keine Con- 
vergenzbedingung mehr erfüllen darf. Gestattet aber das System, 
was im Allgemeinen der Fall ist, bloss unendlich kleine virtuelle 
Wege, so gilt die Gleichung (9) bloss für i—0, n=1, oder redu- 
eirt sich auf die Gleichungen (6), vermöge deren alsdann bloss das 
erste Glied in der Entwickelung der Gleichung (17) nach 4t ver- 
schwindet, 4t muss also unendlich klein genommen werden, da- 
mit diese Entwickelung auf das erste Glied zurückkomme, oder 


(c) auf 








a N De CN An 
 V-U-% me rer at 
2 4 N 

2 (a Be mr +.) 


wobei sich zugleich die Homogeneität dieses Ausdrucks zeigt. 

Die obige Entwickelung von Dx=— Ax lässt sich auch dadurch 
machen, dass man diese Grösse und entsprechend Dv — AJu=h, 
Dy— Sy=i, u. s. w. als Incremente von fx und Au, ZLw... be- 
here beim Uebergang vom Punkt C zum Punkt D; man hat 
alsdann 


dax 


Dx—-Ax= di , | d4e . d’x h? d?Ax d?4x 
ddu 


> FT Te Sp BAR: FT EL Lehe Free 


wo - 

$ 12 2 

h= Du — Au= Br... 

+? = d’y, dt? 

L een An ER 
u.'8. W. 


und, vermöge der in $.3. angegebenen Ausdrücke von Aw mittelst 
Au, Aw .».. | 
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d4x de, d’x, ', da dx do , dx dw 

















dd = 1 dar en dv Ay: re oa? di autasaydt aut“ ) Ah. 
4) nder de x de. d’x dy 
d4w? R do? Gr dt du?dw dt 13) 44 Er 
a 9 d’x da d’x dw +) 44 Br 


dIvdAy dudy‘ do’dy di ' dady* dt 


Formeln, die auch noch später gebraucht werden. — Man Lahr 
endlich den Uebergang vom Punkt C zu D durch Incremente 
D(z44:x) der Coordinaten z}+4x von C andeuten, so dass dann 
die von D die Form haben z&+42+D(x+42), wo zunächst, wie in 
der Formel (16), 


Dat) PErAD Nah +3 Te 1 


und 
Dri=4töx get 


mithin 
= x d’öxz, dt 


döx, At? 
erg 


Dia442)=32. 44T +0 ad 





alleın da in 42 bereits die Anfangsgeschwindigkeit = enthalten ist, 
so ist, gemäss der obigen Erörterung, in Dx zu setzen dr — 0, 
wodurch : und D(x+4x) zurückkommen auf: , 
DT Vi ARTEN 
Dx=ö « \ er @. 5, il 


und 
dö?x, At? 
rast 


so dass diess Grössen vom Range des Quadrats von 4t werden, 
und, da nun auch gleicherweise dw =, öy—0), u. s. w. zu nehmen ist, 





D(a+42)=82. A; + (#24 32 


er de zu I #+J..5 


Or 





part e: yet Luäi) ö?y+.. 
d dady 


u. S. W. 


ist. Wenn nıan hiernach die Gleichung, die nun an die Stelle von 
(17) tritt, 0 wre 
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(18) Im[&@ = 42) D(2442)]=0 


entwickelt, so ist leicht zu sehen, dass sie, wie die Entwickelung 
von (15), lauter Glieder liefert, die durch die Gleichung (9), wenn 
diese statt findet, verschwinden; während für ein unendlichkleines 
dt an die Stelle von (d) tritt , , 


(a) U A ml Po, #6 4....)%] 
(om [(X— DL N) 


eine homogene Formel, deren ‚zweiter Theil vermöge der Gleichun- 
gen 0): mithin vermöge (1), verschwindet *). 15 

‚II, Um nun das Minimum auch unmittelbar durch Differen- 
zialrechnung zu behandeln, so könnten wir, ausgehend von der 
nach Zt entwickelten Form (5) der Funetion D, (wie in $.2., wozu 
wir. daselbst durch die Natur der Sache geführt wurden), nach den 
wirklichen Beschleunigungen differenziren und so durch Nullsetzung 
ihrer ersten Ableitungen nach jeder der independenten Beschleuni- 
gungen, d. h.'mach den zweiten Zeitableitungen der independenten 
Variabeln, ebensoviele Gleichungen erhalten, ‘als solche indepen- 
dente vorhanden 'sind. Diese sind, wenn 'man, wie im Allgemei- 
nen erfordert wird, die Entwickelung nach Zt auf ihr erstes, mit 
4It* behaftetes, Glied zurückführt und no | a 


„d’o „ d’y n 
Io = we. WEwW. + 
s ’ “ 2 
di” ul. m 


setzt, 
| d’z, .d "de | 2 ) 27 
a9) m XS) 7, F=0, m X-E8) Fe ee -0,u.8.w., 


*) Natürlich ‚haben hier die dem Uebergang von C zu\.D entspre- 
chenden Variationen nicht dieselbe Bedeutung, wie die in der Formel (d), 
welche den Uebergang von A zu D andeuten;. unterscheidet man der 
Vergleichung wegen die jetzigen durch Accentuirung des d, so ist 








Nut, u. 8. w. 
und entsprechend - 
2 
xx; 


‚überhaupt muss, wenn man die Formeln (17) und (18) vergleicht, 
D'! (x+4x) = Dx—4x 


identisch sein, und die gliederweise Vergleichung der Entwickelung dieser 
beiden Ausdrücke nach 4: giebt die vorhergehende und alle übrigen Re- 
lationen zwischen den Variationen d und Ö’. 
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IH die Gleichungen (6); denn,, vermöge des Ausdrucks von 
Se mittelst der independenten, ist: Fark EN: 


d da_de  dde de gy 
du" dE da’ dv" de T di N 


Wir verfolgen aber, von dieser Seite die Sache nicht weiter; 
denn da, wenn o', o&”, u. s. w. ebenso die erste, dritte, u. s. w. 
Zeitableitung von o vorstellt, überhaupt j 


KR N ZT 
dv’ dt du" d2 du" de du’ 
d. h. gleich dem ersten Gliede von = ist, so weist‘ diess auf 
177} 


eine allgemeinere ,. bereits im V orhergehenden angedeutete Art hin, 
die. Differenziationen ‘anzustellen, nämlich nach den dem. Zeitinere- 
ment At entsprechenden Inerementen Av, Ay... der independenten 
Variabeln; ‚denn diese Differenziation entspricht allgemein dem 
Uebergang vom Punkt C zu D, von dem in. Nro. Il. die Rede 
war, wobei 'wir-auf die Function U. in ihrer ersten, unentwickelten 
Gestalt (a) zurückgehen müssen. 
‚Da: bei diesem Uebergang die Punkte B, mithin die Orössen 
5 ungeändert bleiben, so sind die partiellen Ableitungen erster yad 
ler Ordnung von der Function U nach Aw, Su... .- | 











m mA) Gl» = me AT]. 
u. S. W., 
un [Ge ) | 2mte- 40 a1. 
Zen] (G 2) I2r1e- de ar zarls 
a m en 2m [6-0 för 
us. w., 


und die Bedingungen des Minimum’s sind von dreierlei Art, 
nämlich | 


dU dU 


re a 
REEL 28 d?T] Ei. N 720 
(8) > Te > u. Ss. w. 


EU EU HUN? 


7 y) dd? day: Adod4Iv ,„, U,S. W 


/ 
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Sie sind erfüllt, wenn 


e DD N | In eh d4r h3 ö 
(20) zm|($ Id) I: Zm|(£— 4x) Er us Wo 
d’dz d:4Ax 


20 m (5 42) 7:10: amt — A) az, 





10, u. s. w.; 


denn alsdann kommen die zweiten Ableitungen von U auf ihre 
d? 

ddo? 

lich positiv sind, wie es die Bedingungen (4) erfordern, und das 
Stattfinden der Bedingungen von der Form (y) erhellt unmittelbar 
durch Entwickelung ihrer :Bestandtheile, indem 


wesent- 





ersten Glieder zurück, die bei allen von der ’Form 


UNE af (Er 
ddo? day: h > ddo dAy 
® ddx dAy\?  fd4x day\? 
\y a BES. . 
ER LH =) er =) | 
RENT. 'd4x d4d2\? Ä je 
dduddy im| d4u 20) ] 


d4z d4yd4z diy 
a rer z | 
wonach die Sache auf den Satz a? +5?>2ab hinausläuft. Entwik- 
kelt man aber die ersten : Theile der nun noch zu erweisenden 


Gleichungen (20),;(21) nach At vermöge obiger (Nro. II.) Ent- 
wickelungen der Ableitungen 777 u. 8. w. und der Grössen &— 4, 
1077 








so befinden sich wiederum in allen Gliedern, (nach gehöriger Ab- 
sonderung der von den Summationen unabhängigen Factoren) Sum- 
men, deren allgemeine Form in der Gleichung (9) enthalten ist; 
die Gleichungen (20), (21) gelten mithin unabhängig von der Grösse 
des Zeitintervalls ft, wenn alle diese Summen vermöge der Glei- 
chung (9) verschwinden. Wenn aber diese bloss für i—0, n—1 
gilt, so ist das Zeitinteryall unendlich klein zu nehmen, wie die 
virtuellen Wege, und die, desshalb auf ihre, ersten Glieder zurück- 
geführten, Gleichungen (20) sind einerlei mit den Gleichungen (6); 
‚lie Gleichungen (21) dagegen, deren erste Glieder die Summen 


d’x, dx ds, d’x 
Im xt, Hay R ET u..s.W. 

| ar er a 5, 
enthalten, gelten zwar dann nicht ‚mehr, weil hier n—=2 in der 
Formel (9) zu nehmen wäre, sind aber diessfalls zur Erfüllung der 
‘Bedingungen (#), (7) auch nicht mehr nöthig, weil die zweiten 
Theile in den Ausdrücken der zweiten Ableitungen von U wegen 
des naakleuien von selbst wegfallen; denn es kommt alsdann 

d? 

z.B. ige 


© REES de\2A_ 25,1 fx_Fa\ Tr 
FE, = 2 Zm I ) ] At mM [.(* de 7 | 





auf 


die übrigen. 
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- » 2 “ w- Er “ 
zurück, mithin, wegen Al, auf 2 3m LE) |} wndebenso | 
. Gr } 177] 


8.5. 


‚Hier betrachten wir noch das Princip des kleinsten Zwangs 
im Falle des Gleichgewichts. | Ä 
Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten liefert, wenn: die 
Kräfte, deren Axenprojectionen A, Y, Z sind, selbst an dem Sy- 
stem sich Gleichgewicht halten sollen, die Gleichung, 


(«) Zm[XDx]—=0, 


woraus man, wenn DX£ endlicher‘ Werthe fähig'ist, die Formeln 


{ RL dung. die der 
SmlXrr] =0,& —— 1-0, sm [> ——— ]=0 
(B ) 2m [A =] dal EX dem! dum",. „1 0, % mu dam dyr" ee 1 


zieht, wovon man die letztere aus der vorhergehenden erhält durch 
Differenziation nach einer Variabeln ?, wovon alle andern als Fun- 
ctionen betrachtet werden, oder auch, was auf dasselbe hinausläuft, 
durch Differenziation‘ nach der‘ Characteristik ö (nur dass dann 


diX für _. zu setzen ist), und die im: Allgemeinen auf 


0) 2m [RE] =-05 mx EI=0, mr, ww 


zurückkommen, wovon letztere in der Anzahl der geometrischen 
independenten, vorhanden sind, mithin die Gleichgewichtslage voll- 
kommen bestimmen. Es ist nun zu zeigen, wiefern diese Glei- 
chungen: auch diessfalls ein. Minimum des Zwangs ausdrücken, was 
auf ganz ähnliche Weise, wie in $. 4. geschehen kann. ah 
Seien x, %, 2 die Coordinaten von m in der. Gleichgewichtslage 
A, z+$, y4+n> z2+5& oder x, y', : in der Lage B, wohin. M yon 
A aus gelangt,: wenn es: sich, wie alle andere Punkte des Systems, 
aus der Gleichgewichtslage ; frei: unter dem Einfluss der an ihm 
wirkenden Kräfte X, Y, Z bewegt; endlich z+Dz, y4Dy, .z+D: 
in der Lage :D,.in die es von A;aus gelangt hei einer wıllkührli- 
chen, dem Systemverbande compatibeln, Verrückung sämmtlicher 
Punkte des Systems, oder vielmehr in die es von A aus, wenn das 
Gleichgewicht gestört wird, während des Zeitintervalls 4t, in wel- 
chem es. frei nach B käme, bei. seiner Verbindung mit den übri- 
gen Punkten ‚des Systems, wirklich sich bewegt, (so dass man auch 
Ax, Sy, dı für Dx,'Dy, D: setzen könnte) Setzt man wieder 


ei "" AB=u, Zmu’—=TU, 
so dass U die Function ist, die ein Minimum sein soll, wenn die 
Gleichungen (#) oder (/) gelten; ebenso, wenn der Punkt D an 
die Stelle von 4 tritt, 


BD=u', Zzul?—=U", 
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so ist . | 
u? rs IP ee, 
| [Er nic =u?+[Da?]—2[EDr]: 
mithin ' De 
| (a) N memie Jr oder U=2m Ile > a 
und 


a" U’ — U=m da -25n[;Ba10, 
| d.h. Im [ED] = 0, 


die Bedingung des Minimums von U: Oder ‚wenn man Un der 
zweiten Form nach den independenten 0, %.... differenzirt, wobei 
bloss die Coordinaten x des Punkts A sich ändern, während die 
Coordinaten .- des Punkts B ungeändert bleiben (wie in dem 
ee $. 2. IH:), so hat man in 





Me iin 
(c) UL, 22m vie) 1-2 Ei e 


CU BU, U En ai RE 
' duo? " dv?“ dody’ ’ 





das System der Minimumsbedingungen. Da nun Fiss 0, mithin 
auch ö2—0), so hat man zur unpipkelühg dieser Ausdrücke die Werthe 


UX 20 


=. ER Era 
Br) ar 3 AR F Er 
Drlpr. a ee 
wo Ö?z, ö°’z, u. S. w., weil auch o—dy=..—0, dieselben Wer- 


the haben , wie. ın der letzten. Beitwiekeludgnl in $ 4. 11% nämlich 
2r— E 277 4 FEN 


a de ss, dx Kin 
Fri 


oO EL +. 





u. 8. W. Vermöge dieser Ausdrünke erhellt aber, dass, mag. 41 

endlich oder unendlich klein zu nehmen sein, die Minimumsbedin- 

öl gen in der einen (5), wie in ‚der andern Form (c). durch die 
IaisiBerrichehedingungen (8) oder 20) sich rechtfertigen. 
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Schlussbemerkung. 


Mit Vorstehenidem glaube ich das Prineip des kleinsten Zwangs 
nach allen Seiten erörtert zu haben; ich musste mich dabei zugleich 
in eine Erörterung über das Princip der virtuellen Geschwindig- 
keiten einlassen, die darin hauptsächlich von den gebräuchlichen 
Darstellungen abweicht, dass ich bei den virtuellen Bewegungen 
immer zwischen den virtuellen Räumen und Geschwindigkeiten 
(man kann beifügen: Beschleunigungen) unterschieden und gezeigt 
habe, dass von diesem Gesichtspunkt aus ein wesentlicher Unter- 
schied in der Entwickelung der Bewegungsgleichungen eintritt für 
die beiden Fälle, einmal denjenigen, :wo. die virtüellen Räume 
endlich sein dürfen, alsdann den, wo sie unendlich klein sein 
müssen. Man pflegt die virtuellen Bewegungen, die man einem 
System ertheilt, ins Gebiet der‘ Variationsrechnung zu ziehen; ich 
glaube behaupten zu dürfen, dass nur bei obiger Darstellung die 
strengen, dem Geiste der Functionentheorie angepassten Begriffe 
der Variationsrechnung in Anwendung kommen, wie sie namentlich 
Ohm in seinen, Schriften auseinandersetzt. Diese Methode be- 
steht übrigens nicht inı Verbannen des Unendlichkleinen , sondern 
in der strengen und folgerichtigen analytischen Behandlung desselben. 





xXIXVII 
Untersuchungen über den sogenann- 
ten berganlaufenden Doppelkegel. 


Von dem 


Herrn: Professor Dr. F. Stegmann a 


‚an der Universität zu Marburg. 


Die bekannte, in jedem Cursus über Experimentalphysik er- 
wähnte und öfters als mechanisches Paradoxon aufgeführte Erschei- 
nung, dass ein Doppelkegel auf zwei (divergirenden ‘Stützen durch 
selbstständige Rotation in die Höhe läuft, bietet sowohl in geome- 
trischer ‚als mechanischer Hinsicht mehrere interessante Fragen 
dar, und es existiren darüber auch bereits zwei Abhandlungen in 
den Schriften der Petersburger Akademie, die eine von Kraft 
(Novi Comment. Acad. Petropol. Tom. VI. p. 389.), die andere von 
Kononoff (Nova Acta Acad. Petrop. Tom. VII. p. 229.): Allein 
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die erste erklärt eben nut, mit nicht geringer Weitläuftigkeit, warufn 
die gedachte Bewegung vor sich gehen müsse, und dass das Auf- 
steigen nur ein scheinbares sei, und ist selbst in diesem Wenigen 
nicht frei von Irrthümern ; die zweite genannte Arbeit dagegen, 
welche hauptsächlich in meehanischer Hinsicht die nöthigen For- 
meln zu: entwickeln bestimmt war, ' ist durch’ einen: fundamentalen 
Fehler, wie sich später‘ ($ 16.) zeigen wird, so sehr missrathen, | 
dass: man nicht anstehen darf, sie als ganz unbrauchbar zu be- 
zeichnen. Unter diesen Umständen möchten die nachstehenden 
Untersuchungen ‚welche vorzugsweise über die bei dieser Bewe- 
gung' sich. darbietenden geometrischen Fragen Aufschluss geben 
sollen; manches neüe und tielleicht überraschende Resultat liefern. 


- = 


„Aut 


g1. 


4 


. Es mögen in Fig. 1. die beiden congruenten Trapeze AEGB 
und AEHC die Unterlage vorstellen, von welcher der Doppelkegel 
während seiner. Bewegung getragen wird, und zwar sollen die Ge- 
raden AB und AC die beiden scharfen Kannten sein, mit deren 
einzelnen Punkten die Kegelflächen successiv in Berührung treten. 
Die drei Kanten AE, BG, CH denken wir uns vertikal, die bei- 
den unteren EG und EA horizontal; und ‘was die Länge dieser 
Kanten anbelangt, so wollen wir EG=EH so gross denken, dass 
GH gleich der Axe des Doppelkegels wird. Nach der Voraus- 
setzung werden die Kanten AB und AC von A an in die Höhe 
-Jaufend unter einem ‚gewissen Winkel gegen die Horizontalebene 
geneigt sein, und als Maass dieser Neigung soll uns im Folgenden 
der Winkel dienen, welchen eine dieser Kanten: mit einer durch A 
aufwärts gezogenen Vertikallinie bildet, nämlichW. JAB=ABG-—r. 
Im. Uebrigen ergiebt sich. aus diesen Bestimmungen von. selbst, 
dass die Verbindungslinie det Punkte B und C horizontal liegen 
und ebenfalls der Axe des Doppelkegels gleich sein wird. 

Auf diese Unterlage soll nun der aus zwei congruenten, ge- 
meinen und von gleichartiger Materie erfüllten Kegeln zusammen- 
gesetzte Doppelkegel gelegt werden, entiveder so, dass er mit 
einem in der Peripherie der : gemeinschaftlichen Basis gelegenen 
Punkte sich auf den Vereinigungspunkt: der Kanten AB und AC 
stützt, oder auch so wie ihn die Fig. 1. darstellt, nämlich. dass 
jede Hälfte für sich in einem Punkte 7 resp. U auf den genannten 
Kanten ruht. Mag man aber die eine oder andere Lage als die 
anfängliche wählen, in jedem Falle haben wir als fundamentale 
Voraussetzung dieser Untersuchung anzunehmen, dass der gemein- 
schaftliche Grundkreis in diejenige vertikale Ebene falle, welche 
durch die Halbirungslinie des W..BAC hindurchgeht und. welche 
wir in Zukunft der Kürze wegen die mittlere Vertikalebene 
nennen wollen. Und aus dieser Annahme in Verbindung mit dem, 
was über die Stellung der Unterlage festgesetzt worden‘ ist, folgt 
sogleich, dass die Axe des Doppelkegels horizontal liegt. und dass 
überhaupt auf beiden Seiten der. mittleren Vertikalebene vollkom- 
mene Symmetrie Statt finden muss. 
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d. 9; 91%} 
Man verbinde jetzt die ‘beiden Berührungspunkte 7' und U 
durch 'eine Gerade, welche in W: dureh die Ebeneides Grundkrei- 
ses hindurchgeht;, und ziehe von W eine Gerade WM nach'dem 
Mittelpunkte des Grundkreises, so 'kommt. es zunächst darauf an- 
ob: diese Gerade etwa vertikal ‚steht, oder rückwärts geneigt ist, 
so’dass sie gegen’ die’ durch A: aufwärts gezogene Vertikallinie AJ 
convergirt , oder ob: sie vorwärts geneigt ist, nämlich: von AJ di- 
vergirt. In dem letzteren Falle wird die sogenannte berganlaufende 
Bewegung des Doppelkegels vor sich gehen, und zwar so, dass 
die im vorhergehenden $. für die ursprügliche Stellung angenom- 
mene Symmetrie auf beiden Seiten der mittleren Vertikalebene sieh 
fortwährend erhält. Denn wegen der vorausgesetzten Homogeneität 
der beiden Hälften des Doppelkegels wird sein Schwerpunkt in 
den Mittelpunkt seines Gründkreiseh fallen, und sobald man daher 
in Gedanken die Berührungspunkte 7' und U mit M verbindet und 
sich die ganze Masse des Doppelkegels in M vereinigt vorstellt, 
so sind die Umstände im statischer Hinsicht dieselben, als wenn 
ein gteichschenkliges Dreieck TMU ohne eigene Schwere, jedoch 
in seiner Spitze M durch ein Gewicht beschwert, um seine Ihori- 
zontal gestellte Grundlinie TU als Umdrehungsaxe zu rotiren an- 
fängt, und bei einer solchen Rotation muss die Linie MW oflen- 
bar in der mittleren Vertikalebene bleiben. ri 
Die eben aufgestellte Bedingung für das Aufwärtsrollen des 
Doppelkegels kann aber noch auf eine andere und sich unmittelbar 
auf die gegebenen Grössenverhältnisse beziehende Art ausgedrückt 
werden. Da nämlich’ sowohl 7'Uals auch die Axe P® beide senkrecht 
auf der mittleren -Vertikalebene stehen, so lässt sich durch diese 
beiden Geraden eine Ebene legen, welche die Peripherie des Grund- 
kreises in irgend einem ‘Punkt S$ durchschneiden wird, so dass 
MWS ein Halbmesser des Grundkreises ist.‘ Die mr Ebene 
enthält nun zugleich die zwei mit der Unterlage in Berührung ste- 
henden Kegelseiten PTS und @US, und soll deshalb der Be- 
rährungs-Axenschnitt heissen. Da aber die Kante AT" der 
Natur der Sache nach eine im Punkt 7' an die Kegelfläche gezo- 
gene Tangente ist, so wird die Ebene des A AST die der Ke- 
gelseite' PS‘ entsprechende tangirende Ebene sein und demgemäss 
auf dem Berührungs - Axenschnitt senkrecht stehen. Und’ da” die 
- mittlere Veertikalebene ASM gleichfalls auf dem Berührungs - Axen- 
schnitt senkrecht: steht, so folgt, dass 48 im Punkte S'senkrecht 
auf der Ebene des‘ Berührungs - Axenschnitts stehen‘, "dass’ also 
auch W. ASM ein Rechter sein muss, d. h. dass AS zugleich 
die Peripherie des 'Grundkreises in S tangirt.' "Die Bedingung, 
dass MW vorwärts geneigt sei, bringt demnach als nothwendige 
Folge mit sich, dass die Gerade AS’ von Aan in Bezie- 
hung auf den Horizont abwärts laufe. Juan u I 7 
‘s Dieses Verhältniss ist anschaulich gemacht bei der ‘projekti- 
vischen ‘Zeichnung in Fig.2., in welcher die Punkte A, E, M, W, 8 
die nämlichen sind wie in Fig. 1.,; während die Geraden Zg’ und 
AN die Projektionen der Kanten EG und AB auf die mittlere. 
Vertikalebene und AD eine in derselben Ebene gezogene Horizon- 
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tallinie. vorstellen. , Wenn nämlich hier die Richtung des Halbmes- 
sers: SM von der Vertikallinie AJ divergiren,. der. W. ASM aber 
ein Rechter ‚sein soll, so muss augenscheinlich AS von A. an ab- 
wärts laufen, nämlich W. NAS> NAD sein. ‚ Und umgekehrt, 
so oft dies der Fall ist, wird die sogenannte berganlaufende Bewe- 
gung. des Doppelkegels vor sich gehen. 


a 


8.3. 


.ı Bevor wir m den analytischen Ausdruck für diese Bedin- 
gung zu entwickeln suchen, scheint es nöthig erst’ die Behauptung 

estzustellen, dass, wo sich auch immer der Doppelkegel end 
seiner fortrollenden Bewegung befinden mag, d. h. wie gross auch 
die Entfernungen AT= AU sein mögen, stets die Richtung der 
Linie AS dieselbe bleibt, nämlich dass alle Punkte, wie Sund 8’, 
in.einer einzigen Geraden gelegen sind. Kraft (in der oben an- 
geführten Abhandlung $. 8. 8.396. Z. 6.) nimmt zwar ohne Wei- 
- teres an, der Weg, welchen der Schwerpunkt M während der 
Bewegung des Doppelkegels beschreibt, sei eine gerade Linie, 
was mit unserer gegenwärtigen Behauptung ziemlich zusammenfällt, 
allein die Annahmen dieses Akademikers bei der vorliegenden Un- 
tersuchung waren etwas voreilig und, wie wir demnächst sehen 
werden, zum Theil irrig, und im gegenwärtigen Fall könnte man 
füglich fragen, warum denn nicht etwa der geometrische Ort ‘der 
Schwerpunkte M, M’ u. s. f. irgend eine in der mittleren Vertikal- 
ebene liegende Curve sein könnte. Dieser mögliche Zweifel scheint 
vielmehr erst durch folgende Betrachtung seine Erledigung zu fin- 
den. Wenn zwei congruente Kegelflächen / und 2’, deren Axen 
PM und P'M' parallel laufen, von einer Geraden 77’ berührt 
werden, und zwar so, dass die Berührungspunkte 7, 7’ auf der 
nämlichen Seite einer durch die Axen gelegten Ebene liegen *), 
so müssen, wie man leicht einsehen wird, die Berührungs- 
Axenschnitte so wie die berührten Kegelseiten PT 
und P'T' einander parallel sein. Hieraus folgt nun, dass 
während der rollenden Bewegung des Doppelkegels sämmtliche 
berührte Kegelseiten auf jeder Seite der mittleren Vertikalebene 
in einer Ebene ATS beziehungsweise‘ AUS gelegen sind, und 
dass also der geometrische Ort der Punkte 8, S’ u. s. f. nichts 
Anderes ist, als die Durchschnittslinie dieser beiden 


*) Wenn die gemeinschaftliche Tangente TT’ zwischen beiden Kegeln 
hindurchgeht, so dass die Berührungspunkte sich auf verschiedenen Sei- 
ten einer durch die Axen hindurchgelegten Ebene befinden, so gilt dieser 
Satz nicht. Im andern Falle aber überzeugt man sich von seiner Rich- 
tigkeit, sobald man durch T7' eine Gerade 7/7 parallel zur Axe und 
ausserdem die auf der tangirenden Ebene ATS senkrecht stehende und 
die Axe schneidende (in der Fig. 1. jedoch nicht gezeichnete) Normallinie 
Tx zieht, und ganz dieselben Constructionen am Punkte 7’ vornimmt. 
Mit Hülfe der Voraussetzungen ergiebt sich dann sogleich, dass an der 
von den Geraden TA, TI/Y, Tx gebildeten dreiseitigen Ecke die drei 
ebenen Winkel gleich sind denen an der entsprechenden, aus 7’A, T'im', 
T'x' gebildeten Ecke, und dass also, weil ATYY und AT’YV'"in einer 
Ebene liegen, die Ebenen ZYTxP und ZY'T’x’P' parallel sein müssen. 

Theil VI, 18 
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tangeirenden Ebenen. — Und da sämmtliche Halbmesser SM, 
S’M' u. s. f. auf dieser Geraden AS senkrecht stehen, so muss 
der Weg des Schwerpunkts allerdings eine mit 48 parallele Ge- 
rade sein. Diese Gerade MM’ muss übrigens verlängert m den 
Halbirungspunkt N der Linie BC auslaufen, denn weil wir in $.T. 
BC gleich der Axe P® gemacht haben, so ist die äusserste 
Grenze, bei welcher der Doppelkegel von den Kanten AB und 
AC unterstützt zu werden aufhört, dann erreicht, wenn die Schei- 
tel P und & sich in D resp. C befinden, und bei dieser Lage 
müsste der Schwerpunkt M in N anlangen. Freilich werden wir 
demnächst sehen, ds der Doppelkegel durch seine rollende Be- 
wegung diese Grenze streng genommen niemals erreichen kann: 


6. 4; 


Es sei nun die Axe des Doppelkegels PQ—2h, der Durch- 
messer des Grundkreises = 2a, der Winkel PSQ=29, so dass 


 —tangs ist. | 
Ferner sei der Winkel zwischen den Kanten AB und AC gleich 


27 und der Winkel, welchen eine durch A gezogene Vertikallinie . 


AJ mit einer dieser Kanten bildet, nämlich JAB=JAC=T. 
Mittelst der vier von einander unabhängigen, gegebenen Grössen 
h, a, n, T' werden sich nun alle übrigen eonstanten Grössen 'be- 
stimmen lassen. | 
Um  zuvörderst den Neigungswinkel zwischen den. Ebenen 
ABGE und ACHE zu bestimmen, welchen wir durch 2E bezeich- 
nen wollen, und welcher zugleich die Horizontalprojection des W. 


BAC angiebt, hat man aus dem Dreieck GEH 
2h=2EG .sinE; | ß 
aber aus dem Dreieck BAC ergiebt sich gr 


2h—2AB.sinn; 


UERLLIER, bi yo fie 
folglich ist sin Be, - sinn, d.h. 


. 7 _Sinn 
(ll) sinkE= el 


& J 


Um ferner die Richtung der Geraden ASZ zu finden, wobei 
wir in Betreff des Endpunkts Z annehmen wollen, dass NZ || MS 
.ein von N auf AS gefälltes Perpendikel sei, so liefert uns das 
A ABN den Werth AN=hcotgn, also erhalten wir aus dem A 
ANZ, welches sich in seiner wahren Gestalt in Fig. 2. zeigt, 


2) sin NAZ= 2.4 2 tangm, 
heotgn tangd 








‚Die Winkel 27 und 2% können zwar jeden beliebigen Werth 
zwischen den Grenzen 0 und erhalten, so. dass 7 und & belie- 
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bige, jedoch spitze Winkel sind, und höchstens kann $—=1}r sein, 
in so fern man die Untersuchung auf einen rollenden Cylinder 
auszudehnen beabsichtigt; in jedem Falle: aber erfordert die Natur 
unserer Aufgabe, dass $>n sei. Denn wenn wir unserer vorigen 
Bezeichnung gemäss unter 2E die Horizontalprojection des W. 27 
verstehen, und uns auch den Doppelkegel auf eine durch Agelegte 
Horizontalebene projieirt denken, so leuchtet sogleich ein, dass 
2$>2E sein muss, denn sonst könnte der Doppelkegel gar nicht 
von den Kanten AB und AC getragen werden, er würde vielmehr, 
wenn man ihn so auf’ die Unterlage legen wollte, dass er mit der 
Peripherie seines Grundkreises durch A hindurchginge, sich um 
diesen Punkt A herumdrehen, so dass ‘sein Schwerpunkt in der 
Ebene des mittleren Vertikalschnitts einen- Kreisbogen um den 
Mittelpunkt A beschriebe, und würde auf diese Art zwischen den 
Kanten AB und AC geradezu hindurchfallen. Nun ist aber, wie 
man aus (l) ersieht, die Projection 2E grösser als der projieirte 
Winkel 27 und nur im Falle, wenn 7’—}r ist, sind beide gleich, 
folglich muss jedenfalls 29>2n sein. Demnach ist in allen Fällen 
der Quotient a <1 und wegen (2) W. NAZ<öa. Dass übri- 
gens dieser Winkel gar nicht von I’ abhängt, ist sehr begreiflich, 
weil die Figur 1., nämlich die Unterlage sammt dem darauf geleg- 
ten Doppelkegel, bei A festgehalten und in den Punkten Z und C 
erhoben oder herabgesenkt werden. könnte, ohne dass sich der 
W. NAZ ändern würde. s 





& 5. 


Zunächst kommt es jetzt auf den Winkel NAD (Kie. 2.) an, 
welchen die Gerade AN mit der durch A in der mittleren Verti- 
kalebene gezogenen Horizontallinie AD macht. - 

Durch Vergleichung der Fig. 2. mit Fig. 1. ersieht man aber, 
dass ND nichts Anderes ist, als die vertikale Erhebung des Punkts 
B über den Punkt A, folglich 


ND=AB.cosT'; 
ferner ist 
AN= AB .cosn, 
folglich 

(3) sin NAD CT. 


C087 


Dieser Winkel ist natürlich unabhängig von $. Am Schluss des 
$. 2. hatten wir aber gefunden, dass die vorwärts rollende Bewe- 
gung dann Statt finden müsse, und auch nur dann Statt finden 

önne, wenn W..NAZ> NAD ist. Es kommt daher, den For- 
meln (2) und (8) zu Folge, darauf an, ob 


tangn »>cos!' 
tang$ < cos ’ 








18* 


. 


“ Unter 


(4) sinn e tang$ cosT' 


ist. Je nachdem nämlich die gegebenen Winkel 9, „, 7’ in einem 
solchen Verhältniss zu einander stehen, dass hier entweder das 
obere Zeichen, oder das mittlere oder das untere Realität hat, 
wird beziehungsweise der Doppelkegel sich vorwärts von A gegen 
N bewegen, oder im Gleichgewicht liegen bleiben, oder rückwärts 


gegen A hin rollen. 


Da sinn übrigens, wie bereits im vorigen $. bemerkt worden, 
Kör : sin a 

der Natur der Sache nach kleiner als sind; also 1> Fe sein muss, 

in 

so kann man wegen (4) auch sagen: Sobald der Doppelkegel von 

selbst vorwärts rollt, muss 





EST Aa 
( ) ” cosY 
d.h. $ kleiner als 7' sein, — welcher Satz jedoch nun nicht | 


mehr umgekehrt werden kann. Den W. /' setzen wir natürlich‘ 
bei. dieser Untersuchung als spitz, höchstens—R, voraus, weil, 
wenn Z' ein stumpfer Winkel wäre, von einer berganlaufenden Be- 
wegung gar nicht mehr die Rede sein könnte. 
Endlich bemerke man noch, dass je nachdem in (4) das obere, 
mittlere oder untere Verbindungszeichen gilt, auch | 


BN>h \ 
ABZ Fr cosT', 


d. h. 


a 2.4B .cosI' 
< 


ist. Und weil AD.cosT' die vertikale Erhöhung des Punkts 2 
über dem Punkte A angiebt, so lässt sich die vorige Bedingung 
auch so aussprechen: Der Doppelkegel wird vorwärts oder rück- 
wärts rollen oder stillstehen,. je nachdem die vertikale Erhebung 
des Punkts 3 über den Punkt A, nämlich die Linie ND in Fig. 2., 
kleiner oder grösser oder gleich ist dem Halbmesser des 
Grundkreises. Noch bequemer freilich ersieht man dies Ergebniss 
aus der Beschaffenheit der rechtwinkligen Dreiecke ANZ und AND, 


welche die Hypotenuse gemeinschaftlich haben, und-in denen also 


w. NAZZNAD sein are; ach a > ND ist. 


< 


g. 6. 


-, Wenn $=3r wäre, nämlich wenn anstatt eines Hoppelkegel, 
ein Sander vom Durchmesser 2a auf die beiden Kanten der 
age gelegt würde, so hätte man sinycotg9—0, und es könnte 
also gar nicht, wie der Bedingung (4) zu Folge für eine aufstei- 
sende Bewegung verlangt wird, sinycotg$> cos!’ sein, sondern 


- 
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es ist, wenn dabei ‚!' von 3” verschieden angenommen wird, 
sinyeotg®<cos7', d.h.einCylinder wird auf Ay Unterlage 
abwärts gegen A hin rollen, und nur für 2—=Jr ist 
sinn cotgd= cosI'—0, nämlich wenn die Kanten der Unterlage ho- 
rizontal gestellt sind, so ‚bleibt der Cylinder im Gleichgewicht 
auf denselben liegen. 

Wenn 'man dagegen einen wirklichen Doppelkegel vor sich 
hat, wobei also 9<3x ist, so ersieht man aus (4), dass bei un- 
geändertem 7 durch Verkleinerung von 7, d. h. durch steilere Er- 
hebung der Kanten AB und AC, leicht die Möglichkeit der auf- 
wärts rollenden Bewegung aufgehoben und der Zustand des Gleich- 
gewichts herbeigeführt werden könne, weil nämlich, wie bereits 
nn, jedenfalls <1 ist. Und ferner, 
sobald dieser Zustand des Gleichgewichts eingetreten ist, so wird 
bei .unverändertem /' und % bloss durch Vergrösserung des W: 
27 wieder die aufwärts rollende Bewegung veranlasst werden, wel- 
che Folgerungen man bekanntlich durch das Experiment leicht 
bestätigt. e | 

Im Uebrigen könnte man für jede beliebige Grösse der gege- 
benen W. %, /, n die Winkel NAZ und NAD nach (2) und (3) 
berechnen, und wenn dabei NAZ> NAD ausfällt, so würde dem 
$. 3. zu Folge eine mit AZ im Abstande MS—M'S’—=a parallel 
gezogene (xerade MN den abwärts geneisten Weg darstellen, in 
welchem während der aufwärts rollenden Bewegung des Doppel- 
kegels sein Schwerpunkt allmählig herabsinkt. 





in $. 4. bemerkt worden, i 


& 7. 


Auch lässt sich jetzt schon das: statische Moment bestimmen, 
durch welches -bei einer beliebigen Position des Doppelkegels seine 
vorwärts rotirende Bewegung verursacht wird. Ziehen wir nämlich 
(Fig. 2.) durch W und M die Vertikallinien Wr und Mo und durch 
M die Horizontallinie M« und setzen W. DAZ= NAZ- NAD=u 
und die Masse des Doppelkegels—2P, so ist auch W. MWr=u, 
also das statische Moment =2P.MW.sin w. 

Hierbei kann man die veränderliche Grösse MW leicht durch 
die Variable AT (Fig. 1.) ausdrücken. Denn die ähnlichen Dreiecke 
WMN und NZA in Fig. 2. liefern sogleich die Proportion 


MW_ WN AN-AW 
NZ. ANEWAN 
und anstatt dieser ‚kann man, wie aus Fig.1l. erkanut wird, setzen 


mW, ABZAT. 


u HR ° 





also ist, wenn man für a und AB die Werthe hcotg$ und . 
benutzt, 


6% MW=(4B-AT) - 
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Um aber den W. w durch die gegebenen Grössen auszudrücken, 
könnte man zuvörderst aus (2) und (3) cos NAZ und cos NAD 
suchen und dann 


sm(NAZ— NAD) und cos (NAZ— NAD) 


entwickeln ° Es ist jedoch für die Folge bequemer, statt des Win- 
kels 7 seine Projection E einzuführen, dann wird nämlich wegen 


(), 2) ®) 


sin„—sin Esin I, 


cos —YV 1—sin E? sin!’, 





m | MNAZ sin Esin !cotg& 
sın u = ser er 


Y sin 9? — sinE?sin [? 
Y1— sin E?sin [? sinsgYVY Im} 


sındaY ]-sin E?sin !?_ 





‚cos NAZ= 





Nr cos Esin T 
3) SI AD= ——— —uT Tieren 
(8) sin N. Y1_— sin E? sin [? ” cos NAD Y1-sin E?sin !® 





und deshalb 


sin tm E cos 5sin T" —eosT Y sin 9° —sin BE’ sin z" 
rer sin & (I—sin £? sin I?) no 
_ sin!'[sin Ecos Teosd+ cosEY sind? — sin E: sin 1%] 


coSsw STB TREE ZEN DEE 
sin $ (1—sin E? sin 7") 


oder auch, wenn man Zähler und Nenner dieser Ausdrücke durch 


sin!” sin® dividirt, und die Quotienten durch Co- 








—— und — 
sın 1 sın 4? 
tangenten ausdrückt, 


(10) sin „Sr E eos Beotg #—cotg1'V cosE*Feotgr®—ein B*cotgh? 


cos E* + cotg I” 


sin E cotg I cotg9+4+cosEV cosE?+cotgT?— sin B?cotg.9? 
cos E?+cotg I” 


. £20S WW 


068. 
Wir haben im Vorhergehenden diejenige Stellung des Doppel- 


kegels, wenn er gerade über den Vereinigungspunkt der beiden 
Kanten AB und AC gelegt wird, absichtlich noch nicht als die 
“ ursprüngliche bezeichnet, weil diese Stellung in der That eine etwas 

genauere nespu Dr, verdient. Bei dem ersten Anblick mag es 
- nämlich scheinen, als wenn in dieser anfänglichen Stellung der 
Schwerpunkt des Doppelkegels sich vertikal über dem gedachten 
Vereinigungspunkte il, Kanten befinden müsse und dass man nur, 
weil alsdann theoretisch betrachtet Gleichgewicht Statt finden 
würde, durch einen kleinen Druck u. dgl. ein wenig nachzuhelfen 
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brauchte, ‚um sogleich die fortrollende Bewegung zur Erscheinung 
zu bringen. Diese Ansicht finden wir denn auch ausgesprochen 
in der ‚angeführten Abhandlung von Kraft*) durch die Worte: 
Huic puncto concursus immineat verticaliter centrum gravitatis rotae 
aut centrum basium circularium conjunetarum quod sit D, — in 
Verbindung mit der schon früher angeführten Stelle**): Durante 
igitur hoe motu centrum gravitatis descripsit lineam DO. Bei einer 
sorgfältigeren Ueberlegung aber drängt sich die Frage auf, ob es 
nicht unter gewissen Umständen möglich sei, dass anfangs der 
Doppelkegel sich um den Punkt A herumdrehe, ohne mit der Pe- 
ripherie seines Grundkreises diesen Vereinigungspunkt der Kanten 
und mit dem, aus der vertikalen Stellung in eine schräge Lage 
übergehenden Halbmesser JA die Ebene des mittleren Vertikal- 
schnitts zu verlassen, und dass erst später, sobald diese Umdre- 
hung wegen des Widerstands der Kanten AB und AC unmöglich 
gemacht würde, die fortrollende Bewegung einträte. Der Unterschied 
zwischen dieser fortrollenden Bewegung und derjenigen, welche 
ich so eben Umdrehung genannt habe, würde offenbar in der An- 
zahl der Berührungspunkte zwischen der Gesammtoberfläche des 
Doppelkegels und seiner Unterlage begründet sein. Denn während 
der ge Umdrehung, wenn eine solche Statt findet, wird sich 
der Halbmesser AK (Fig. 2.) von der Vertikallinie AJ abwärts 
drehen, ohne dass der Doppelkegel von der Unterlage 
inirgend einemandern Punkt ausser Aberührt würde; 
sobald dagegen der Winkel JAK sein Maximum erreicht hat, weil 
einer weiteren Umdrehung sich der Widerstand der Kanten AB 
und AC entgegenstellt, so wird in diesem Augenblick der Doppel- 
kegel mit der Peripherie seines Grundkreises den Vereinigungs- 
unkt beider Kanten verlassen und wird sofort, indem sich der 
erührungspunkt A gewissermassen in zwei aus einander tretende 
Punkte 'zerspaltet, in diesen zwei Berührungspunkten auf den 
Kanten AB und AC gestützt sein. 


9. 


Um diese etwas delikate Frage zu entscheiden, sei der Schwer 

unkt des Doppelkegels der Ursprung rechtwinkliger Goordinaten, 

die Ordinaten Z mögen in der Richtune. der horizontalliegenden 

Axe des Kegels, die Axen der X und Y aber beide in der Ebene 

“des mittleren Vertikalschnitts, die erstere horizontal und positiv 

nach der Seite hin, nach welcher die Kanten der Unterlage in die 
Höhe laufen, die andere vertikal aufwärts angenommen werden. 

Alsdann entspricht der Oberfläche des auf der positiven Seite 

der Z liegenden und jetzt allein zu betrachtenden einfachen Kegels 


P die Gleichung 


Ln4i2 
Kae)" a?. 


2 2m 
WEL h? 


*) 1. c. 8.7. Der Punkt D hat daselbst die nämliche Bedeutung 
wie, in unserer Fig. 1. der Punkt J. 

**) ]..c. $. 8. Dass die Kanten. AB und 4C daselbst horizontal vor- 
ausgesetzt werden , macht keinen Unterschied in .der Sache. 4 
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Verlesen wir dagegen den Anfangspunkt der Coordinaten, ohne 
jedoch an ihrer Richtung etwas zu ändern, nach A, und bezeichnen 
die Coordinaten des Schwerpunkts nach den Richtungen der neuen 
A und Y durch $ und v, so ist | 


(1) A’P(2z—E)’+h?’(y—v)”=a? (h=-2)2. 


Die durch den Vereinigungspunkt A gehende, auf der Seite 
der positiven Z gelegene Kante AB aber lässt sich als Durch- 
schnitt zweier Ebenen betrachten, von denen die eine durch die 
Axe der Y geht, also vertikal steht und mit der Ebene der XY 
den Winkel E bildet, während die andere durch gegenwärtige Axe 
er Z geht und gegen die Coordinatenebene AZ unter dem Winkel 
NAD geneigt ist, dessen Sinus und Cosinus in: $.7. gleich 

cos I cos Esin !' 


VI-sinE: sin!” N 1— sin E? sin I” 
den ist. Diese Kante wird also durch das System folgender beiden 
Gleichungen repräsentirt: 


beziehungsweise gefunden wor- 


zsin E—zcosE—0, zeosT’—ycosEsnrT=0, 


welche den beiden eben bezeichneten Ebenen entsprechen. Sub- 


stituirt man die Werthe, welche sich hieraus für x und y ergeben, 
nämlich 


zcotg I' 


sin E ’ 





(12) "2 —zegte 6, 2a 


in die Gleichung (11), so erhält man eine Gleichung, welche nur 
x enthält und in Beziehung auf diese Variable vom zweiten Grade 
ist, und durch deren Auflösung die Werthe dieser Coordinate für 
diejenigen beiden Punkte sich ergeben müssen, in denen die Kan- 
tenlinie AB im Allgemeinen, so lange die Richtung des von A 
nach dem Schwerpunkt des Doppelkegels gezogenen Halbmessers 
noch nicht näher bestimmt worden ist, durch die Kegelfläche P 
hindurehdringt. Bezeichnen wir aber zu gleicher Zeit denjenigen 
epitzgn Winkel, auf. dessen mögliche Existenz. es ankommt, ; wel- 
chen nämlich der eben erwähnte Halbmesser mit dem in 4 vertikal 
stehenden Radius AJ bildet (etwa den Winkel JAK in Fig. 2.) 
mit 9, so dass &=asinYp und v=acosı ist; so erhält die ge- 
dachte Gleichung die Form 





h? (zcotg E—-asinw)”h? FIT acosy)’—a® (h--2)’, 


d. h. 
(h? cos E? + h? cotg I?” — a? sin E?) :? 
— 2ha (hsin Ecos Esin® + hcotg sin EcosYy — asin E?)z—(0. 


Die eine Wurzel hiervon ist z=0, und dazu gehört wegen (12) 
auch 2=0, y=0, durch welche Coordinatenwerthe nur, wie es 
die Natur der Sache verlangt, angegeben wird, dass die Kanten- 
linie mit der Kegelfläche den Punkt A gemeinschaftlich habe. 
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Nach Absonderung dieser ersten Wurzel wird aber die andere, 
wenn man zugleich alle Glieder der Gleichung durch A? dividirt 


und für „den Werth cotg % einführt ‚- 


L 
Ba 2a sin E (cos E sin ıb + cotg T’cos ıb — cotg $ sin E) 
a cos E* + cotg 1? — cotg 9” sin E? 


Nun muss aber, wie bereits in $. 4. hemerkt worden, allemal 
tang%>tangE sein, also 


(14) cos E>cotgdsinE, 
und deshalb ist der Nenner des für z en Ausdrucks (13), 


wie gross auch sonst die spitzen Winkel E, 7’, $ angenommen 
werden mögen, eine positive Grösse, woraus folgt, dass das Vor- 
zeichen von z sich lediglich nach dem in Klammern eingeschlossenen 
Factor des Zählers richtet. Setzen wir daher 


(15) cos Esinb +cotg I'’cosd—=cotgY%sin E+J, 


wo ö eine noch unbestimmte Grösse bezeichnen soll, so wird z 
zugleich mit dieser Grösse. d positiv oder. negativ oder Null. Aus 
dieser letzten Gleichung erhalten wir aber, wenn wir anstatt 
cotg&sin E+9 der Kürze wegen w schreiben und quadriren,, 


cotg I? cosıb? — 2u cotgT'cosb + u?—cos E?(1—cosıW?), 
also 


u cotg I’+cos EV cos E? + cotgI”? — u, 


2 A cos E?+cotgI” 





Nun bemerke man, dass zwar die von dem Winkel) abhängige 
Lage des Doppelkegels so beschaffen sein kann, dass wenn man 
sich seine auf der Seite der positiven z gelegene Hälfte, nämlich 
die Kegelfläche P, welche wir hier allein in Betrachtung gezogen 
haben, über die gemeinschaftliche Basis beider Kegel hinaus er- 
weitert und die gleichfalls auf die positive Seite der z fallende 
Kantenlinie AB über A hinaus verlängert denkt, diese Verlänge- 
rung in jene Fortsetzung der 'Kegelfläche eindringe und irgendwo 
auf der. Seite der negativen z.noch einen zweiten Durchschnitts- 
‚punkt mit ihr gemein habe, dass es aber den Bedingungen unse- 
rer Aufgabe, nämlich der Undurchdringlichkeit der Kante AB 
widerstreiten würde, auf der Seite der positiven z einen solchen 
zweiten Durchschnittspunkt zu denken. Da also der in (13) für z 
erhaltene Werth entweder negativ ausfallen muss (in: welchem 
Falle den Formeln (12) zu Folge auch die zugehörigen Coordinaten 
x und y negativ sind), oder auch sich auf Null reduciren kann, 
wodurch angezeigt sein würde, dass die Kantenlmie AB keine 
Sekante der Kegelfläche sei, sondern dieselbe im Punkte A tangire, 
und da das Vorzeichen von z, wie oben bemerkt, mit dem Vor- 
zeichen von ö übereinstimmt; so darf auch in dem für cos gefun- 
denen Ausdruck ö nur als eine negative Zahl oder als Null be- 
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trachtet werden: ' Aus der Gleichung (15) aber ist ersichtlich‘, da 
die in dem linken Theil dieser Gleichung erscheinenden Winkel 
%, E, I' alle als ‘spitz und positiv angenommen sind, dass u — 
cotg&sin E+0 eine positive Grösse, nämlich dass der nume- 
rische Werth von ö kleiner als cotg $sin E sein müsse, und hieraus 
folgt weiter, dass in dem für cost» gefundenen Werthe die Wurzel- 
grösse positiv zu nehmen sei. Denn nach (14) ist cos E> cotg 9 sinE, 
also auch, weil ö keine positive Grösse sein kann, cos E> u. Dem- 
gemäss ist dann auch weiter ” 


V cotgT”? +cos E?— u? >cotgT’; 


also, wenn man diese beiden letzten Ungleichungen mit einander 
multiplieirt, um so’ mehr | “ 


Wollte man daher die Wurzelgrösse negativ nehmen, so würde 
cosı negativ ausfallen, also auf einen stumpfen Winkel w hin- 
weisen, welches der hier in Frage stehende nicht sein kann. 

Aus der Gleichung (15) erhält man nun weiter 


dt — cotg I’cosSs y 
cosE i 





siny = 
also durch Substitution des für cos y gefundenen Ausdrucks: 


(16)’smn EIGEOSE — cotgI'. Y cotgI? +cos E? u 
cos E? +cutg I” 

Diese Formel lehrt, wenn v—=0 angenommen werden soll, für 
welche Annahme man den Zähler nur gleich Null zu setzen braucht, 
dass dann -a—=cotgI”, also weil « nach dem oben Bemerkten 
eine positive Grösse sein muss,, «= cot&T'‘, folelich. ö=cotg!' 
—cotg$ sin sei, während für diese Annahme sich aus (13) für 
den zweiten Durchschnittspunkt der Kantenlinie AB mit der Kegel- 
fläche P der Coordinatenwerth 











7). er 2a sin E(cotg — cotg sin E) 
cos E’+cotg I? — cotg 9? sin. E?- 


ergiebt. Damit dieser Werth nicht positiv ausfalle, darf cote 7’ 
nicht grösser als eotgYsinE sein, und wir haben daher‘ für die 
Möglichkeit den Doppelkegel überhaupt so zu legen, dass er mit 
einem Punkte der Peripherie seines Grundkreises den Vereinigungs- 
punkt der beiden Kanten AD und AC berührt und sein Schwer- 
Bao sich. vertikal über diesem Vereinigungspunkt befindet, die 
edingungen 


cotgFsin ED cotgT', 
oder 


cotgYsin E=cotgT. 
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Diese beiden Fälle müssen aber wohl unterschieden uud einzeln 
näher untersucht werden. Es kann nämlich sin y überhaupt 
nur alsdann einen von Null verschiedenen und posi- 
tiven Werth erhalten, wenn die durch « vorgestellte 
Summe»> cots I’ ist, wovon man sich sofort überzeugt, wenn 
man dem Zähler der Formel (16) die Gestalt giebt 


V u2(cos E’+cotgI?)—u?cotgl'—NV cotgI” (cos E?+cotgI”)—u2cotg 1”. 


Da aber für jeden Werth von y immer #=cotg% sin E+6 ist, so 
liesse sich für ein solches Verhältuiss der Constanten $, E, T, 
wobei cotg&sin E=cotg!' wird, die mit w gleichzeitig variirende 
Grösse « nur dadurch grösser als cotg/' machen, dass man der 
Grösse ö einen positiven Werth beilegte, was mit dem Umstande, 
dass z nathwerkiit entweder negativ oder gleich Null sein muss, 
nicht vereinbar-ist. Wenn daher die Constanten 9, E,.7' wirklich 
in: dem Verhältniss zu einander stehen, dass die Gleichung 
cotgs sin E=cotg!' erfüllt wird, so kann man zwar dem Doppel- 
kegel eine solche: Lage anweisen, dass er auf dem Vereinigungs- 
punkt der: beiden unterstützenden Kanten ruht und. sein Schwer- 
unkt sich in der von diesem Punkt aufwärts gezogenen Vertikal- 
linie befindet, 'also »—=0 ist, und die Gleichungen (17) und (12) 
zeigen, dass die beiden Kanten alsdann Tangenten der Kegelllächen 
sind; allein irgend eine Drehung desselben um einen 
positiven Winkel % wird ‘unter diesen Umständen 
durch den Widerstand derKanten unmöglich gemacht 
werden. Auch giebt ‚durch Substitution des 'Werths cotg9—= 
eotgT' 
sin E 





und des daraus folgenden 


I altut, Wusin ER 

sin E*+cotgI” 

die Formel (9), sobald man Zähler und Nenner derselben vorerst 
durch sin$ dividirt, den Werth 


“ 1— sin E?sin I? DUO 
“ 1— sin E? sin I” 


—(; 


woraus hervorgeht, dass der Dahn ee unter diesen Umständen, 
man mag ihn auf die Schenkel der Unterlage hinlegen in welchen 
Punkten man will, nicht im Stande ist von selbst weiter zu rollen. 

Wenn dagegen cotg 9 sin E>cotg I’ ist, so bleibt auch u— 
cotsd4sin E+9 grösser als cotgI', so lange die negative Grüsse 
ö dem numerischen Werthe nach die Differenz cotg& sin E— cotg I’ 
nieht überschreitet; und innerhalb dieses Grenzwerths und dem 
Werthe ö=0 ist denn auch sin von Null verschiedener, positiver 
und reeller Werthe fähig, — reeller Werthe aus dem Grunde, 
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weil wegen u <cots$sin E<cosE (zu ‚Folge.(14)) die. Wurzel- 
grösse in dem Ausdruck (16) niemals imaginäar ausfallen kann. 
Nun zeigt aber diese Formel (16) auch, dass der. \V.. «». .bei con- 
stanten .Werthen von E und: I’ desto grösser wird, je grösser, u 
ist; und weil, wenn u ‚wachsen soll, der numerische Werth von 
ö abnehmen muss, so erreicht der, W. ı sein. Maximum, sobald 
man d=0, also u—=cotgs$sin E annimmt. Für dieses Maximum 
hat man daher den Werth 


o9sin Ecos E— V r= 2 sE2— 2.% 2 
(roh cotgdsin KEcosE—eotgl' cotg1'”-Fcos.E?— eotg9”’sinE | 
' cos E?+cotgI” | 


Dieser Werth ist aber mit dem in (10) für''sin o& gefundenen 
identisch, also das Maximum: von v=o, nämlich W., JAK— 
DAZ (Fig. 2), woraus folgt, dass der Radius KA alsdann senk- 
recht auf AZ steht. Wenn daher die Bedingung cotg #sinE> eotg I’ 
erfüllt ist und man alsdann den Doppelkegel so .'auf: den Vereini- 
gungspunkt der Kanten Ab: und AC lest, dass sein Schwerpunkt 
nur ein wenig aus der vertikalen Richtung AJ abweichend‘ in die 
Winkelebene JAN fällt, so findet zunächst eine Umdrehung um 
den Berührungspunkt A Statt und zwar so lange, bis der Radius 
AK mit den Halbmessern MS, MS’, u. s. f. gleiche Neigung 
gegen die Horizontallinie AD erhalten hat, ‘d.h. bis die durch 
die Axe des Kegels und den Berührungspunkt 4 ge- 
legteEbene mit allenandernBerührungs-Axenschnit- 
ten PSM, P'S'M' parallel geworden ist, — ‘und dann erst 
beginnt die fortrollende Bewegung. In dem Augenblicke also, 
wenn der Doppelkegel aufhört mit der Peripherie seines Grund- 
kreises den Punkt A zu berühren, ist seine Stellung ganz die näm- 
liche, wie wir sie in den vorhergehenden $$. für einen beliebigen 
andern. Zeitpunkt während seiner fortrollenden Bewegung haben. 
kennen gelernt. Zugleich ergiebt sich aus diesen Betrachtungen, 
dass die von Kraft (l. cr $. 8.) angegebene Formel tang ANK= 
tang NAZ= TR = ee mail er nämlich glaubte, das 
AANK sei bei A rechtwinklig) falsch ist und heissen muss 


N 3 7. tangn r Tan | 

\K=s Z=-— Fe 
sin ANK=sin NA AT wie wir sie in $. 2. aufgestellt 
haben. 





$. 10. 


Ish wende mich jetzt zur Betrachtung der auf der Kegelober- 
fläche liegenden Curve, in welcher alle in. Fig. 1. mit. 7, 7’, u. s.£. 
bezeichneten, nach und nach mit der. Kante AR ‘in Berührung 
kommenden Punkte gelegen sind. Diese Curve kann man offenbar 
auch auf die Art entstehen lassen, dass man sich den Doppelkegel 
selbst als stillstehend vorstellt, aber die Kante AB dergestalt/an 
seiner krummen Oberfläche rings herumführt , dass sie fortwährend 
die Kegelfläche tangirt und zugleich gegen, die durch..den: jedes- 
maligen Berührungspunkt 7’ gezogene Kegelseite PS. unter "einem 
constanten Winkel TB geneigt. bleibt, dessen trigonometrische 
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Tangente durch En angegeben wird, weil. nämlich alle Be- 
rührungs - Axenschnitte auf der. Geraden AZ. perpendikulär stehen 
($. 2.),. Nehmen wir jetzt in Fig. 3. den Punkt O in der Peripherie 
des Grundkreises als denjenigen Punkt an, von welchem die |ge- 
dachte Schneckenlinie OTKL ihren Anfang nimmt und welcher 
also ursprünglich mit dem Vereinigungspunkt der beiden Kanten 
der Unterlage in Berührung war, und 7 für einen beliebigen an- 
dern Punkt der Curve, AT für die zugehörige Berührungslinie. 
Da jede solche Berührungslinie gegen die demselben Punkt ent- 
sprechende Kegelseite, oder wie man bei Rotationsflächen im All- 
gemeinen zu sprechen pflegt, gegen den Meridian PT'S unter einem 
eonstanten Winkel geneigt ist, so ist die Curve selbst eine soge- 
nannte Kegelloxodrome. Zieht man auch am Punkte S in der 
Ebene ‘des Grundkreises an dessen Peripherie die Tangente SA, 
so liegt diese mit 7T’A in einer Ebene und beide schneiden sich 
also in einem Punkte, welcher aus einem sogleich deutlich 'wer- 
“ denden Grunde mit A bezeichnet worden ist. Es sei nun ferner 
« Av die Projection der Tangente AT" auf die Ebene des Grund- 
kreises und OW die Projection der Loxodrome OT; so muss 
nach einem bekannten Satze Av zugleich die dem Punkte W ent- 
sprechende Tangente an die Curve OW sein. Nun ist aber auch 
in Fig. 1. und Fig. 2. die Gerade AW nichts anderes, als die 
Projection der berührenden Kantenlinie AT auf die Ebene des 
Grundkreises, folglich muss der in Fig. 3. mit AW'S bezeichnete 
Winkel mit dem gleichnamigen in den beiden andern Figuren iden- 
tisch, nämlich gleich (90°—-NAZ) sein. ' 

Sobald man aber jetzt, um die Curve OW auf Polarcoordina- 
ten zu beziehen, den Pol in MW und OM als Polaraxe annimmt, so 
ist AWS=MWv der Winkel, welchen die in der Richtung des 
wachsenden 'Bogens gezogene Tangente mit dem nach dem Be- 
rührungspunkt gezogenen Radius Vector bildet, und da dieser 
Winkel gegenwärtig von dem’ veränderlichen Polarwinkel OMW 
unabhängig und stets gleich dem Complement des constanten und 
gegebenen W. NAZ sein soll, so’ folgt, nach der bekannten cha- 
rakteristischen Eigenschaft der logarithmischen Spirallinien,, dass 
die in der Ebene des Grundkreises liegende Curve OW eine lo- 
Sarithmische Spirale ist. Als Differenzialgleichung derselben 
zwischen den Variablen QM W=g und M W=u haben wir sogleich 


te? —tang MWe— cotg NAZ, 


und ‘wenn wir der Kürze wegen tang NAZ—x Setzen, so dass der 
Formel (2) in $. 4. zu Folge | 
tangn sinncos# 


19 N ee ee ENDE TAN 
(19) N tang9?— lang? Y sin (dm) sin (9—n) 





ist, so giebt die vorige Gleichung > ——4dp, also 


lu=— xp + const. 
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Für 9=0 soll u=a werden, also muss const.=/a sein, und 
die Gleichung der Curve ist KARIM 


(20) I=rrp oder u=ae #9, 


$. 11. 


Als die nächste und sich einem Jeden ‚unmittelbar. aufdrän- 
ende Folgerung aus dem Umstände, dass die Projeetion der auf 

dr Kegelfläche entstandenen Schneckenlinie' eine logarithmische 
Spirale ist, dass. also. der, Radius Vector « erst für = ver- 
schwindet, stellt sich nun‘ das Resultat heraus‘, ‚dass auch diese 
Schneckenlinie nicht bis in die Kegelspitze hinaufläuft, dass also 
auch der Doppelkegel P@Q erst nach unzählig vielen 
Umwälzungen theoretisch ‚aufgefasst mit ‚seinen 
Scheiteln P und ® auf den Kanten der Unterlage AB 
und AC aufliegen würde, Von der Frage freilich, ‚ob. gegen 
das Ende der Bewegung hin durch die beschleunigte Geschwindig- 
keit ein Fortgleiten des Doppelkegels eintreten werde, müssen wir 
hierbei, bevor nicht die Grösse der Reibung näher in Untersuchung 
gezogen worden, noch absehen. 

Obwohl aber eine solche Kegelloxodrome sich nur asymptotisch 
dem Scheitel des Kegels nähert, so ist man dennoch im Stande 
dieselbe vom Anfangspunkt: O an gerechnet bis. zum ‚Scheitel hin 
vollständig zu reetificiren,-so. dass die.auf einander folgenden 
einzelnen Windungen die Glieder einer geometrischen Progression 
darstellen, deren Summenausdruck sich gleich AB ergeben wird. 

Bezeichnen wir nämlich das. Differenzial des Bogens der Loxo- 
drome am Punkte 7' durch ds und das entsprechende Differenzial 
ihrer Projeetion am Punkt W mit ds’, so ist ds—=ds’.see WAT. 
Nun muss aber, wenn wir die Veränderliche z= WT' in Fig: 3. 
alsı gleichgross mit der gleichnamigen Linie. in Fig. 1. annehmen, 
auch SW in beiden Figuren gleich ‚sein, ‚woraus sofort, da. auch 
die Winkel bei S und W in den AA SAW übereinstimmen, die 
'Congruenz dieser Dreiecke. hervorgeht. Hieraus folgt weiter, dass 
auch AW in beiden Figuren einerlei. Grösse, haben müsse, . dass 
also auch die AA AT.W die nämlichen sind, daher ist in Fig..3. 
W.. WAT =n,.und s='s’.secy. Ferner haben wir, indem wir.den 
W. OMW fortwährend durch 9 bezeichnen, 


dp? 


du? 


+1) du, 





ds —N u?dp? +du?=— Y (u? 
wo das Vorzeichen (—) genommen werden musste, weil wenn s’ 
% s d 


zunehmen soll, da negativ ist. Und wenn wir. hier für = den aus 
. du 


(20) fliessenden Werth 7 - -. substituiren und integri- 


ger? 


s' —const.— A Lı 1. 


ren, so erhalten wir 
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oder weil dem Anfangswerthe s'—=0 der Radius Vector u=M O=a 


entspricht, 
1 
RE" AR 
3 5 (a f 1) V 2 j 


s—=(a—u)secn. Vin. 


Um diese Ausdrücke geumetrisch anschaulich zu machen, brau 


. —. N) — 
chen wir nur:zu bemerken, dass dem vorigen $. zu Folge 2 


eı) 


cotg NAZ=tang AWS, also V Far — sec AWS = cosec NAZ 
ist, denn dadurch haben wir sogleich 

 !—-SW.se AWS=AW 
und | “ 
's=AW.sec WAT=AT. 


Dehnen wir die Gleichungen (21) so weit aus, bis «=0, nämlich 
p=& wird, und blicken dabei auf’ Fig. 1., so erhalten wir 

NZ ji h 
snNAZ °° tangn 





s’ —=acosec NAZ= 


(22) und 
AN h 
ne A FE  — — AB = 
Ben EN cos NAB 
wie vorauszusehen war. 


Substituiren wir jedoch in dem bei (21) für s gefundenen Aus- 


drucke für w seinen Werth ae? und für asecn. en +1 den 


wet un 2% 


sinn 





‚so dass 


Ds 
(2 Ze *F7 
(23)  s a (1—-e-*F) 


wird; setzen darin allmählig 9=2?r, Ar, 67 u. s.f. und subtrahi- 
ren jedesmal von dem späteren Resultate das Vorhergehende, so 
ergeben sich die Ausdrücke für die auf einander folgenden Win- 
dungen der Loxodrome, nämlich Länge der 


ersten Windung s, = (1 _e-2 er), 
E ı 


[2 ® h 17 
zweiten Windung s, = — (1—e” 2#7) e-2#7 — 5 .e=2#7, 
i sinn 
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dritten Windung $3 rei, 2ER er ee 
lauf; ' 
überhaupt Länge der (n-+1)ten Windung sn =s, (e72*")r, 


so dass diese Windungen in geometrischer Progression abnehmen. 


L 


g. 2. 


Auch die Breiten, oder wenn man lieber will, indem man 
sich die Axe des Kegels vertikal gestellt denkt, die Höhen der 
auf einander folgenden Windungen*) lassen sich leieht bestimmen, 
und auch diese nehmen in geometrischer Progression ab. Es ist 
nämlich überhaupt, wie man aus dem A ST’W in Fig. 3. sieht, 
WT =:—= (a—u) tang$—=atangd(l1—- e—*P) =h(l—e*P), oder 
wegen (23) | Er 


(24) 2 s.sinn, | 


wie auch schon das A AWT lehrt, in welchem AT=OT=s'ist. 
Nennen wir nun denjenigen Werth von z,: welcher dem Rotations 
winkel 92x entspricht, die Höhe der ersten Windung, so ist 
diese . | 


2 d-e=2)—s, .SiNnN, 


und sofort ergeben sich hiernach für die Höhe der zweiten, dritten 
u. s. f. Windungen die Werthe 


überhaupt 


Zn+ 1=2,(e7 ?*7)R.. 


$. 19. > 


Da in Fig. 3., wie so eben bewiesen worden, die Geraden 
AW und AT beziehungsweise gleiche Länge: haben mit den .Cur- 
“ven OW und OT, so kann ‚das ebene Dreieck AWT‘ durch 

Krümmung mit. dem auf, der logarithmischen Spiral- Cylinderlläche 
liegenden A OWT in Congruenz gebracht werden. Hieraus wird 
man vielleicht die Ansicht gewinnen, dass gleichzeitig mit dieser 


Krümmung des Dreiecks AWT auch das ebene Dreieck 48T sich 


*) Bestreicht man die Kanten der Unterlage AB und AC mit einer 
abfärbenden Substanz, z. B. mit Kreide, so werden, nachdem ‚der Dop- 


pelkegel darüber hingerollt ist, diese Windungen deutlich sichtbar sein. 
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* 
über das auf der Kegelfläche liegende A OST in völliger Con- 
gruenz ausbreite, und diese Ansicht, auf die Figur 1. übergetra- 
gen, würde, weil dann die Linie AS immer gleiche Länge mit dem 
abgerollten Bogen des Grundkreises hätte, zu dem weitern und 
“wichtigen Schluss führen, dass jeder in der Peripherie des Grund- 
kreises gelegene Punkt während der rotirenden Bewegung des Dop- 
pelkegels eine gemeine Cykloide beschriebe. So ist es aber nicht, 
und die obige Voraussetzung, dass die Gerade AS auf dem Kreis- 
bogen OS hergekrümmt werden könne, würde ırrig sein. Denn 
es ist dieser Kreisbogen OS—ap, dagegen AS=S W.tang AWS = 
l—e —*P 


(a —u)=a( Be: und dieser letzte Ausdruck entwickelt giebt 


in 1 #’gp”? n>p° #’gp* 
48=9-,| H artar =} 


2 h 
welches keineswegs gleich «ap ist. 

Und was die Curve anbelangt, welche derjenige in der Peri- 
pherie des Grundkreises befindliche Punkt, der am Anfang der 
rollenden Bewegung mit dem Vereinigungspunkt der Kanten in 
Berührung war, während dieser Bewegung beschreibt, so sieht. 
man leicht mit Beihülfe von Fig. 1. ein, dass, wenn 4 zum Ur- 
sprung rechtwinkliger Coordinaten und ASZ als Absecissenaxe an- 
genommen wird, die Gleichung derselben das Resultat der Elimi- 
nation des Winkels p aus den beiden Gleichungen 


y—=MS— acospg=a(l—cosp), 


z=AS—-asinpg= -(q — e*P)— asingp 
sein werde. Diese Gleichung ist demnach 


(5) = —[1—e* arc cos Fe Ren N ay- pP, 


%. 14. 


‘In allen diesen Gleichungen ist der Werth der Constante 
nach der Formel (19) aus den ursprünglich gegebenen Grössen zu 
berechnen, jedoch verdient noch besonders bemerkt zu werden die 
einfache Relation zwischen dieser Constante und der Tangente des 
unveränderlichen Winkels, unter welchem die Loxodrome von den 
Meridianen der Kegelfläche geschnitten wird. Die Fig. 1. liefert 
nämlich sofort die Werthe 


AZ 


NZ 
und #=tang NAZ= 77 
woraus folgt 


6) »—=cotg ATS.IZ —e0s8.cotg ATS. 


BZ 
Theil. VI, 19 
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$. 15. 


Es möste dem Gegenstand gegenwärtiger Abhandlung zu ferne 
liegend scheinen , auf andere Eigenschaften der Kegelloxodrome hier 
weiter einzugehen; überdies findet man’in dem zweiten Bande dieses 
Archivs, Heft?2. Seite 127., eine Abhandlung von Grebe, worin der 
Verf. diese Curve mit der gemeinen Schraubenlinie (Cylinderloxo- 
drome) zusammengehalten und mehrere interessante Sätze, wiewohl 
nur in Form von Resultaten und ohne Beweis, zuerst aufgestellt 
hat. Nur die eine, freilich auch schon von Grebe aufgefundene 
Eigenschaft, dass der Krümmungshalbmesser für jeden Punkt der 
Curve eine mit der Ebene des Grundkreises parallele Lage hat, 
glaube ich hier noch in Kürze nachweisen zu‘ müssen, weil ich 
auf diesen Satz in dem zweitfolgenden Paragraphen einen andern . 
Schluss zu stützen gedenke. | 

Nehmen wir daher den Radius MO in Fig. 3. als. Axe der 
x und ein in M darauf errichtetes in der Ebene des Grundkreises 
liegendes Perpendikel als die Axe der y an, während wie bisher 
MP die Axe der z sein soll, so ist 


z=ucosp=ae-*Pcosp, 
y=using=ae*Psino; 


und vermöge $. 12. 


z—h(l-e—P): 


+ 


also 
dz— — [axe—*P cosp + ae sinpg]ldp=—(y+xx) dp, 
dy—=—[axe—*P sing — ae *Pcosp]dp= (2 — xy) dp, 
de = she —*P dp; 

und Di 


dx =— (dy+xda) dp=[2xy+(n?—]) 2]dp?, 
d’y=(de— xdy) dp=|— 2#2 +(#’—Dy] dp, 
d?z——a’he*? do’. 

Nun ist aber, wenn &, v, & die Coordinaten des Mittelpunkts 
des Krümmungskreises bedeuten, welcher dem Berührungspunkt 
x, y, z zukommt, und wenn man der Kürze wegen 

R=dad’y— dyd’x, S=dxd’z— dıd’x, 
T=dzd’y— dyd’z 
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setzt, bekanntlich 


b S 1x? + dy? + dı? 
2 = (Tdy— Sde) IT 7, 
= (Tay— Sde) Tre TE 
und mittelst der vorigen Werthe erhält man im gegenwärtigen Fall 
—[—2r+#’—Dy+rl@—ay)] #he Pr dp>=—(yt+rx) she”? dp°, 


S=[x (y-+r2) — 2ry— (r”— Dx]#he”*? dp’— (a—xy) she"? dp’; 


- 


also 


Tdy— Sdz—=0, 


folglich £&=z, was zu beweisen war. 


$. 16. 


‚Wir hätten nun endlich unser Augenmerk noch auf. diejenigen 
veränderlichen, aber unter sich ähnlichen Ellipsen zu richten, welche 
eine durch die Kante der Unterlage AD oder AC geleste vertikale 
Ebene, nämlich die Erweiterung des Trapezes EAPG resp. EABH 
(Fig.1.) auf der Fläche des rollenden Doppelkegels in einem belie- 
higen Augenblick seiner Bewegung hervorbringen wird. Da sowohl 
diese schneidende Ebene, als auch die Ebene des Grundkreises 
vertikal stehen, so liegt deren Durchschnittslinie vertikal, woraus 
sogleich nach den allerersten Sätzen über die Schnitte am Kegel 
folgt, dass die kleine Axe einer der eben gedachten Ellipsen 
gleichfalls vertikal, und ihre grosse Axe horizontal laufen muss. 
Unbegreiflich erscheint es daher, wie Kononoff in $. 3. seiner 
oben eitirten Abhandlung von der Annahme ausgehen konnte, die 
grosse Axe wäre parallel mit der Kante AD und die kleine Axe, 
senkrecht auf der Kante AB, ginge durch den Berührungspunkt 7; 
und da auf diese irrthümlieh vorausgesetzten Verhältnisse die 
Entwickelung aller seiner Formeln wesentlich gestützt ist, so lässt 
sich über jene Arbeit leider kein anderes Urtheil fallen, als das 
in der Einleitung von mir ausgesprochene. 

Man sieht übrigens ein, dass es nicht im geringsten mit 
Schwierigkeiten verknüpft sein kann, die Halbaxen einer solchen 
Ellipse als Functionen von der Variablen AT oder von TW=z— 
ATcosn oder von einer anderen mit AT proportional wachsenden 
Linie, und eben so auch die Coordinaten ihres Mittelpunkts dar- 
zustellen. Da aber die zu entwickelnden Formeln etwas weitläuftig 
ausfallen und kein besonderes Interesse in Anspruch zu nehmen 
geeignet sind, so erscheint es wohl zweckmässig, dabei nicht zu 
verweilen und ich begnüge mich daher nur den Werth der grossen 
Halbaxe und das unveränderliche Verhältniss beider Halbaxen her- 
zusetzen, nämlich 

27) BY sin($+E)sin(9 —E), 
@ sind 


19 * 
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(28) a= Ur ARE [cos Esin$—cos sin Esin w] 


"sin($+E)sin($_E) 


__ (h—2) cos®# cos ® Y sin 9° — sin E? sın I” 
sin I'sin (94.E) sin (9— E) 


(h—z) €0s9 cos » sin I'Y sin ($+n)sin ($—n) 
Sa RENTE ET I nen 9 
sin 9” sin I'” — sin n? 


wobei cos® und sin@ nach (9) oder (10) zu berechnen sein würden 


a 

Ausserdem bietet sich hierbei noch die Frage dar, ob viel- 
leicht die Ebene einer solchen Ellipse zusammenfalle 
mit der dem Berührungspunkt 7 entsprechenden Krüm- 
mungsebene der im Vorhergehenden betrachteten Ke- 
selloxodrome, welche letztere Ebene, gleichwie die Ellipsen- 
ebene, durch die tangirende Kante AD geht, — ob nämlich diese 
Krümmungsebene gleichfalls eine vertikale Lage habe. Die Ant- 
wort aber wird sein: nur dann fallen beide Ebenen für jeden belie- 


$ r 1. 
bigen Berührungspunkt 7’ zusammen, wenn I’ u ist, d.h. wenn. 


die Kanten AB und AC horizontal laufen. . Dies Resultat 
lässt sich durch den Calcul mittelst der Gleichung der Krümmungs- 
ebene ziemlich leicht, noch leichter jedoch durch folgendes Räson- 
nement erhärten. Wenn die durch den Berührungspunkt gelegte 
Krümmungsebene mit der durch die berührte Kante AD gelegten 
Vertikalebene identisch ist, so -müssen auch der Krümmungs- 
halbmesser der Kegelloxodrome und der Krümmungshalbmesser 
“der Ellipse der Richtung nach zusammenfallen, weil beide auf 
der tangirenden Kante senkrecht stehen müssen. Und umge- 
kehrt, wenn diese Krümmungshalbmesser gleiche Richtung haben, 
so sind jene Ebenen identisch. Nun fallen aber diese zwei Krüm- 


m. 
mungshalbmesser nur dann zusammen, wenn I=7 ist. Denn man 


denke sich durch den Berührungspunkt eine Ebene, welche wir 
der Kürze wegen M nennen wollen, perpendikulär auf die Kante 
AB rar ebenfalls durch den Punkt 7' eine Ehene N 
parallel zu der vertikalen Grundfläche des Doppelkegels, und be- 
zeichne endlich die schon gedachte, durch die Kante AB gelegte 
vertikale Ebene ABGE durch @. Der Krümmungshalbmesser der 
Loxodrome liegt dann nicht allein in der Ehene M, sondern muss 
zufolge der in $. 15. bewiesenen Eigenschaft dieser Curve auch in 
der Ebene N liegen, fällt also in die Durchschnittslinie von 7 und 
N. Eben so muss die Richtung des Krümmungshalbmessers der 


Ellipse in den Durchschnitt der Ebenen M und @ fallen. Wenn 


nun r=5 ist, so ist ausser N und @ auch M vertikal, und dann. 
fallen also die beiden Durchschnittslinien von 7 und N einerseits, 
und von M mit @ andererseits als Durchschnittslinien dreier ver- 
tikaler, durch den nämlichen Punkt gelegter Ebenen wirklich 
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4 IC “ ® [7 * 
zusammen. Wenn dagegen I<5 ist, so ist M nicht vertikal, 
ad 


also kann dann weder die eine noch die andere der eben gedach- 
ten Durchschnittslinien vertikal sein. Beide können aber nun auch 
nicht zusammen fallen, weil ja sonst die Durchschnittslinie der 
Ebenen N und @ gleichfalls mit ihnen zusammenfallen müsste, 
während doch diese dritte Durchschnittslinie offenbar in allen Fäl- 
len vertikal laufen muss. | 


' MKXWVENR. 


Weber die Projection einer geraden Li- 

nie auf einer Ebene, auf einer Fläche 

überhaupt, und auf der Oberfläche 

eines elliptischen Sphäroids insbe- 
sondere. 


Von 


dem Herausgeber. 


. 


Projection einer geraden Linie auf einer Ebene. 


g.1. 


In Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordinatensystem 
der xyz seien 


) y=ar+ta,, z=brc+b, 
die Gleichungen der gegebenen geraden Linie, und 
2) Ac+By+02:+D=0 


sei die Gleichung der ‚gegebenen Ebene. 
Die Gleichung der projicirenden Ebene, deren Durchschnitts- 


linie mit der gegebenen Ebene die gesuchte Projection der gege- 
benen geraden Linie auf der gegebenen Ebene ist, sei ferner 


3) 4,2 +B,y+ C2+D, =0. 


Da diese Ebene auf der gegebenen Ebene senkrecht steht, so hat 
man nach den Principien der analytischen Geometrie die Gleichung | 


‚44, + BB, tCC,=0, 


und weil die gegebene gerade Linie ganz in der projieirenden 
Ebene liegt, so ist für jedes x 


(A, taB, +5C,)c+a,B,+5,C,+D,=0, 
woraus sich die beiden Gleichungen 
A,+aB,+5C,=0, BELEG H+D,=0 


ergeben, so dass man also nun zwischen den vier unbekannten 
Grössen A,, DB, C,, D, die drei folgenden Gleichungen hat: 


AA, +BB, +00, =0, 
4) A,taeB,+bC,=0, 
a,Bi#0,0,+Dı=0. 
Aus diesen Gleichungen erhält man aber sogleich 
(Ab— C) Aı +(Bb— Ca) Bı=V, 
( Aa— B) A, — ( Bb— Ca) Cı—=0, 
a,Bı+5,0,+D,=0; 


und sieht hieraus, dass dieselben erfüllt werden, wenn man 


| A,—=Bb- Ca, 
B,=-(46—-C), f 
5) 2 
HzAa—B;. 
i D,=a,(Ab—- C)—bi(Aa—B) 
oder 
{ Aı=Bb—-Ca, 
Bi =-(Ab—C), 
6) ' 
C=Aa—-D5, 


\ D, —=— A(ab, —baı) + Bb, — Ca, 


setzt. Folglich ist nach dem Obigen 
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7). (Bb- Ca)x | 
-BrOyr: FA 
+(Ada— B)z 
— A(ab—ba,) + Bbı — Ca, | 


die Gleichung der projieirenden Ebene, und man muss nun, um 
die Gleichungen der Projection der gegebenen ‘geraden Linie auf 
der gegebenen Ebene zu finden, die Gleichungen der Durch- 
schnittslinie der projieirenden Ebene mit der gegebenen Ebene _ 
entwickeln. Die. Gleichungen dieser Durchschnittslinie sind aber 

nach dem Obigen unmittelbar 2 


Axc+By+ C:+D=0, 
{Db—- Ca) c— (Ab— C)y+(Aa— B)z 
h = Hab ba y-ERbL Car Ir; 


und durch Elimination von z und % aus diesen beiden Gleichungen 
erhält man ohne Schwierigkeit als Gleichungen der Projection der 
gegebenen geraden Linie auf der gegebenen Ebene die beiden fol- - 
genden Gleichungen: 


8) 1A(Aa— B)— C(Bb— Ca)!x : 


+1B(Aa— B)+C(Ab—-O)\y =D, 
+ D(da— B)+C\A(ab, —ba,) — Bb, + Ca, } 
4(Ab— C)+B(Bb— Ca)!x 
+:0(Ab- C)+B(Aad- B))}: En 
+D(4b—C)- B;A(ab, —ba,)— Bb, + Ca, \ | 


oder, wie man hieraus leicht findet: 
9) (AP +2D?+C?)a— (A+Ba+Cb) Bix 
—{4? 4 B?+ 0 — (44 Ba + 0b) Aly —0, 
+(Aa—B)(C8,+D)-(Ab—-C) Ca, 
(4? + B°+0°)b-(44 Ba+ 0b) C}a 
—/4?+B?+C0?—(A+Ba+C0b) Az —(. 
+(A4b— C)(Ba, +D)—(Aa-—B) Bb, 


2. 


Sind .,, %ı, zı die Coordinaten eines beliebigen Punktes in 
der gegebenen geraden Linie, und «&, ß, y die von dem einen der 
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beiden Theile dieser geraden Linie, in welche dieselbe durch deu 
Punkt (x,y12,) getheilt wird, mit den positiven Theilen dreier 
durch diesen Punkt gelegter, den primitiven Axen paralleler Axen 
eingeschlossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel; so sind die 
Gleichungen der gegebenen geraden Linie bekanntlich 


) 2 —-Lı_Y-Yı _2—L 
Te 
coSs®  cosß. cosy 


und man hat also iu Obigen 
% 


.cosß n— 087. 
Cosa” cos«” 


cos cos 
Boy) b,=2,- I 


dad wet) Im 7 
DIENT ORG COS« 








su setzen, wodurch man für die Projection der gegebenen geraden 

.o oe ° pr ’ ® Bj ® 
Linie auf der gegebenen Ebene leicht die drei folgenden Gleichun- 
gen erhält: | 


11) t(4?+B? +0?) cosß—(Acosa+ Bcosß+ Ccosy) B}x 
— {(A?+B? +0?) cosae—(Acosa+B cosß-+ Ccosy) A}y 


+1(Beosy — Ceosß)x -H Ceose— Acosy)y HAcosß— Bcose)z,} C " 
+(Acosß — Bcos«a) D 


1 (A? + B? 4 C?) eosy—(Acose + Bcosß + Ceosy) C}y.\- 
—(4°+.B?+ C2)cosß— (Acosa+Bcosß+ Ceosy) Biz 
+ (Beosy— Ceosß)x, + Ceose— Acosy)y,+ (Acosßp— Becose)z, A pe 
+(Beosy— Ccosß)D 


(42 + B? +02) cosa— (Atos a +Bcosß+ Ccosy) A}z 
—(A2+B?+(C?)cosy— (Acose+ Becosß-+ Cecosy) C}x 
-H(Beosy- Ceosß)x + Ceose— Acosy)yı+(Acosß— Beose)z,}B ri 
+(Ccose— Acosy)D 


Wenn die gegebene gerade Linie die gegebene Ebene in einem 
Punkte schneidet, so kann man den Punkt (z,y,2,) in diesen 
Punkt legen, und da dann der Punkt (z,y12,) auch in der Projection 
der gegebenen geraden Linie auf der gegebenen Ebene liegt, so 
werden die Gleichungen 11) erfüllt, wenn man in denselben für 
z, y, z respective X,, %,, 2, Setzt. Zieht man aber die durch diese 
Substitution hervorgehenden Gleichungen von den Gleichungen 11) 
ab, so erhält man als Gleiehungen der Projection der gegebenen 
geraden Linie auf der gegebenen Ebene die folgenden Gleichungen: 
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C—%L, Pr 


De nern. WHERE 
N (4? + B? + 02) cosa—(A cosa+B cos ß+Ccosy) 4 


BR YVYJı euer 
- (4? + B? +02) cosß—(A cos a+B cos +Ccosy)B 


a (A? + B:+ 02) cosy—(Acosa+Bcosß + Ccosy)C’ 
wobei man noch zu bemerken hat, dass natürlich 


13) Axı + Byı +Cz+D=0 
ist. | 
Bezeichnet man durch 9, %, x die 180° nicht übersteigenden 
Winkel, die einer der beiden Theile, in welche die Projection der 
gegebenen geraden Linie auf der gegebenen Ebene durch den Punkt 
(2,Y12ı) getheilt wird, mit den positiven Theilen dreier durch die- 
sen Punkt gelegter, den primitiven Axen paralleler Axen ein- 
schliesst; so sind bekanntlich 


4) x2—ı Y—Yı __2—2ı 








cosp cosYb cosy 
die Gleichungen der Projection der gegebenen Linie auf der gege-. 
-benen Ebene, und aus diesen und den Gleichungen 12) erhält man 
daher leicht durch Division: 


cos p 


(A2 + B?+ 0?) cosa— (Acosa+Bcosß + CÜ cosy) A 


cosW% 


= 4+B°?+©) cos ß—(Acosa+Bcosß+ Ccosy) B 


cos/ 


(2 + B? + C?) cosy—( Acosa+Becosß-+ Ccosy) C’- 


oder, wenn man die Nenner dieser drei Brüche der Kürze wegen 
respective durch F, @, H bezeichnet: 


COS _ COSY _ cosy 


F G 
Weil nun bekanntlich 
cosp*-+ cos wat cosy’—=1 


ist, so ist mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf ein-" 
ander: 
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F 

COS Ph Z———— u nn 

Y ii" 
Gr 

1) ( CHI RR 
co 7 & 


Nun ist aber, wenn’ man der Kürze wegen 
16) K=4A:+B?4 C:—(Acose+ Bcosß+ Ccosy)? 
— 4° sin @® + DB? sin ß? + ©? siny? 
—2(AB cos«cosß+ BCcos ß cosy+ CAcosycose) 
—(Acosß — Becos«)’ 
+(B cosy— Ccos ß)? 
-+(Ccose— Acosy)? 


setzt, wo K eine positive Grösse bezeichnen soll, wie man leicht 
findet: 


17) F+G?+ H=(4?+B?+0)K:?,. 


und folglich mit Beziehung der obern und untern' Zeichen Au 
ne : 





cosyo—-t 1 a Te 
KvV2:+B?+C’ 
| G 
1, SE TER HR 
H 
cos = 


°r 44 ut. 
KV A TB:Le + G° 


oder, wenn man für F, G, H ihre aus dem Obigen bekannten 
Werthe. setzt: 


EI (A? + B: + 02) cosa—(Acose+Bcosß + GErDA 

sp 
cos p= 1 (A2+B? 4 0) o0sß—(Acosa+ Beosß+ Ceos)B 

Ye Ky 424 B?+ 0: 
sau FE chB 4 Od eony — denn La en 

Ky A2 + B?+( 0? 


immer mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf einander. 
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g. 3 


Bezeichnen wir jetzt jeden der beiden 180° nicht übersteigenden 
Winkel, welche der Theil der gegebenen geraden Linie, dem die 
Winkel «, ß, y entsprechen, mit den beiden Theilen ihrer Projec- 
tion auf der gegebenen Ebene einschliesst, im Allgemeinen durch 
@; so ist bekanntlich 


20) cos ®=cos«cosp-Hcosßcosw-+-cosycosy, 
und | folglich nach den Gleichungen 19), weil bekanntlich 
cos a? +cosß?+cosy? = 
ist, wie man leicht findet: 


ArB re Acer TB cosp 4,Ccoay)” 


2A sa—Ht Be —— —— 
) co 0m Ky 4?+B?r6C: 


’ 


d. i. nach 16) 


| K 
2 COSsw—h-— nn, 
a 19 4:+Br+C: 


Weil nun bekanntlich K eine positive Grüsse ist, so sieht 
man, dass man in allen obigen Formeln für den Theil der Projec- 
tion der gegebenen geraden Linie auf der gegebenen Ebene, wel- 
cher mit dem Theile der gegebenen geraden Linie, dem die Winkel 
&, ß, y entsprechen, einen 90° nicht ühersteigenden Winkel ein 
schliesst, die obern Zeichen, dagegen für den Theil der Projection 
der gegebenen geraden Linie auf der gegebnen Ebene, welcher 
mit dem Theile der gegebenen geraden Linie, der die Winkel . 
&, P, y entsprechen, einen 0° übersteigenden Winkel einschliesst, 
die untern Zeichen nehmen muss. ; 

Bezeichnen wir daher jetzt den 90° nicht übersteigenden Nei- 
gungswinkel des Theils der gegebenen geraden Linie, welchem die 
Winkel «@, ß, y entsprechen, gegen die gegebene Ebene durch i, 
‚so ist für den Theil der Projection der gegebenen geraden Linie 
auf der gegebenen Ebene, welcher mit dem Theile der gegebenen 
geraden Linie, dem die Winkel «, ß, y entsprechen, den Winkel 
i einschliesst, nach dem Obigen: 


__(4?+B?+ 0?) cosa— (Acosa +BecosP+Ccosy) A 


SP = ——— 








Ky A: B’10 
__ (42+B?+ 02) cosß— (A cosa+Beosß+Ccos)B 
ans er= EIER ul did 
2 men. (A?4+ B? 4 C?)cosy—( Acose+B eosß+ Ccosy)C 


KY A424. B: 40: 
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und ausserdem hat man nach 22) die Formel 


ad Bu 
vAry+Ber©: 


25) cosi=l/ j_ (Acose+Becosß+ Ceosy)? 
4?+B2?+ 0? 


woraus sich unmittelbar die Gleichung 





24) cosi—= 


oder 


6) sini= a set Eee En 


ergiebt, in welcher man, da sin? immer positiv ist, das obere oder 
untere Zeichen zu nehmen hat, jenachdem die Grösse 


Acos«&+Bcosß+Ccosy me 


positiv oder negativ ist. | 
Bezeichnet man die Neigungswinkel der gegebenen Ebene ge- 
gen die Ebenen der xy, 2, yz durch «%, A, u; so ist bekanntlich 


BOBLE, 
TO 
27) cos A? m TG 3 
A? 


cos u? — 


#r+B:+C'’ 


und nach dem Obigen ist folglich, wie man nach gehöriger Sub- 
stitution dieser Ausdrücke mittelst der Formeln 23) und 24) ohne 
Schwierigkeit findet: 


_eose Acosa+Bcosß+ Ccosy 


cC0OSY— - air cos u? 
EN Acosi Ph 
cos Acos« + Dcos os 

38) cos u osB T Atos ar Sacds cosA?, 
cost . Beosi 

__.c0osy Acosa+Bcosß+ Ccosy 3% 

cosy= ET SE SE 
cosi Ceosi 


woraus sich, weil nach 27) 
c0os#?-+cosA?’+cosu?—1 
ist, auch leicht die Gleichung 
29) Acosp+Bcosy+ Ccosy=0 
ergiebt. 
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Die Winkel 9, %, x entsprechen immer dem Theile der Pro- 
jection der gegebenen Linie auf der gegebenen Ebene, welcher 
mit dem durch die Winkel &, ß, y bestimmten Theile der gegebe- 
nen geraden Linie den 90° nicht übersteigenden Winkel i ein- 
schliesst. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes in dem durch die 
Winkel «, ß, y bestimmten Theile der gegebenen geraden Linie, 
dessen Entfernung von dem Punkte (z,y,2,) wir durch @ bezeich- 
nen wollen, sind 


x, tocos«, y,tocosfß, z,tocosy; 


und die Gleichungen einer jeden durch diesen Punkt gelegten ge- 
raden Linie sind folglich 


y—y, —ecosß=M(x— x, —ocosa), 
2— 2, —0C08sy—=N(x—x,—0c08 0). 


Soll diese gerade Linie auf der gegebenen Ebene, deren 
Gleichung r 


Al@—2,)+By-yı)+ C@—,)=0 


ist, senkrecht stehen, so muss nach den Principien der analyti- 
schen G&eumetrie 


BAM, C=AN, 


also 


ı_B ER! 
N=Z» Nay 


sein, und die Gleichungen der durch den durch die Coordinaten 
x, tocose, y,tocosß, z,tocosy 


bestimmten Punkt gelegten, auf der gegebenen Ebene senkrecht 
stehenden geraden Linie sind folglich ; 


Yy—y—0 cos ß ae (X, —0C0oSo), 


C 
u al dl Ze (2—r, — 00080); 
oder | 
KArroel TO008 ih Yrrrliemgeoaß u, A eos 
Bezeichnen wir jetzt die Coordinaten des Durchschnittspunkts 
dieses Perpendikels mit der gegebenen Ebene durch X, Y, Z; so 


haben wir zur Bestimmung dieser Coordinaten die folgenden Glei- 
chungen: 
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X—2,—ocosa  Y’—y—ocosß _ Ze2, — 0C0sy 
pr) ger TI Ur er nm 
4(X—2,)+ B(F—yı)+ C(Z<2)=0; 
aus denen man leicht durch gewöhnliche Elimination 


ENSIRTOSUE oA(Acosa+ Bcosß+ Ccosy) 











2+B+0@ 4 
; B(A B C cos). 
30) Y=y, +9c0sß—° a 


eC(Acosa+Beosß +Ceosy), 


Z=zı +o c0osy— 1, B:+C 


oder 

B(Acos P—B cosa)+C (A cosy—Ceose) 
4 A: +2? 4 0? 2, 
: C (Becos y—C cos ß)+ A(B cose—AcosP) 


A=2,— 


3) -t F=yı— 





TR+BFO 
Zar 0 410608 e—A cosy) +B (Ceosßf—B cos 7) 
— 4] o A? + B? au 0? £ ur. 
erhält. REN, 


Ist nın erstens C positiv, so ist wegen der dritten der 
Gleichungen 30) die Grösse 


Acos«+Bcosß+ Ccosy - 


positiv oder negativ, jenachdem z,+ocosy grösser oder kleiner 
als Z ist. Wenn dagegen zweitens € negativ ist, so:.ist wegen 
der in Rede stehenden Gleichung die Grösse 


4cosa+Bcosß+ Ccosy 


positiv odor negativ, je nachdem z,+ocosy kleiner oder grösser 


als Z ist. r 
Betrachtet man von jetzt an in dem Falle, wenn 


© positiv 


ist, 2 als positiv oder negativ, jenachdem die dritten Coordinaten 
aller Punkte in dem durch die Winkel «, ß, y bestimmten Theile 
der gegebenen geraden Linie grösser oder kleiner als die dritten 
Coordinaten der Fusspunkte der von diesen Punkten auf die gege- 
bene Ebene gefällten Perpendikel sind; in dem Falle dagegen, 
wenn 

C negativ 
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ist, i als positiv oder negativ, jenachdem die dritten Coordinaten 
aller Punkte in dem durch die Winkel «, ß, y bestimmten Theile 
der gegebenen geraden Linie kleiner oder grösser als die dritten 
Coordinaten der Fusspunkte der von diesen Punkten auf die gege- 
bene Ebene gefällten Perpendikel sind; so kann man der Gleichung 
26) zufolge offenbar in völliger Allgemeinheit 
Acosa+ Becosß+Ccosy 
v2#+B+Q0 


32) sini—= 


setzen. 

Betrachten wir: die oben durch %, A, u-bezeichneten Winkel, 
ohne weiter ihre geometrische Bedeutung zu berücksichtigen, von 
jetzt an gewissermassen als blosse Hülfswinkel, so können wir 


| C 
FT PB ro 
B 
3. TB 
A 
Y 4:+ BI © 


COS u—= 


setzen, und erhalten nun leicht mittelst der Formeln 32) und 33) 





sin?  .4cose+Bcos ß-+ Ccosy 
— 77 Orltan u 8 





nn 


9 


34) 


cosiA 


sn? _Acos«+Bcosß+ Cecosy 


cosu A 


Mittelst. dieser Ausdrücke und der Formeln 28) erhält man aber 
auf. der Stelle 


COS E—SINTCOS u 


cost N 


COSP— 


cos B— sin icos A 
Br TC eeren ; 
cosi 


35) cos ) = 


_. C08SYy—SINicCos% 
VE cost 


Nach dem Obigen ist bekamntlich 


36) cosi=cos«cosp+ecosPcost-} cos} cos 7, 
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und diese Gleichung, in Verbindung mit den. Formeln 35) und der 
bekannten Gleichung | | 


cosa®+cosß?-++cosy?—=l1, 
führt leicht zu der Gleichung 


37) sini—=cos«cosu+cosßcosA-+cosacosx.. 





1. 


Projection einer geraden Linie auf einer Fläche 
überhaupt. 


$4. 


Unter der Projection einer geraden Linie auf einer beliebigen 
Fläche werden wir im Folgenden, um jede Zweideutigkeit zu ver- 
meiden, immer die Gesammtheit aller derjenigen Punkte dieser 
Fläche verstehen, welche auf derselben eine solche Lage haben, 
dass die in ihnen auf die Fläche errichteten Normalen die gege- 
bene gerade Linie schneiden. 

Dies vorausgesetzt, seien nun 


tag. Me 


cos« cosß cosy 


die Gleichungen einer geraden Linie im Raume, wo bekanntlich 
f; 9, h die Coordinaten eines beliebigen Punkts in dieser geraden 
Linie, und «a, ß, y die 180° nicht übersteigenden Winkel sind, die 
der eine der beiden Theile, in welche die gerade Linie durch den 
Punkt (fyh) getheilt wird, mit den positiven Theilen dreier durch 
diesen Punkt gelegter, den primitiven Axen paralleler Axen ein- 
schliesst. Ferner sei £ | 


39) ua=F(z,y,2)=0 


die Gleichung einer beliebigen krummen Fläche, und (z, yız,) sei 
ein beliebiger Punkt auf derselben; so sind, wenn wir der Kürze 
wegen 


40) mı=F(a,Yı,2) 


setzen, und alle im Folgenden vorkommenden Differentialquotienten 
partielle Differentialquotienten bezeichnen, nach den Principien der 
analytischen Geometrie 


Ca Y YA 
Yu an = du 
dx, .dy, dz, 
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die Gleichungen der Normale der durch die Gleichung 39) charak- 
terisirten krummen Fläche in dem Punkte (x yız.). Soll nun diese 
Normale die gegebene gerade Linie schneiden, d- h. soll (x,%12ı) 
ein Punkt der Projection der gegebenen geraden Linie auf der ge- 
gebenen krummen Fläche sein, so müssen die Gleichungen 38) 
und 41) durch dieselben 2,9, z erfüllt werden, und man wird also 
die Bedingungsgleichung, dass die beiden in Rede stehenden Li- 
nien sich schneiden, erhalten, wenn man aus den vier Gleichungen 
38) und 41) die drei Grössen , %, z eliminirt. 
Es ist aber 


cosß 
coS« 





rg— (—f); # 


danıy Bus ENrii 
H 2 BR” f) 
und 
du, 
dy, 
Due, 
dx 
_ 
z— 2 Aa a a y; 
ASTRA RE 
dx, 


also durch Subtraction der dritten von der ersten und der vierten 
von der zweiten Gleichung: | 











du, 
ge NIE ea). 
UX 
Dee ar Re) 
dx 
oder 
du, j 
N f-aN), 
dr, 
U 2a); 
de, 


— 


Theil VI, 20 
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woraus leicht 


Omen cos’ nn on ’ 
Yı | 
’ UN Re "Icon, | 


=) (Zr cos ie 0087) 


len. wit (1) Get}cos 5 


und hieraus ferner durch Division und nach gehöriger Reduction 


0=(2,—f) (Zee 


o ai 
cos Ser cos iM 
ß ar Y) 
+19) (it cos y— 2 cos) 
2, 


Ki EN du, 
+(23,—h) er cos & mr cos ß) 


oder 
du du, 
(= 97 Rz! COS« 
vie N ud viagra 
d: 
eh, n 9% 7, 08y 


erhalten wird. Wenn man.nun statt 2,,%,,2, nur x, 9,2 setzt,. so 
erhellet aus allem Vorhergehenden auf der Stelle, dass die Glei- 
chungen der Projection der durch die Gleichungen 38) charakteri- 
sirten geraden Linie auf der durch die ‚Gleichung 39) charakterisir- 
ten Fläche die folgenden sind: 


42) eig 
du du 
DI (z—f) er eos a c0Sy) h 


4 cos yon | 


dz 
F du du 
+(z—h) ( di cos Her da“) | 


oder 
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43; u=F(2,y,2)=0, 
0=1(y—g) Te) er coS« 


du 


42) af) Ge} cosß 


du 


+i(@=—f) N en CDS + 


111. 


Projection einer geraden ‘Linie auf der Oberfläche 
eines elliptischen Sphäroids. 


$. 5. 


Indem wir zuerst nur in der Kürze das elliptische Sphäroid 
im Allgemeinen betrachten, nachher aber ausführlichere Hebach: 
tungen über das elliptische Rotationssphäroid insbesondere anstellen 
werden, sei überhaupt 


nn A Are 


die Gleichung der Oberfläche eines elliptischen Sphäroids, so ist 
im Vorhergehenden 


TEN TEN ZN. 
7® © +(5) +6) x 
du _22. du ,2y du, 2 


da Ne DR dc 


zu setzen. Also sind nach 42) oder 43) 
(2) +) +) =1. 
ne +6 +4) 

x : 


(z—f) G cos BP — 5 cos y) 


und folglich 


+(y—g) = cos Ya cos @) —0 


2 


hy c e3EL | 
+(z Rh), cos at, cos ß) 


308 ! 


oder 
aroror: 
a b c 
ART | 
(99) Fr (z—h) m cos & 
x x Br | 
HE) Taf) zZ} 60 ß we 
Ha) ZW) 5} 087 
a 
oder auch 


EIHoRon 


I(z—h)ceosß— (y—g)cosy} - 


ı 
© 


+t(2=—f)cosy—(z—h)cosa; a 
+y—g)cosa—(@—f)eosß! 


die Gleichungen der Projeetion der durch die Gleichungen 38) cha- 
rakterisirten geraden Linie auf der durch die Gleichung 44) cha- 
rakterisirten Oberfläche eines beliebigen elliptischen Sphäroids. 
Für die Kugel ist a«=5b=e, und die Gleichungen der Projection 
der durch die Gleichungen 38) charakterisirten geraden Linie -auf 
der Kugelfläche sind also nach dem Vorhergehenden, wie man 
leicht findet: | ' 


48) @?+y?’+2?=a?, 

(heosß—gcosy) & 
+(feosy—hcose)y\ =0; 
+(gcosa-—fcosß)z 


wo aus der zweiten Gleichung erhellet, dass die in Rede stehende 
Projection ganz in einer durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden 
Ebene liest; und zugleich überzeust man sich auf der Stelle, dass 
diese Ebene die durch den Mittelpunkt der Kugel und die gegebene 
gerade Linie gelegte Ehene ist, was auch Alles der Natur der Sa- 
che ganz gemäss und aus den ersten Elementen der Stereometrie 
bekannt ist. | 
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$. 6. 


Um die Gleichungen der Berührungslinie der Projeetion einer 
geraden Linie auf der Oberfläche eines beliebigen Ellipsoids in 
einem gegebenen Punkte derselben zu finden, wollen wir der Kürze 
wegen, ausser wie vorher 


ZOroReR 
a c 
auch noch 
UN ae ze case 
Ha), (N) Zz} cosß 
EC T 
+ı(@—f) Wu) 5X 
setzen; so ist 


du 22 du, _2y .du_ = 
Te Tg Na br de‘ 


und, wie man leicht findet: 














= =\(=+ Im cosß 
(@- 

o u, cosy, 
Te (5 2 cos 
=] b? nt T 

7er a): cost, 
= N cos@ 








rat! cos ß. 


"Nach den Prineipien der Differentialrechnung hat man nun be- 
kanntlich zur Bestimmung der Differentialquotienten 


dy dz 
BE: und dr 
die beiden Gleichungen: 


ä 
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du , du dy du dz__ 
dr dy da I PR 
do | dv dy do da _g, 
dei dy dad: dann 

und erhält aus denselben mit Hülfe der vorher für- 


‚du du du dv dv -dv 


be Da rm % 


da’ dy’ m unc 75 dy’ 2 


gefundenen Ausdrücke, wenn der Kürze wegen 


ML 
a= (2) 


ed) 





gesetzt wird, für die beiden in Rede stehenden Differentialquotien- 
ten leicht die folgenden Ausdrücke: 


BIC EI 4% 
Gy, 0 ET HE. URDR a 
de yz_py de 4: _p4 

ec? b? ce? b? 


Sind nun‘ 21, %1,2ı die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
in der Projection der gegebenen geraden Linie auf der Oberfläche 
des Ellipsvids, so sind nach den Principien der höheren Geome- 
trie, wenn der Kürze wegen 


49) A (gra)aoy 


ce? 


Pu ] 
er (2) a cos}, 
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Cr I nl cosy 


a2) 


gesetzt wird, 


Br Ol 
C 
Ian z (a—21), 
“ Bei Fan J1ı 
50) ag 
„yı 2ı =» 
Ci b® ı 1 a? 
z— 3, = = y (z—rı) 
+1 ;\ 
oder 
2—t, Fu y—yı bu z—2, 
5l). 21 Yı „ X 2] BIETE Tı 
dı ar Br za Ba —tı 5 Ar na 


die Gleichungen der durch den Punkt (2, Yı2ı) gehenden Berüh 
renden der Projection der gegebenen geraden Linie auf der Ober- 


fläche des Ellipsoids. 
| 8.7. 


+4. Ohne. die vorhergehenden allgemeinen Untersuchungen, welche 
an sich interessant, für meinen nächsten Zweck für jetzt jedoch 
von geringerer Bedeutung sind, weiter auszuführen, will ich mich 
nun sogleich zu der Betrachtung der Projeetion einer geraden Linie 
auf der Oberfläche eines durch Umdrehung einer Ellipse um ihre 
zweite Axe entstandenen elliptischen Sphäroids wenden. 

Weil bekanntlich 


22 +y®% ‚»2? 
N ge 
die Gleichung der Oberfläche eines durch Umdrehung einer Ellipse, 
deren erste und zweite Halbaxe « und 5b sind, um ihre zweite 
Axe entstandenen elliptischen Sphäroids, welches wir in der Kürze 
ein Rotationsellipsoid nennen wollen, ist; so sind nach 46) 


53) A E27. 


‘a? b27 





ya er m c0oS« 
HG arte) cosß —0 


+la-f) (9-9) \ cosy 
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oder, wie hieraus mittelst einer einfachen Verwandlung der zwei- 
ten Gleichung leicht folst: 


2’+y? 2? Kin \ 
N 
1geosy+(—h)eosßlo—tfeosy-+(s—h)eosaiy a’ 
(2 —f)eosß —(y—g)cosajz —B: 


die Gleichungen der Projection der durch die Gleichungen 38) cha- 
rakterisirten geraden Linie auf der durch die Gleichung 52) cha- 
rakterisirten Oberfläche des Rotationsellipsoids. 

Bestimmen wir aus der zweiten der beiden vorhergehenden 
Gleichungen z, so erhalten wir ‘ 


55) ae. (Rcosß—geosy) x+(feosy—h cose)y 


geosa—feosß+ 1 (zeösß —y cosa) 





a? 
und folglich, wenn wir 
56) e= 


I 
£) l-e a: 





a?” —b? 6? 
a? 


setzen: 


RR (hcosß—gecosy) x+(fcosy— hcos “)y, 
geosa—fcosß+te’(zcosß —ycos«) 
Führen wir.nun diesen Ausdruck von x in die erste der Glei- 
chungen. 54) ein, so erhalten wir zwischen = und y die folgende 
Gleichung: | 


57) (I-ierji(heosß- gcosp)wif (Fookymikunskjgi% 
— (a? — 2” — y2){gcose— fcosß-+e?(xcosß—ycosa)}? 


$. 8. 


Setzen wir jetzt, was wegen der ersten der Gleichungen 54) 
offenbar verstattet ist: S 


7=AC0S9cos2, 
58) y=asinOcos2, 
z—bsin.2 


und führen diese Ausdrücke von &, y, z in die Gleichung 56) ein, 
so erhalten wir nach einigen leichten Verwandlungen die Gleichung: 


59) (geosa— fcosß)tang2 
=} ae? cosasin 2—(fcosy— hcos«)Y 1—e?!sin® 


— tae? cosß sin@ — (gcosy—hcosß)Y 1—e?}cos9, 
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welche die Gleichung der Projection der durch die: Gleichungen 
38) charakterisirten geraden Linie auf’ der Oberfläche des Rota- 
tionsellipsoids zwischen © und 2 ist. Setzt man 


Reos® = ae? cosasin 2 — (feosy— hcosa)N 1—e*, 
ee R sin ®= ae? cosßsin2— (geosy—heosß)Y 1—e®; 
so wird die vorhergehende Gleichung | 

6l) (geosae— fcosß)tang?—= Rsin (9 — PB). 


Auch ist, wie man mittelst der beiden &leichungen 60) leicht 
findet: 





as an [E08 «ein 2 -.cne Beob 2) 
cosyY 1— e? 


und daher, wenn man dies in die Gleichung 61) einführt, nach 
einigen leichten Verwandlungen? 


62) tans a — _. Cosysin (O—-9)Y1l—e? 
=  cosasin®B—cosßcos® 
oder auch 


63) tang 9 2 208 ß—00sysin cot2 Y I-e? 
08a — cosy cos9cot2Y I—e2 


d. 0, 
Zunächst wollen wir nun den Differentialquotienten 


do 
d2 


entwickeln. Differentiiren wir zu dem Ende die Gleichung 6l), so 
erhalten wir: 





Rcos(0—®) (5 rein (9—®) 


> =(geosa—fcosß)sec??. 


ar 
d2 


Durch Differentiation der beiden Gleichungen 60) ergiebt sich 
aber 


cos? 





dR .. „do 
— Rsin® — ne? cos acos2, 
Io To Ä os 


R D | 
sinD LE +Rcoso® —=ae”cosßcos?; 


d# d2 


und hieraus ferner mittelst gewöhnlicher Elimination: 
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dR | 
Fr (cos«@cos® +cosfPsin ®)Cc082, 
dd», = | 

den} —=—ae?’(cosaesin® —cosPßcosPd)cos2. 
f \n ö % > shiytn 


Durch Substitution dieser Ausdrücke in die oben zwischen den 
Differentialquotienten 


do d$B dR 
de’ d2’ aa. 


gefundene Gleichung erhält man aber 
do 
R cos ( de ®) Fr) 
sin(9—®)(cosacos D-+cos Psin®) 


2 h 
ge +eos (0 — ®)(cosasin B—cos cos ®) RE 
—(gcosa—fcosß)sec 2, 
‘oder 
Ren (0--0).10 - 
ro cos « (sin (0 — ®) cos RER ER ‘®) Ko 


—cos ß (cos(9 — D) cos BD— sin (— D) sin ®) 
—(gcos«e—fcosß)sec 2?, 


d. i. 
 Reos(0—-®) 2 
+ ae?(cosasin 9—cos P cos ®) cos 2 
—(gcosa—fcosß)sec 2°; 
also, wie man nach einigen leichten Verwandlungen findet: 


64) ASZE (g— ae? sin © cos 8°) cosa —(f— ae? cos cos Neo 
dR2 Rcos(0— ®)cos 22 


Setzt man. 





R®).cos DM —(— 92 ge? Br 
FAR bern © cos 2° ne’)oak sion 
65) | 
Rush I has) chaß: 

ä rg: Gcasnı: )e0sP; 


so wird, wie man leicht findet: 


d® RO sin (0— BU) 
— IT 0 I ne 
an Ta N EEE Di 


% 
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$. 10. 

Um nun ferner auch den zweiten Differentialquotienten 
do 
dg2? 


zu entwickeln, wollen wir zuerst die beiden Gleichungen 65) diffe- 
rentiiren, Dadurch erhalten wir 


a, 
AR 


ARD Ms RK 0 
cos ® R IB 


ap Ds fang 2 (1—}cot Ocot A — a5 


ERENTO 
sin 9 cos 2 ; 


es ) ddl!) 
a) () wre 
n® tn cos ® TOR 


LER NE 2 (1-+3tang Ocot 2 12) 


cos O cos 2° 


und hieraus 


do 

-dRO) | es 2(1-—tcot Hcot Q — 18 ae 
ds sin Ocos S2? 

I areas Btang 2(1+4} tang 9 cot 2 -. 
Br) AR — RT (1) 
+ cos O cos 2° sin DU), 

| do 
RO dae _ Di coBLfang 2 (1—1cot Ocot 2 a. an 

IV TVo sin cos 2. Pt 


sfeos Btang 2 ( +1: tang 9 cot 2 —. ae 
a On 2 


4 l 
cosMcos 2° as 


Setzt man nun 


geosa(1—!cot ®cot 2.9, 
RE Eee 
sin® 
67) 0 
feosß(l-+3 tang 0 eot a7, 
Ri) ein a a u BE 





c0osO 
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so wird 
Be! Ra 2 Son CE 
68) ds s 2° 
R@) ER —3R®) men sin (D)— BU); 


und folglich auch | 
dd0) tangs(@N— El) dERU) 





ar Kon 3. voor Ir Xom; 
oder auch 
dat) ; URS 
70) IS —tang(9—Dpıı)).. Fan 


wo / wie gewöhnlich den natürlichen Logarithmus bezeichnet. 
Differentiirt man nun die aus 66) sich ergebende Gleichung 


R cos ( (9-8) 5 ST —= EU) sin (O—@()) cos2, 


so erhält man 


71): Reos(@—o) = 


—— RU sin 2sin (0 — @()) 


+ sin OT dRG ) + RÜ)cos(9— ©) (ar er: ) os fe) 








E do 
SELL ST IE een IH 5-7 26) 22 


also nach 66) 





IR: 
— RR) sin 60 (8) sin (0—9(!)) 


(1) 
ze 5, + RO cos(e— — 2) 


72) BR? c0s(0— 9)? 4 





de _doV) 


+Rcos Reos(—B)Isin a -B)) zz IS I) 


- RU) cos Rsin(e GH )tcos(o—e) X a —ksin (&— ee Fo 


Setzt man noch 
13) RC)cos&®)—=ae?cosacos 2, 
R®) sin g®)—= ae? cosß cos 2; 


so ist, wie aus dem Obigen leicht erhellet: 


3 


= Kae R®) cos (DM) —p), 
74) 


ey an alas. 2): 
amt sin (& &); 


also 


75) dp _tang(g9)—@) | dk 


d2 R d 


Führtman nun diesen Ausdruck von Sn und den Ausdruck von 


Ip) PR , i x 
= aus 69) in die Gleichung 72) ein, so erhält man’ nach einigen 


leichten goniometrischen Reductionen: 





m 2 Re . d’9 
76) R?cos(9—») 19: 


— — RRU)sin2 cos (9 —T)sin(0—o)) 





| + RRU) cos cos ( 
in(6—9)cos(8—@20)) dR 
ln rent easter met). dB 
cos BRITZ. ca 18 
cos (9— 8) sin (0 —&”)) dRC) 
+Rcos 2 sl) Gh 
mittelst welcher Formel der zweite Differentialquotient 
d’og / 
ds2? 


ohne grosse Schwierigkeit bereehnet werden kann, wenn man nur 
erst mittelst der oben entwickelten Formeln die Differentialquotienten 


do dR dRa) 
dA’. dR’ dR 
berechnet hat. 


gi. 


Die Gleichungen der dem Punkte (2,y1ı2ı) der Projection der 
durch die Gleichungen 38) charakterisirten geraden Linie auf der 
Oberfläche des Rotationsellipsoids entsprechenden Berührenden die- 
ser Projection sind bekanntlich 

Bird 
LE RR 
77) r : 
BR le Hy: 
1 de, (x x) 


A 4 
der u 
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Setzen wir nun auf ähnliche Art wie im Vorhergehenden 


2, =ac08Q,c08s2,, 


78) 


Yyı= asin9,cos2, , 





2, =bsinß,; 


so ist, wie man dureh Differentiation leicht findet: 


dy,= a(c0s9, cos2,d9, — Sin @ı u ‚d2ı), 


de}, =—.u(sin 9, c0s2,do, +cos 9, sin2,d2,), 
79) 
dee u 


‚ünd folglich 








ER | de 
dyis sin 0, sin SL ,—cos 9, cos 2, —— Pen 
dz,. a do,’ 

ns 0 Ps 0 
50) | C0S 9, Sind, +4 Sın 91 cos ER, 
den.) cos, ‚NIze 3 
Ai c0S 9, SinS2, + sin91 cos, dor’ 
d2, 
oder 
da, 
SARIEET f 1— cot 9, eot 2; —. a2, 
+tango; eot 
31) : Don 
de, ___ ct; YT=e% 
Ar 6080, az 7 
Also sind nach dem Obigen 
da 
1—coto9, co or 


Y—Yyı = tango, ee 
TE 
.82) d2ı 
- + cot 2} VI_—e? (x x ) 
u mas me re 
c089,.. I-++tang9,cot2, T z 


die Gleichungen der dem Punkte (z1%1z2,) der Projection der durch 
die Gleichungen 38) charakterisirten geraden Linie auf der Ober- 
fläche des Rotationsellipsoids entsprechenden Berührenden dieser 
Projection. 

Bezeichnet man die 180° nicht übersteigenden Winkel, die der 
eine der beiden Theile, in welche die in Rede stehende Berührende 
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durch den: Punkt (2,%,2,), getheilt wird, mit den positiven Theilen 
dreier durch diesen Punkt gelegter, den Bunn paralleler Axen 
einschliesst , uurel Pır Yır gu5 50 ist bekanntlich 


cosy,  dyı; COoSY \ dz, 
c089pı mar“ es, di,’ 


und folglich, wie man mit Hülfe der Gleichung 
608 p? +eos? Fcosy}—1 


leicht findet, mit, Beziehung der obern und untern Zeichen auf 
einander: ö 


cos 
2 a; MESU 
daı dzı 
dy, 


dx, 
.c08Yp, = - 


ER Iren) 


dı, 
jo söb yindezstl Jinı ya 


+ dyı 2 /dz,\2 
| Yırl ji GE) HZ JB 
Nun findet man aber mit Hülfe der Gleichungen 80) leicht 
84 dy, da, 
NH) 


Nasaa, cos (14 EIER a1, 
a 





cos Yyı = 





080, sin2, he sin 9,0082 deı 





1d2, 
Also ist nach dem Obigen: 
*) Statt 
Br. ' 24 u: m 
kann man hier und im Folgenden überall auch 
re 


setzen, . 
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dev 
en 


N: — e? cos Ku ie; 1,28 1 Ti _— N; 


cos 9, 8in inß, +sin®, cosa, CU 
c08 9; =+ 


E 
sin 0, Sin, — cos a cos 








85) doiofiV she ae te. & 2 
-C0SY, = Nine cos@a+l. dena = Eugen don, 
e e "de, 
a 
cosy, = m —— 
1 nn rl do, x 
| 1—.e? cos (l+ PERAST 7 75: 
wo die obern un ! untern. Zeichen aph auf einander beziehen. 
Setzt man & 
da, 
| htang PP, = 110, 
86) u. — 
H- 1 de 1 do 
n aan. 2 1 2 Sons 1 
[* Q,=ecos Va+l.d FrRl“ - al 


so ist, immer mit Beziehung der obern und untern Zen auf 
einander: 


sin2, cos (9, —P ), 
cos PP, cos Q, 


/ 


cos 9,1 =-+- 
„Sin 2, sin (9, —Pı) 
 cosP,cosQ, 


e0s2,Y A+e)de), 


IS 9 Wiek. 





87) cosyı =+ 
co, ri 


'Aus dem Vorhergehenden: ergiebt sich, wenn ds das allge- 
meine Differential. des Bogens der Projection der durch die Glei-. 
chungen 38) charakterisirten seraden Linie auf der Oberfläche des 
Rotationsellipsoids bezeichnet, auch leicht die Formel: 


88) ds’=a?|cos2?do?”+(1-— e? cos 2?) 422 
oder 


89) ds:—= a? da?i1—e? cosQ?-+cos 2? ed 1. e 


$.,12. 
Die Gleichung der Ebene des dem Punkte (aıyı) a 
den Meridians ist 


yz—zıy=0, 
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d.,i. nach, 2 m 


sin 0, —ye0s0,—0, | 
und die Gieichunge GER in Rede stehenden Meridians sind folglich: 


SI 9, —Y 089, —0, 


90) 2’ +9? 
- ar 2 +5—1= ur 





oder, wie man leicht Inder: 
zsin@, —ycos®; —(, 
n 2 
Ey? — 1-0. 


aıcos9,? . 6° 


Folglich sind die Gleichungen der durch den Punkt (2 Yı &ı) 
sehenden Berührenden dieses Meridians: 


| u Pe (2 —x,)tang9,, 
92) 3u°; en ) E b’xı 
N : a?z, c0S9,” 
oder nach 78): 
Ya re re), ta0E 9; 


O 
Hr 2 V le. 
A c0SQ, 


93) 

Berkirhhst man au 180° nicht ühersteigendöh Winkel, die der 

eine der beiden Theile, in ‚welche die in Rede stehende Berüh- 

rende durch den Punkt (2, yı2,) getheilt wird, mit den positiven 

T'heilen dreier durch ‚diesen‘ Punkt selegter, den primitiven paral- 
leler Äxen einschliesst, durch g('), VO); so ist 

















cosıpt) cosy) _. ecot2, Ya 
IE ans en FT 76080] ne 
und folglich 
I eotas cot2,® 
cosyd)— 4 pl geind, 
| 4) iu IA Ze?)eot2, 2’ 
ja) | r cot2,Y I—e? 
LULE cos y\ IH + 


NI4I-er)eot2, 2. 
nit Befkhung der ober nd untern. Zeichen auf einander. 


Theil VI, ) 21 
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Bezeichnet man einen jeden der 180° nicht übersteigenden 
Winkel, welche die durch den Punkt (z1Yızı) gelegten Berühren- 
den des diesem Punkte entsprechenden Meridians und der Pro- 
jection der durch- die Gleichungen 38) charakterisirten geraden 
linie auf der Oberfläche des Rotationsellipsoids mit einander ein- 
schliessen, durch IT‘; so ıst bekanntlich in den vorher eingeführ- 
ten Bezeichnungen: 


cos I, =C0S 9, cosp(") cos, cos pi!) +cosy, cosy), 
also nach dem Vorhergehenden 


1—- e?cos2,? 


95) cos I,— N 





T dö 1 40, . 
"ade. 2 2 2 —g. iM. no —— 
n a; Ah N e d2, 

woraus sich ferner sogleich ergiebt: 
cos, 
06) sinl,—Ht ——— == — Fe 

Bye. N ,% u TR (VER 

Vı e? cos2, (147 19) 1 ee” 


in welcher letzteren Formel, da sin I’, immer positiv ist, das obere 
oder untere Zeichen genommen werden muss, jenachdem, 


eine positive oder eine negative Grösse ist. 
Aus den beiden vorhergehenden Gleichungen ergiebt sich aber 
auch auf der Stelle 


SETS 
07) tane I = tt ——H_, 
Se Y1-—- e?cos2,? 


oder, wenn man 
08) sin U, =ecosL, 


setzt: 


cos 2, d9, 


09 € a Me m — m. y 
) tang 1 m are U, AR, 


4. 13. 


Wir wollen nun auch den dem Punkte (,2%ı 2,) der Projection 
der durch die Gleichungen 33) charakterisirten geraden Linie auf - 
der Oberfläche des Rotationsellipsoids entsprechenden Krümmungs- 
halbmesser r, dieser Projection zu bestimmen suchen, indem wir 
als bekannt voraussetzen, dass nach den Principien der höheren 
Geometrie, wenn der Kürze wegen | I kino 
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X; \ı d?a d d?x,\” 
1 Ta her ı y & 3 an :) 
00) T,: AR, Aa AS, AR: 


ee a. Ey 
AL, d2,? HdR AR? 


dyı N dzı a) 





wo T', eine positive Grösse bezeichnen soll, gesetzt wird: 


“ N > ER al D: 
101) 'r nt 


ist, wo die Bedeutung des Symbols sı -leicht von selbst erhellen 
wird. Weil nun nach 79) 


70, —aleos 0, sin $2, + sin 9, cos 1% a 





dS2, 

Rn — — a(sin ©, sin 2, — cos ©, cos u 2): 
dz, a IM T,3 

Eopkag aN 1—e?.cos 32, 


ist, so ist, wie man durch fernere Differentiation leicht findet: 


E 


cos 9,c0os2, —2sin ©, sin , — do, 














wi IR, 
dS2, "-+cos O, cos Q (2 ") + sin KA c08,0%, a 
2. RR sin ©, cosS2, +2c0s0, sin, I 
en +sin 0, cos 2 (MR ) — c0s O, cos2, RR 
Jon — — aN 1-e?.sin 2, ; 


und hieraus erhält man ferner nach einigen keine Schwierigkeit 
darbietenden Reductionen: 


dz; d’yı .' dy, d’z; 
AR..,d2,’0 AR, di? 





u Bi (1+cos $2,? (= )-+sin2, (sin, Gens 2, h, 


21% 


324° 


ENT EN 2 
AR,YAaR: Aa AR, 


I fee 2 
eis 9,4 Ge | 








Aa ( 
ZgG v1 e’. d9, d?’o, = 
IR, | 'dn,? 


dyı d’z, di, -d’yı ‚af 2019 
TR ER. dr ARR 
sin ©, (1 cos 2,21, 2 5)" ) 


—aN 1—e:. 20, BR 


cos 9,008 22, (sin 2, — C08,82 , PECR EN 














Setzt man aber der Kürze wegen 


Ag „(d9,\? 
SEE —1-+cos 2, 2° (Tor) 


52 20 AR 
R | aeosz 





do, 9, ,, 
ID —cos 2, I2e). 


ı . 





2.(sin$, 


\ 


so wird, wie man leicht findet: 


dx,  d’y, dyı d’z, 


IR,AIR- AR MR 


—=0,a?(cosE,tang 2, + sin Ei e )» 











dt d?z, di, da #20 Kur —e?, ni — 0,) 


AR, dr VAR 








dyı d’z da. diyı g0! SATTE u‘ 
daR? AR, dA 0, a” "W le .cös (Eı — 9,); 


und folglich 





103) T,=0,4 Wıze +(cosE&, Ar 9c el Aa 
Weil nun Po 89) | | 
a) Fee SER) rere )). 


“oder nach Einführung der Hülfsgrössen 6, und E,: 
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dsı y » . 4 2 2: 
75) =@*(e, sin E, —e?cos 2%,) 
ist, so ist nach er 


104) en. Eee 
Y l1—e? Copa tang2,+sinE, I, ) 





Bezeichnet man.die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts 
arch 81,181; So ist bekanntlich, wenn der Kürze wegen 


de, Py dy d’x dyı w 


ı Te AR AR2 AR, “IR: d2, 
de RUE REN: da 


T(GRr ARE a9, AR) AR 











2 az, _ dr, deyı\ den 

TI AR, Aa: AR, AR) AR, 

7 haus + dy: , d’z, Jude dis! d?ı 18) a8; di: 

as aginlo Ins SENDE ER AR? AR; 

zanlozoim 'y -( atdbuerker Ka ie 
- 


de, da,”  dARı. dR?) da 


Kern aı -ar way, . 


de, dan d2,?) ‚da, ’ 





„Ri3) 


























oder, wie man nach gehöriger Buzsekeluns mittelst des Obigen 
leicht findet: 
"sin (E —9,)cos?, 
— cos E, sin ©, sin2,tang2, 


bo ;. do, di 
105) A, =0ıa° IE de, & 





+ einE, cosQ, cos2, (> )' 


[1 
, 81 a?e? sin (E, — ®, )cos2,; 
cos (Eı—®,)cos2, 


+cos E, cos ©, sin 2, tang2, 


do, 
F=gia’ ( +sin(Ei +9) Zt 





ZEN E +sin E,sin9, cos?, Kk 


— 0, are? cos(E)— 0,)cos2, 
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do 
Z, = o,a’YV 1-e£. (sin E, sin 2,— cos Eıcos2, — | 
de, i 
— a’Y 1—e?. (sin2,-+c0s2ı? do, ER .) 


da, "da,® 


gesetzt wird: 





(= ); 
X, 


Her -— T 2 


Pen =” 
12, 
106) my 7 IR, 


ds, 
a 


Ich will jetzt diese Untersuchungen nicht weiter ausdehnen, 
behalte mir aber vor, in einem späteren Aufsatze auf einige An- 
wendungen zurück zu kommen, welche sich von denselben machen 
lassen, wozu die im Vorhergehenden mitgetheilten Entwickelungen 


völlig genügen. 














KXXIX. 


d 
Ist f r =Iıc+const., oder 
—Lt1(lac?) + const.? 


Von 
dem Herrn Doctor O. Schlömilch, 


Privatdocenten an der Universität zu Jena. 


Diese Frage lässt sich auf folgende Men beantworten. Setzt 
man in einem Integrale wie 


Y. (a) de 
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z . 4 . ® [4 . ‘ 
2—=-{, wo zeine neue Veränderliche, m eine constante Grösse ist, 
m 


: dz i 
so wird de= —; wenn ferner ©=a und z=b geworden ist, hat 


z die Werthe ma und md angenommen. Daher ist jetzt 


Seros- | (a)t 3. (1) 


oder, weil es in einem bestimmten Integrale ganz gleichgültig. ist, 
mit welchem Buchstaben die Veränderliche der Integration be- 


zeichnet wird, 
5 » mb 
f. f(&) 2 r(&) de, 
a wm/ m 
ma 


Aus diesem ‚Satze ergiebt sich z.B. für a=0, d5=u, m=—1, 


f@)=1. 





Setzen wir nun 


SE veoteonst.,.. (3) 


L 


Y Ep), 

0 f 

[#- 0); 
0 


und vermöge der Gleichung (2) 
PW)=P-U.... (4) 
Man hat aber eine doppelte Wahl; entweder 9 (z)=/x, oder 


so ist 


y(2)=3/1(2”); indem aus beiden folgt dp (x) = n wie es nach 


(3) sein muss. Gleichwohl sind die Functionen /x und +/(x?) sehr 
von einander verschieden; die erstere wird nämlich für negative 
Werthe der ‚Veränderlichen imaginär, während die zweite für ne- 
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gative x die enjiähen Werthe giebt, wie ‚für gleich grosse posi- 
tive x. In der That ist 


für (a) Ir, p-DJele+ Del E@R+)aN ZI 


oder 
Pe W=lur@kH1)aN ZT, 
dagegen für p(@)=t1(a), p-2)=}1(-2°)—} (la?) 


«oder 


Pan) 


Da nun aber nach No. (4) g(-wW)=9(H+u) sein soll, so kann 
man p(x) nicht —=/x setzen, sondern muss durchaus (au (7) 
nehmen. Es ist daher nach No. (3) 


j® —=3/(x2”) + const. und nicht —la + const, 

Weiss man im Voraus, dass x keine negativen Werthe : an- 
nehmen wird, so- kann man auch die zweite Form nehmen, weil 
beide Formen für. positive. x identisch sind; dagegen würde es to 
tal falsch sein, sich dies auch bei negativen x erlauben zu wollen. 
Welchen Unterschied dies macht, sieht man z. B..an dem Integrale 


En 

—— 

x 
J-2 


en Werth nach dem Obigen = 118°) — U(2?)=412 =3 ist, 
während er bei gewöhnlicher Schreibweise / ()—I (2), also ima- 
ginär sein müsste. 
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NE. 


Vebungsaufgaben für Schüler. 





Do 


Von dem Herrn Professor Dr. F- Stegmann an der Universität 
| zu Marburg. 


I) Es sei über dem Durchmesser AB ein Halbkreis AuMwB 
beschrieben und in einem beliebigen Punkt P zwischen A und 2 
des Perpendikel PM auf den Durchmesser gesetzt, welches in 7 
den Halbkreis schneidet. Wenn man. nun auf ‚der Verlängerung 
dieses Perpendikels über M hinaus einen beliebigen Punkt S an- 
nimmt und die zwei Sehnen AM, BM nebst den zwei Sekanten 
AS,BS zieht, welche letztere in den Punkten x, © die Peripherie 


des Halbkreises durchschneiden, so wird Bogen Mu— Mw sein, 


: > 3 
je nachdem AP= BP angenommen worden ist. 


4) Wenn man.in einem Kreis eine beliebige Sehne AQ., zieht 
und an deren Endpunkten -die Tangenten AM und BM construirt, 
deren Durchschnittspunkt M sei; wenn man alsdann von dem einen 
Endpunkt C der Sehne ACveine zweite‘ Sehne: gleich ‘der Hälfte 
der ersten, nämlich CD=3 4C in die Peripherie trägt und 'von 
deren Endpunkt 5 aus’ die SekanteBMN zieht, deren zweiter 
Durchsehnittspunkt mit der Peripherie U heissey so wird: 'U:.der 
Halbirungspunkt des Bogens AUC#B, nämlich AU= BU sein: 

"Es sind zwar zwei Fälle zu unterscheiden; je nachdem näm- 
lich die Sehne-OD=3 AC von,C aus entweder: in den -grösseren 
oder in‘ den 'kleineren der beiden: von: der ‚Sehne AC. gebildeten 
Kreisabschnitte eingetragen wird; für ‘beide Fälle lässt sich jedoch 
der Beweiss mit ganz denselben) Worten führen: 

IN) Wenn man in einer gleichseitigen Hyperbel von den 
Endpunkten eines. beliebigen Durchmessers AB die Verbindungs- 
sehnen AM und BM nach einem beliebig auf der Hyperbel ange- 
nommenen Punkt M zieht, und von diesem Punkt M zugleich Per- 
pendikel auf die Asymptoten fällt; so wird das eine. dieser Per- 

endikel den Winkel AMB, das andere aber den durch die Ver- 
ng von AM oder BM entstandenen Nebenwinkel von AMB 


& 


halbiren. 


.— nr 
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Lehrsaiz aus der Differenzialrechnung. 


Von dem Herrn Doctor ©. Schlömilch, Privatdocenten an der 
Universität zu Jena. 


Setzt man 
9,1, 9 = (n—-D(r—2).....(n—r)nr, 


wo nr den rten Binomialkoöfficienten des Exponenten r bezeichnet, . 
so ist 


dn(e- 7): dan 
-| 2 aa a + a ch ER ‚st (rH2 "Pr = 


Ir: 
le: 





zen ıg2n—ı x.n—? zart 

So ist z. B. für n=4 
Ve 1! 12% 369124 ve 
d’(e det=| 3 + 5 ]e At 


Wie lässt sich dies allgemein beweisen? 





‘ 


Herr Anton Ritman zu Wien hat mir für das Archiv 
die folgende Aufgabe mitgetheilt. 


Man denke sich einen ‚Kegel mit kreisförmiger Grundfläche 
nnd lege durch dessen Axe eine auf seiner Grundfläche senkrecht . 
stehende Ebene, deren Durchschnitt mit dem Kegel der sogenannte 
Axentriangel ist. Lässt man ‚jetzt um einen beliebigen, aber 
gegebenen Punkt in der einen der beiden in der Kegelfläche lie. 
genden Seiten dieses Axentriangels eine Ebene sich so bewegen, 
dass dieselbe immer auf der Ebene des Axentriangels senkrecht 
steht, so ist der Durchschnitt mit der Kegelfläche bekanntlich je- 
derzeit ein Kegelschnitt, und man kann nun fragen, welches. die 
BeomeI sche Oerter der Brennpunkte aller dieser Kegelschnitte 
sind. (x. 


Die beiden Gleichungen 
| YlaYl aaa \ Ag 
a4 De und (&—:2) (y—2)=:z 


sind immer identisch. 
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XULE. 
Miscellen. 


F4 


Herr A. J. H. Vincent (professeur au college Saint -Louis) 
hat die Berechnung der Zahl x auf eine Rechnungsregel gebracht, 
welche sich zwar sehr leicht aus ganz bekannten Sätzen ergiebt, 
aber dessenungeachtet bemerkenswerth ist und bei'm Elementarun- 
terrichte berücksichtigt zu werden verdient, weshalb ich dieselbe 
im Folgenden mittheilen werde. 

Bezeichnen wir-die Flächenräume des in und um einen Kreis, 
dessen Halbmesser r sein mag, beschriebenen 


necks, 2necks, Anecks, Snecks, 16necks, .... 
respective durch 


Fi Fon; Fin; Fon; Fiön; . eo. 


und 
In; In; San; Fan Fı1on> .... pi 


so ist nach einem sehr. bekannten Satze 


u Fu 8 
n—NY Fan DAL DN, . 
Fs 5 und 52 FF,’ 





also 
1 V 12334 1 1/1 F: 
== —  —— 1 Pr a 2 N 
Fon Fan Sn Be dm 2 be 1 Fön ) 
di ı 


1 Be 1b inbf.d 1’\- 
en a u A d— = b. un, ar . 
Fon Fr Fn 7 S2n 2 (z + F2) 
Weil nun r?x der Flächeninhalt des Kreises ist, so sind, wenn 


nian r—=]1 setzt, offenbar jede zwei einander benachbarte Glieder 


der Reihe: 


“ 
I 
1 
Sn a 
RN = ne 


Fin Fa In 


332 


Br 1180 
lt) 


En. ee 
Fan FA & "2m i Sn N ; 
1 1 1 





1 ( 
Rn, Rn 2 
S4n 2 S 2rn + Fin 
u. Ss. w. 
B .. . , 1 . p* . . 
zwei Gränzen, zwischen denen der Bruch. — liegt. ‘Wie aber die 
| | 7 


Glieder der. vorhergehenden Reihe nach. und nach aus einander 
gebildet werden, ‚fallt auf der Stelle in die Augen, indem man 
‚nämlich vom ‚dritten Gliede an jedes Glied erhält, wenn man zwi- 
schen den beiden unmittelbar vorhergehenden Gliedern abwechselnd 
die mittlere geometrische ‚Proportionale und.,die mittlere arıthme- 
tische Proportionale nimmt. , a 


14- Ye 


Hp so ist der Flächeninhalt des Kreises 





Setzen wir jetzt r= 
c 
Y’ 


regulären Vierecks sind respective 1 und 2, so dass also F4=1 


und die Flächenräume des in und um den Kreis beschriebenen 
‚»» 371393071 


. . > 1 . 
und $4=2 ist. Bildet man nun aus 1 und Br nach und nach eine 


Reihe, in welcher vom dritten Gliede an jedes Glied abwechselnd 
die mittlere geometrische und. die mittlere arithmetische Proportio- 
nale zwischen den beiden unmittelbar vorhergehenden Gliedern ist, 
so sind nach dem Vorhergehenden jede zwei einander benachbarte 


. [2 [7 . “ .r. [2 2 . 
Glieder dieser Reihe zwei Gränzen, zwischen denen — liegt. Weil 
m 
1 . [2 [2 [2 * N 
aber -- die mittlere arithmetische Proportionale zwischen O0 und 1 
id 4 £, 


. .. I ® 
ist, und O und 1 ofienbar auch zwei Gränzen von — sind, so kann 
7c 


man die Regel zur Berechnung dieser Grösse auch auf: folgende 
Art aussprechen: ur 
Wenn man aus O und 1 nach und nach eine Reihe 
bildet, in welcher vom dritten Gliede an jedes Glied. 
abwechselnd, die mittlere arithmetische Proportio- 
nale und die mittlere geometrische . Proportionale 
zwischendenbeiden unmittelbar.viirhergehenden/&lie- 
‚dern:ist,'so liefern’ jede zwei einander benachbarte 
Glieder dieser Reihe zwei Gränzen, zwischenidenen 


) 
der Bruch sa enthalten ist. 


Dies ist die von Herrn Vincent gegebene Rechnungsregel. 


: G. 


333. 
' Bemerkung zu einer Stelle‘ im Archiv Theil V. S: 220. 


‚Von Herrn E.. Arndt, Lehrer, am Gymnasium zu ‚Stralsund. 


Es ist dort’ der Satz aufgestellt: „Wenn ’die Sinus’ der’ Win- 
kel eines ebenen Dreiecks eine arithmetische Prögression bilden, 
so bilden auch jederzeit die Cotangenten’ der halben Winkel''dieses _ 
Dreiecks’ eine .arithmetische Progression. 

"Herr! Director Nizze hatte die Güte, mir einen Versuch über 
dis Beweisführung dieses Satzes vorzulegen, und war zu- einem 
Resultat- gekommen, welches ihn veranlasste, starken Zweifel an 
der Richtiekeit der Behauptung zu hegen. Ich erlaube mir dieser- 
halb, meine eigene Entwickelune mitzutheilen, aus welcher sich 
erziebt, dass der obige Satz allerdings nicht unter den gemachten 
Voraussetzungen richtig ist, vielmehr noch’ eine‘ neue Annahme hin 
zukommen muss, die sich auf folgende Weise ergiebt. 

Aus 2sinß—sina«+siny folgt, wenn man die halben ‘Winkel 
einführt, 2sinß cos! B=sin} (47) c083(&—y), oder da ‚fwepen 
nn Wet («+ Y)= 008} P,ist, 

1. sinzß=3%c0s3 («—7)., 
Wien hiben wir 


sin l(« 08 Ä - 
Sins(ehy) +7) RE TLAPN ß ‚ oder 


cotg 4a +cotse 4y—= — ; 
EURE 337 sins3esin3y sinsesiniy 


22 cos; ß=sing asinzy (cotgz3a-+cotgz2y). 


Dividirt man, nun 2, durch 1., so entsteht, nachdem mit ,2 multipli- 
cirt an 


- Asin{esin! | 
N, x 9) a. Sn, Q@SInzY L L 
3 Beotg = FERNEN (cotg et eote Y)- 
Dies ist die richtige Gleichung. Soll sie in die im Archiv 
a übergehen, so muss ‚zwischen, den Winkeln « und y 
noch die ‚durch die Gleichung 


' Asingesin]! ay aut 
cosy (ey) 


BSBRRAFUCKLE Abhäpgieken Statt finden. Statt dieser kann. man 
setzen 


4sinz sin; y=cos ;a@cos};y+sinyasin}y, 
also 3sing asin3y—cosi«cos}y, 
oder | 
rn RT AN: 1 
aa M 3— cotg 3a cotg 2 7- 


€ 


In Ara Pier de l’Academie raröl des sciences 
et:belles lettres:de Bruxelles. Dixieme annee. Bru- 
xelles. 1844. p. 129. erzählt’ Herr Quetelet in seiner 'interessan- 
ten Notice sur Alexis Bouvard gelegentlich folgenden Vor- 
fall, welcher Herrn Arago' in'seiner ‚Eigenschaft als Offizier der 
Nationalgarde in den Tagen der französischen’ Revolution -passirte. 
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Pendant ces emeutes M. Arago a couru plus d’un danger. 
Je tiens de lui-meme que, sur un des ponts de Paris et dans un 
instant d’exasperation populaire contre la garde nationale, il faillit 
etre jete dans la Seine et ne dut son salut qu’& une plaisanterie. 
Des gens du peuple le soulevaient deja pour. le lancer par- dessus 
le parapet, lorsque il leur dit avec une admirable presence d’esprit: 
He bien! he bien! Que faites-vous donc? Mais je ne sais: pas 
nager! moi! Ces mots desarmerent les furieux, et l’on finit par rire. 


Der berühmte Optiker Robert-Aglae Cauchoix ist am 
Sten Februar 1845 zu Deuil bei Montmorency, wohin er sich sei- 
ner durch viele und grosse Arbeiten geschwächten Gesundheit 
wegen zurückgezogen hatte, gestorben. Er war am 24sten April 
1776 zu Cormeilles-en-Parisis geboren, und widmete sich im 
Jahre 1792 dem Stande eines Öptikers, Seine letzten grossen 
Arbeiten waren zwei grosse Fernröhre, das eine mit einem eilf- 
zölligen, das andere mit einem dreizehnzölligen Objectiv, von denen 
das erste die Universität Cambridge, das zweite die Sternwarte 
von Armagh in Irland besitzt. 


Sitzung der mathematisch - physikalischen Klasse der 
. Akademie der Wissenschaften zu München vom 
l4ten December 1844. 


Herr Akademiker v. Steinheil zeigt der Klasse ein von ihm 
erfundenes kleines Instrument vor, Passagen - Prisma genannt, 
welches auf Reisen zu Orts- und Zeitbestimmungen, so wie zur 
Regulirung des Ganges der Uhren mit Vortheil benutzt werden 
kann. Es ist dieses Instrument nur 2 Loth schwer und 1 Cubik- 
zoll gross. Einfachheit in der Construction und Transportabilität, 
so wie bedeutende Sicherheit und Präcision der damit anzustel- 
lenden Beobachtungen, empfehlen es der Aufmerksamkeit der Klasse. 


— 


Preisaufgabe der Akademie der Wissenschaften zu 
Paris für 1846. 


Les geometres auxquels on doit les beaux developpements, 
que la theorie des fonctions elliptiques a recus dans ces derniers 
temps, ont aussi ouvert Ja route pour l’etude de nouvelles transcen- 
dantes d’ordre superieur, dont les plus simples (nommees' par M. 
Jacobi fonctions abeliennes de premiere classe) sont les: fonetions 
de deux variables ä quatre periodes distinetes. Neanmoins cette 
etude presente des:diflieultes nombhreuses, et, quoique des travaux 
recents' alent ‚un ‘peu: etendu ‚le cercle ‚de nos connaissances sur . 
cet objet, on est encore aujourd’hui. bien: loin, du degre de per- 
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fection. que nous _offre la theorie des fonctions elliptiques.. Pour 
encourager les eflorts des geometres dans cette matiere ä la fois 
tres ‚importänte ‚et tres delieate, l’Academie ‚la propose: comme 
sujet du.grand- prix. de mathematiques &.decerner en 1846. La 
question peut etre enoncee en ces termes: 

‚ Perfectionner dans quelque point essentiel la theorie des 
fonctions'abeliennes, ou, plus generalement, des transcendantes qui 
resultent de la consideration des integrales de quantites algebriques. 

e prix consistera 'en une medaille d’or de la valeur de 30 
franes. Les memoires devront €tre arrives au secretariat de l’In- 
stitut avant le: 1° Octobre 1846. Ce terme est derigueur. Les 
noms des auteurs seront contenus dans un billet cachete qui ne 
‘sera ouvert que si la piece est couronnee. La commission, qui 
avait ete chargee de proposer le sujet du prix etait composee de 
MM. Arago, Binet, te Cauchy et Laouville, rapporteur. 


nı 


Herleitung des Differentialquotienten g rn —na”"1 ohne 





Unterscheidung der Art des reellen Exponenten z. 
Von dem Herrn Professor Dr. Matzka zu Tarnow in Galizien. 


d. 


| d 
ERTL fi lim 42=0 ist, muss im Allgemeinen 


Der Differentialquotient 





zn R : 
„ da er vern.öge seiner Bedeutung 
5 


eine gewisse Function von x und n sein, die wir vorläufig. durch 
p(x,n) darstellen und zu bestimmen unternehmen wollen. Zu 
diesem Zwecke verwandeln wir in 


n » n__ zn 
ne EN A — 9 (z,n), lim Ar—0 
den beliebigen (positiven oder negativen, ganzen, gebrochenen 
oder irrationalen, jedoch immer) reellen Exponenten n in sein pfa- 
ches, pn, indem wir p irgend eine absolute ganze Zahl vorstellen 
lassen; und setzen für einen Augenblick zur Abkürzung x+ 4.22. 
Dadurch erhalten wir, immer für lim fx—0, 


TEE DDR. 10. (EB 2 (2*)? 
p(z2,pn)— lim Dr sans lim or eu 


daher, weil p absolut ganz ist, 





a [&” (pP) + En (p—?) an 4 En(p—3) zn +....tr2R P-2) }en(p—1)] 
T - 


r% ap] — rap 
—p(z,n)[px” ler} p(X,n), 


und hieraus 
p(z,pn)__ 


p(z,n) 
zpn ET He 


pP 


336, 


„Sehen wir. nun, den Quotienten ? Rai Br yasni, in So fern wir" darkır 


bloss’ auf die: Veränderlichkeit'’von n ‚Acht keisen) ale) 'eine' Euniction 
von n an, die wir mit p(n)ändeuten ;'so haben‘ wir gefunden tote 


Kerle, mu 

‚Dib: en ı(n) hängt: daher «von «dem: Expönenteno NSo. 

Ir ‘dass, wenn! dieser sich‘; 'vervielfacht ; ‚auch sie ebeh so 'vielmah 

vervielfächt wird; ‚mithin ist diese: Eunction dem - ‚Exponenten di- 

rect pröportionirt. RT | 

Noch Shih hast erweist man diese Proportionahtät wie ie folgt 
Trässt man>in’ der Gleichung ” | 


. 1. i } er y‘ » vu 0 1) 
’ kaum vn) -. vr 
den oe wi n um die beliebige Zahl » “wachsen, & so folgt 


Oılar, Mk d.zx ee 'A(27 x) 





dx dı 
d.an d.zp 
7 dx Ei Ur Na 


o = ar p (an) +2r.9(&p)5 
chen wenn man durch x° und x? nach einander theilt, 


Hantp)i2 plan) oem) mob ui 
zutp an xp 


Setzt man nun wie vorher PEN) rek so erhält ı man 


Yn ee. Ss w 

Die Function "y(r) hängt demnach mit dem 'Exponenten’ n so» 
zusammen, dass zur Süitime jeder zwei soleher Exponenten "die 
Summe der ihnen angehörigen Functionen gehört; Ban ist die 
Function dem Exponenten direct proportional. u) 

Solche Pröportionalität drückt man. aber bekänntlich am ein- 
fachsten dadurch aus, dass man die Function gleich stellt dem 
Producte'aus dem, zum‘ Werthe F der Veränderlichen ‚gehörigen, 
von der Function 'in die Veränderliche selbst ; .. Ban 19bo 


Vorl). 5 | ‚ode 


Nun ist ya rel Yina ver, Den „eredme. u 


folglich! al = u E P vn) r e n) 


Se 1; ! 


s 
Hieraus erscheint nun .die RN Küciop 9, = man, 
d. en i Ti 


und sofort ist 





— ya n-t, 


*) Knar, Anfabgsgründe! m: Arithmetik” Graz 1829. $. 529. 
**) Knar, ebendaselbst, $. 528. ua art 





337 


XLEM. 
Veber die Wissenschaft der extensi- 


ven Grösse oder die Ausdehnungs- 
lehre. | 


Von 


Herrn Hermann Grassmann, 
Lehrer an der Friedrich - Wilhelms - Schule zu Stettin. 


Vorerinnerung des Herausgebers. 


Ich hatte Herrn H. Grassmann aufgefordert, die eigentliche 'Ten- 
denz seiner kürzlich herausgegebenen Schrift: Die Wissenschaft 
der extensiven Grösse oder die Ausdehnungslehre, eine 
neue mathematische Disciplin, dargestellt und durch An- 
wendungen erläutert von Hermann Grassmann. Erster. 
"Theil, die lineale Ausdehnungslehre enthaltend. Leip- 
zig. 1844. in einem besondern Aufsatze den Lesern des Archivs mit 
möglichster Kürze und Deutlichkeit vor die Augen zu führen, welchem 
Wunsche Derselbe in Folgenden zu entsprechen die Güte gehabt hat. 
Die Neuheit des Gegenstandes lässt mich hoffen, dass Herr Grassmann 
dadurch vorzüglich denjenigen Lesern des Archivs, welche dem Studium 
des ganzen Werks eine hinreichende Zeit zu widmen nicht im Stande 
sind , einen angenehmen Dienst geleistet haben wird, und zugleich glaubte 
ich auf diese Weise am besten das Meinige zu: der jedenfalls zu wün- 
schenden weiteren Bekanntwerdung der Schrift und der in, ihr vorgetra- 
genen Lehren beizutragen. Möchten daher die Leser des Archivs dem 
folgenden Aufsatze ihre Aufmerksamkeit nicht versagen! 

Zugleich soll diese Darstellung die Stelle einer ausführlichern An- 
zeige der Schrift in dem Literarischen Berichte vertreten. G. 


I. Tendenz der Ausdehnungslehre als solcher. 


1. Meine Ausdehnungslehre bildet die abstrakte 
Grundlage der Raumlehre (Geometrie), d. h. sie ist die 
von allen räumlichen Anschauungen gelöste, rein 
mathematische Wissenschaft, deren specielle Anwen- 
dung auf den Raum die Raumlehre ist 

ie Raumlehre, da sie auf etwas in der Natur gegebenes, 
nämlich den Raum, zurückgeht, ist kein Zweig der reinen Mathe- 


Theil VI. 22 
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matik, sondern eine Anwendung derselben auf die Natur; aber 
nicht eine blosse Anwendung der Algebra, auch dann nicht, wenn 
die algebraische Grösse, wie in der Funktionenlehre, als stetig 
veränderlich: betrachtet wird; denn es fehlt der Algebra der der 
Raumlehre eigenthümliche Begriff der verschiedenen Dimensionen. 
Daher ist ein Zweig der Mathematik nothwendig, welcher in den 
Begriff der stetig veränderlichen Grösse zugleich den Begriff von 
Verschiedenrheiten aufnimmt, welche den er u des Rau- 
mes entsprechen, und dieser Zweig ist meine Ausdehnungslehre. 


2. Doch sind die Sätze der Ausdehnunsslehre 
nicht etwa blosse Uebertragungen geometrischer 
Sätze in die abstrakte Sprache, sondern haben eine 
viel allgemeinere Bedeutung; denn während die Raum- 
lehre gebunden bleibt an die drei. Dimensionen des 
Raumes, so bleibt die abstrakte Wissenschaft von 


diesen Schranken frei. 


In der Raumlehre können durch die Bewegung von Punkten 
Linien, durch die der Linien Flächen, durch die der Flächen 
Körperräume erzeugt werden, aber weiter kann die Raumlehre 
nicht fortschreiten. Hingegen stellt man sich vor, dass an die 
Stelle des Punktes und der Bewegung abstrakte, vom Raume 
OR DEIG Begriffe eingeführt werden (s. unten no. 4—6), so 
verschwinden diese Schranken. 


3. Dadurch gesehieht.es nun, dass die Sätze der 
Raumlehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben, 
die in ihr vermöge ihrer Beschränkung auf drei Dimen- 
sionen keine Befriedigung findet, sondern erst in der 
Ausdehnungslehre zur Ruhe kommt. 


Zwei Beispiele mögen dies erläutern. 1) Zwei gerade Linien 
derselben Ebene schneiden sich in Einem Punkte, ehenso eine 
Ebene und eine Gerade, zwei Ebenen in Einer geraden Linie, 
vorausgesetzt, dass die Geraden, oder die Ebene und die Gerade, 
oder die Ebenen nicht zusammenfallen, und die Durchschnitte 
im Unendlichen mitgerechnet werden. Werden der Punkt, die 
Gerade, die Ebene, der Körperraum beziehlich als Gebiete erster, 
zweiter, dritter, vierter Stufe aufgefasst, so liegt darin der all- 
gemeine Satz angedeutet, dass ein Gebiet von ater: und eins von 
ter Stufe, wenn sie in einem Gebiete von cter Stufe, aber auch 
in keinem Gebiete von niederer Stufe vereinigt sind, ein Gebiet 
(a+b —c)ter Stufe gemeinschaftlich haben; aber die Raumlehre 
kann diesen Satz nur für c gleich oder kleiner als 4 zur Anschau- 
ung bringen. 2) Der Flächenraum eines Dreiecks ist die Hälfte 
von dem eines Parellelogramms, dessen Seiten mit zwei Seiten 
des Dreiecks ‚gleich lang und parallel sind, der Körperraum des ' 
Tetraeders 4 von dem des Spathes (Parallelepipedums), dessen 
Kanten mit 3 in einem Punkte zusammentreflenden Kanten des 
Tetraeders gleich lang und parallel. sind. Darin ‚scheint der. Satz 
angedeutet: der Raum, welcher zwischen » Punkten liegt, die in 
einem Gebiete nter Stufe (und in keinem Gebiete von niederer 


en dem Raume eines Ge- 


bildes' (einer Figur,‘ eines Körpers), dessen ‚Begränzungslinien 





Stufe) vereinigt sind, ist 
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(Seiten, Kanten) den von einem der x Punkte zu den übrigen ge- 
zogenen geraden Linien gleich und ‘parallel sind. Aber auch die- 
ser Satz kommt hier nicht in seiner Allgemeinheit heraus. — Hin- 
gegen in der Ausdehnungslehre ‘treten in diesen beiden, und in 
allen andern Fällen, die ganz allgemeinen Sätze vollkommen her- 
vor. So nimmt also überall die Raumlehre einen Anlauf zur All- 
gemeinheit, stösst sich aber, ohne diese Allgemeinheit erreichen, 
zu können, an den :ihr durch den Raum gesteckten Schranken , 
welche nur die abstrakte Wissenschaft der Ausdehnungslehre zu 
durehbrechen vermag. 


4. Das der Linie entsprechende Gebilde der Aus- 
dehnungslehre ist die Gesammtheit der Elemente, in 
die ein seinen Zustand stetig änderndes Element 
übergeht. = 

Die Linie kann als Gesammtheit der Punkte betrachtet wer- 
den, in die ein seinen Ort stetig ändernder Punkt übergeht. Sub- 
stituiren wir hier dem Punkte allgemeiner irgend ein Ding, wel- 
ches einer stetigen Aenderung irgend eines Zustandes, den es 
hat, fähig ist, und abstrahiren nun von allem anderweitigen Inhalte 
des Dinges und aller Besonderheit dieses seines Zustandes, und 
nennen Has von allem anderweitigen Inhalte abstrahirte Ding das 
Element, so gelangen wir zu dem aufgestellten Begriffe. 


5. Wenn hierbei das Element seinen Zustand 
stets auf gleiche Weise ändert, so dass, wenn aus 
einem, Elemente a des Gebildes durch Eine solche 
Aenderung ein anderes Element 5 desselben hervor- 
geht, dann durch eine gleiche Aenderung aus 5b ein 
neues Element ce desselben Gebildes hervorgeht, so 
entsteht das der geraden Linie entsprechende Ge- 
bilde, das Gebiet zweiter Stufe. 


' Die gerade Linie wird von dem Punkte konstruirt, wenn 
dieser seinen Ort stets nach derselben Richtung hin ändert; sub- 
stituiren wir daher der Richtung die Art und Weise der Aende- 
rung, so geht der aufgestellte Begriff hervor *). 


6. Wenn man alle Elemente eines Gebietes nter 
Stufe einer und derselben Aenderungsweise unter- 
wirft, welche zu neuen (in jenem Gebiete nicht ent- 
haltenen) Elementen führt, so heisst die Gesammt- 
heit der durch diese Aenderungsweise und die entge- 
sengesetzte erzeugbaren Elemente einGebiet (n+])ter 
Stufe; das Gebiet dritter Stufe entspricht der Ebene, 
das vierter dem ganzen Raume. 

Wenn die Punkte einer geraden Linie sich alle nach einer 
und derselben Richtung bewegen, die zu neuen (in jener Geraden 
nicht enthaltenen) Punkten führt, so ist die Gesammtheit der 
durch diese Bewegung -und die entgegengesetzte erzeugbaren 
Punkte die Ebene; und wenn man ebenso mit den Punkten der 


*) Soll die gerade Linie und das ihr entsprechende Gebilde nach 
beiden Seiten unendlich sein, so muss der Punkt (das Element) auch 
nach der entgegengesetzten Richtung (Anderungsweise) fortschreiten, 
was wir hier der Einfachheit wegen übergangen haben. 


22* 
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Ebene verfährt, so erhält man den ganzen Raum. ;Substituirt man 
hier den räumlichen Begriffen die vorher angegehenen abstrakten 
und hält den Fortgang von einer Stufe zur nächst höheren allge- 
mein fest, so. ergiebt sich der obige Begrifl. dp 


1. Tendenz der in meiner Ausdehnungslehre angewandten 
Rechnungsmethode an der Geometrie erläutert. 


7. In meiner Ausdehnungslehre tritt eine.eigen- 
thümliche Rechnungsmethode hervor, . welche auf die 
Raumlehre übertragen von unerschöpflicher Frucht- 
barkeit ist, und hier (in der Raumlehre) darin besteht, 
dass räumliche Gebilde (Punkte, Linien u. s. w.) unmit- 
telbar der Rechnung unterworfen werden. 

Zum Beispiel wird die durch zwei Punkte geführte Gerade 
ihrer Grösse und Lage nach als Verknüpfung, jener Punkte und 
zwar als eine eigenthümliche Art der Multiplikation aufgefasst 
(s. unten no. 15.), ebenso das zwischen 3 Punkten liegende Drei- 
eck seinem Flächenraum und der Lage seiner Ebene nach als 
Produkt dreier Punkte, so dass dies Produkt null ist, wenn der 
Flächenraum jenes Dreiecks es ist d. h. die 3 Punkte in gerader 
Linie liegen; ferner der Durchschnittspunkt zweier gerader Linien 
in einem unten (no. 22. und Aufg. 18.) näher zu'bezeichnenden 
Sinne 'als Produkt dieser Linien. | 


8. Die Tendenz dieser Rechnungsmethode für die 
Gkeom.etrie ist, die synthetische und analytische Me- 
thode zu vereinigen, d. h. die Vorzüge einer jeden auf 
den Boden der andern zu verpflanzen, indem jeder 
Konstruktion eine einfache analytishe Operation zur 
Seite gestellt wird und umgekehrt. | 

Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. Bekamntlich be- 
schreibt eine Ecke y eines veränderlichen Drefeckst; dessen beide 
andere Ecken «, ß sich in festen geraden Linien A und B:bewe- 
gen, und dessen Seiten durch 3 feste Punkte «a,'d, c gehen, einen 

egelschnitt. Sind a, db, c die festen Punkte, durch welche be- 
ziehlich die den Ecken «a, ß, y gegenüberliegenden Seiten gehen, 
so sieht man, dass (s. no. 7.) yaB die Ecke ß, yaBcA die Ecke 
«& darstellt, und da die Punkte «, 5, y in einer geraden Linie Jie- 
gen, also ihr Produkt null ist (no. 7.), so hat man die Gleichung 


yaBc Ay =0 


als Gleichung eines von y beschriebenen Kegelschnittes. Man 
sieht, dass diese Gleichung in Bezug auf y vom zweiten Grade 
ist, und man wird schon hierin ein auf alle algebraischen Kurven 
gehendes wichtiges Gesetz ahnen. | 


II. Einfachste Rechnungsregeln für die neue Analyse. 
Die Verknüpfungen, die in diesem Theile der Ausdehnungs- 


lehre vorkommen, sind Addition, Subtraktion, kombinatorische 
Multiplikation, kombinatorische Division. 
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9. Für alle Arten der Addition und Subtraktion 
gilt das gewöhnliche Rechnungsverfahren. 
ür alle Multiplikations- und Divisionsweisen 
silt-das Gesetz: Statt ein Aggregat von Gliedern mit 
einem zeichenlosen Ausdrucke aufirgend eine Weise 
zu multipliciren oder zu dividiren, kann man ohne 
Aenderung des letzten Ergebnisses die einzelnen 
Glieder mit diesem Ausdrucke auf dieselbe Weise*) 
multiplieiren oder dividiren, und die einzelnen Pro- 
dukte oder Quotienten so zu einem Aggregate ver- 
knüpfen, dass man einem jeden das Zeichen desje- 
nigen Gliedes vorsetzt, durch dessen Multiplikation 
oder Division es entstanden ist; ein Zahlfaktor kann 
überdies, wenn er irgend einem Faktor des Produktes 
zugeordnet ist, auch jedem andern oder auch dem 


Produkte zugeordnet werden; endlich A ist allemal 1, 


A 
wenn A nicht null ist. 

11. Ein Produkt a.db.c.... nenne ich ein kombina- 
torisches, wenn ausser dem Gesetze no. 10. für das- 
selbe noch das Gesetz gilt, dass, wenn von den einzel- 
nen Faktoren’‘a, 5b, c,.... zwei aufeinanderfolgende 
vertauscht werden, das Produkt entgegengesetzten 
Werth annimmt; und zwar nenne ich a, db, c,.... und 
deren Summen oder Differenzen dann Faktoren erster 
Ordnung. - 

Hiernach ist also z. B. a.d.c.d=—au.e.b.d. | 

12. Wenn in einem kombinatorischen Produkte 
zwei Faktoren erster Ordnung einander gleich sind, 
soist das Produkt null. "a 

Z. B..a.b.b.d=0 (wie sich auch sogleich ergiebt, wenn 
man in dem Beispiel zu no. 11. 5 und c gleich setzt). Folgende 
Aufgaben mögen zur Erläuterung dieser Multiplikationsweise dienen: 

Aufg. 1: Das kombinatorische Produkt (a,e, +«&,e,+03e; ) 
(Brei tP2estPze3)-(FıeıtYge2+Y5e;) zu entwickeln, wenn «,, 
ss &ı5 Bis Bes Ps; Yı> Ya; 7, Zahlgrössen; e,, e,, e, aber kombi- 
natorische Faktoren erster Ordnung bezeichnen. Man erhält 
durch Anwendung der Rechnungsregeln (9—12) schliesslich den 
Ausdruck 


u (a,ß2Y3 ge a, ß3Y2 FR a,ß1ıYa — 6, ß3Yı +%,ß,Y1 Fe GsßıY5 )er- 62. &;- 


Aufg. 2. Drei Gleichungen ersten Grades mit drei Unbe- 
kannten durch die Regeln der kombinatorischen Multiplikation zu 
lösen ($. 4.). 

Die drei Gleichungen seien | 


azt+PpıytY2=d,, 
l .: 2 +Pß,y+Y2—=P0,, 
\; 024 ßsy4Y32—=0;- 


*) Dieser Ausdruck bezieht sich nicht nur auf die Verknüpfungs- 
weise im Allgemeinen, sondern auch auf die Stellung des Faktors ın 
dem Produkte, 
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Man multiplieire die 3 Gleichungen beziehlich mit 3 kombina- 
torischen Faktoren erster Ordnung e;; e2, e3; deren Produkt nicht. 
null ist, addire sie, und setze | 

N 


ae, +aze; +%3e3; =; 
> ßıeı + P2e, +ß3e;—=b, 
Yıeı 4 Y2e2 4+Y3e3 =6; 
\ die, +dze, +0,e,—d; 
so erhält man die Gleichung 
3... za+yb+zc=d. 


Multiplieirt man diese Gleichung kombinatorisch mit db. c‘, so erhält 
man, weil b.d.c und c.d.e nach no. 12. null sind, die Gleichung 


d.b.e 
a.b.c” 





z.a.b.c—=d.b.c, also 2 = 


und auf. ähnliche Weise findet man y und z, und erhält 


_.d.b.e ‚_a.d.c „_.a.b.d 


A HR — 
a.b.e” a.b.c’ abc 








Diese Ausdrücke (in welchen die Gesetze ‚der kombinatorischen 
‘“ Multiplikation kein Heben der einzelnen kombinatorischen Faktoren 

estatten) sind ‘äusserst bequem für ‘die Analyse. Will man 
ln Unbekannten in der gewöhnlichen Form ausgedrückt erhalten, 
so hat man nur aus Gleichung 2. zu substituiren, nach Aufg. 1. zu 
entwickeln und e,.e, nach no. 11. im Zähler und Nenner zu heben; 


- z.B. findet man 


er The ehr Tees 
dıß2Y3 *X &ıßsY2 + 03PıY3 F per + 0 ßsYı — ßıYya 


Man sieht, wie dies Verfahren nicht nur überhaupt für 
Gleichungen ersten Grades mit rn Unbekannten anwendbar ist, 
sondern wie man auch bei einiger Geläufigkeit hiernach sogleich 
das Endresultat hinschreiben kann, sobald die rn Gleichungen 
gegeben sind. 5 


IV. Anschauliche Begriffe der verschiedenen Grössen und 
Verknüpfungsweisen in der Geometrie. 


13. Die räumlichen Grössen erster Stufe sind 
einfache oder vielfache Punkte, und gerade Linien 
von bestimmter Länge und Richtung. ($ 13. — $ 20.) 


Sind A und B Punkte, so bezeichne ich die g. L. von A nach 
B, so fern, an ihr zugleich Länge und Richtung, aber auch nichts 
weiter, festgehalten wird, mit, 3— 4; ich sage also; dass B—A 
dann und nur dann gleich 3, — A, sei, wenn die geraden Linien 
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von Anach 3 und von A, nach 2, gleiche Länge und: Rich- 
tung haben. 

14. Die räumlichen Grössen »ter Stufe entstehen 
durch kombinatorische Multiplikation von n Grössen 
erster Stufe, welche als Faktoren erster Ordnung an- 
genommen werden. 

In diesem Falle, wenn nämlich die Faktoren erster Ordnung 
zugleich Grössen erster Stufe sind, nenne ich ‚die Multiplikation 
eine äussere. 


15. Sind A, B, C, D Punkte, so bedeutet ($ 106-115) 


1 A.B die Linie, welche A und B zu Gränzpunk- 
ten hat, aufgefasst als bestimmter -Theil der durch 
A und B bestimmten unendlichen geraden Linie. 

2) A.B.C das Dreieck, dessen Ecken 4, B, C sind, 
aufgefasst als bestimmter Theil der durch A, B, C 
bestimmten unendlichen Ebene. 

3) A.B.C.D das Tetraeder, dessen Ecken A, 2, C, 
Dsind, aufgefasst als bestimmter Theil des unend- 
lichen Körperraumes. 

D. h. wir setzen A. B=A,. BD, , wenn beide Produkte gleiche 
Fr gleichbezeichnete*) Theile derselben geraden Linie vorstellen; 
erner 


ABC 1 Bı:C5 


wenn beide Dreiecke gleiche und gleich bezeichnete Theile . der- 
selben Ebene sind; endlich 


A.B.C.D=4,.B..C..D,, 


wenn beide Tetraeder gleichen und gleichbezeichneten Inhalt haben. 


16. Sind a, d, e Linien von bestimmter Länge und 
Richtung, so bedeutet ($ 23—36). 


1) a.d das Parallelogramm, dessen Seiten gleich 
und parallel a und 5 sind, und zwar aufgefasst als 
Flächenrauf von bestimmter Grösse und Ebenen- 
Richtung**). | 

2) a.d.c das Spath (Parallelepipedum), dessen 
Kanten gleich und parallel a, 5, ce sind, und zwar 
aa als Körperraum von bestimmter Grösse. 

. h. wir setzen 


A:DGn ee 


wenn die Parallelogramme, welche durch diese Produkte darge- 
stellt sind, in parallelen Ebenen liegen, und gleichen und gleich- 


bezeichneten Flächenraum haben ; 
a.b.ce=a:. b;. Cı> 


*%) Gleichbezeichnet nenne ich zwei Grössen, welche entweder beide 
positiven, oder beide negativen Werth haben. 

**) _ Von zwei parallelen Ebenen sage ich, dass sie gleiche Ebenen- 
Richtung haben. 


u 
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wenn die durch diese Producte dargestellten Spathe gleichen und 
gleichbezeichneten Inhalt haben. | 2 

17. Die Seite (rechte oder linke), nach welcher 
die Konstruction einer räumlichen Grösse erfolgt, 
bestimmt ihren positiven oder negativen Werth, 
nämlich a 

1) "Zwei Theile derselben Linie, A.B und A,.D,, setzen 
wir als gleichbezeichnet, wenn DB von A aus nach derselben: Seite 
liegt, wie B, von A, aus. 

2) Zwei Theile derselben Ebene, A.B.C und A,.B,-C, 

setzen wir als gleichbezeichnet, wenn C von A. B aus nach der- 
selben Seite hin liest, wie C, von A,).D, aus, oder deutlicher, 
wenn dem, der in A: stehend nach B sieht, C nach dersel- 
nen hin liegt, wie C, dem liegt, der in A, stehend nach 
Di sie t. 
. 3) Zwei Körpertheille A.B.C.D und A,.2,:.C,.D, setzen’ 
wir als gleichbezeichnet, wenn D von A.B.C aus nach dersel- 
ben. Seite hin liegt, wie D, von A,.B,.C, aus; oder deutli- 
cher, wenn einer menschlichen Figur, die den Kopf nach A, die 
Füsse nach DB, das Auge nach C hin gerichtet hat, der Punkt 
D nach derselben Seite liest, wie D, einer Figur, die den 
rd, nach A,, die Füsse nach BD}, das Auge nach C, hin gerich- 
tet hat. | / 

4) Zwei parallele Flächenräume a.b und a,.d, setzen wir 
als gleichbezeichnet, wenn die Richtung 5 von der Richtung «a aus 
nach derselben Seite liegt, wie 5b, von a, aus. 

5) Zwei Körperräume a.b.c und a,.d,-.c, setzen wir als 
gleichbezeichnet, wenn die Richtung c von a.b aus nach derselben 
Seite hin liegt, wie c, von a, .d, aus, d. h. wenn einer mensch- 
lichen Figur, welcher die Richtung a von den Füssen zum Kopfe 
eht, und deren Augen in der Richtung Ö, vorwärts sehen ‚- die 

ichtung c nach derselben Seite liegt, wie die Richtung c, einer 
Figur u: s. w. 

18. Es giebt sieben Gattungen räumlicher Grös- 

sen, in vier Stufen vertheilt: 


1) Einfache oder vielfache Punkte. 
l. St. | 2) Gerade Linien von bestimmter Länge und 
| Richtung. 
3) Bestimmte Theile bestimmter unendlicher 
gerader Linien. 
4) Ebene Flächenräume von bestimmter 
Grösse und Ebenen -Richtung 


I Bestimmte Theile bestimmter unendli- 


II. St. 





1. St. cher Ebenen. 
6) Bestimmte Körperräume. 


IV. St. 7) Bestimmte Körperräume. 


Hier kommen die Körperräume zweimal vor, theils als Grös- 
sen dritter Stufe, theils als Grössen vierter Stufe, je nachdem sie 
als Produkte dreier g. L. von bestimmter Richtung und Länge, 
oder als Produkte von 4 Punkten aufgefasst werden. 


19. Gleichbezeichnete Theile eines und desselben 
Ganzen geben als Summe einen ebenso bezeichneten 
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Theil’desselben Ganzen, welcher so gross ist, als 
jepe beiden zusammengenommen. (}. 8.). | 

Z» B. A.B und A,.B, geben, wenn sie gleichgerichtete 
Theile derselben unendlichen g. L. sind, zur Summe einen eben 
so gerichteten Theil derselben Linie, welcher so gross ist, als 
jene beiden Theile zusammengenommen. 


20. Je zwei Grössen derselben Stufe, aber auch 
nur solche, können addirt werden; der Begriff für die 
Addition soleher Grössen lässt sich allemal bestim- 
men, wenn man die vorhergegebene Bezeichnung die- 
ser Grössen festhält, und die Rechnungsregeln aus 
II. anwendet. . | 


Aufg. 3.. Zwei Punkte A und B zu addiren. 

Setzt man A+B=2S, so erhält man B—A=2(S—4); d. h. 
S ist die Mitte zwischen A und B. Also die Summe zweier 
Punkte ist die doppelt genommene Mitte zwischen beiden. 

Aufg. 4. Zwei vielfache Punkte «A und ßB zu addiren, 
wenn die Coefficienten & und ß positiv sind; d. h, den Punkt S 
zu finden, welcher der Gleichung 


«A+ßBB=(e+Pß)S. 
7 


genügt.. ($.,94— 98). 
Soll dieser Gleichung genügt werden, so muss 


P(B—A)=(e+P) (5-4) 


sein, und umgekehrt erhält man aus .der letzten die erstere. Aus 
der ‚letzten folgt aber die Konstruktion: Man nimmt von der Linie 


AB Non’ A aus, den Theil 5 (oder von B aus den Theil 
En: so ist der Endpunkt: dieses Theiles der Punkt S. — Also 
„die Summe zweier vielfachen Punkte mit positiven Koefficienten 
ist ein mit der Summe der Koefficienten multiplicirter Punkt, wel- 
cher in der geraden Linie zwischen beiden Punkten so liegt, dass 
seine Entfernungen von diesen beiden Punkten sich umgekehrt 
verhalten, wie die zu diesen Punkten gehörigen Koefficienten *).“ 


Aufg. 5. Einen Punkt A und eine ger. Linie von bestimmter 
Länge und Richtung C—B zu addiren. a 
"Man konstruire eine ger. Linie von A aus, welche mit C—B 
zleich, lang und gleich gerichtet ist; diese sei D—A, so ist D 
die gesuchte Summe; denn da © -B=D-A ist, so ist | 


A+(C-B)&EA44(D-A=D. 
Also „die Summe eines Punktes A: und einer geraden Linie von 


bestimmter Länge und Richtung ist der: Endpunkt dieser Linie, 
“wenn A-ihr Anfangspunkt ist.“ | 


*) Man sieht, dass dieser Punkt der Schwerpunkt ist. wenn die 
Koeffieienten Gewichte vorstellen. 
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Aufg. 6. Einen vielfachen Punkt «4A ünd eine 'g. L.' vonbe- 
stimmter Länge und Richtung C—.B zu addiren 
Man konstruire eine g. L. von A. aus, welche mit C—B 


gleiche Richtung hat, aber nur z50 lang ist; diese sei D— A, so 


ist «&D die gesuchte Summe. Denn da 


C—B=u(D—A) ist, so ist 
«aA+(C—-B)=aA+e(D-A)=eD. 


Auf g. 7. Zwei ger. Linien von bestimmter Länge und Rich- 
tung B—A und D—C zu addiren. 
Man mache E-B=D-(C, so ist 


(B-9)+(D-O=(B-A)+HE-B)=E-A. 


Also „zwei Linien von bestimmter Länge und Richtung addirt 
man, indem man, ohne die Länge und Richtung zu verändern, 
auf den Endpunkt der einen den Anfangspunkt der andern legt, 
dann ist die g. L. vom Anfangspunkte der ersten zum: Endpunkte 
der letzten die gesuchte Summe.‘ 

Aufg. 8. n ger. Linien von bestimmter Länge und Richtung 
zu addiren. 

Die wiederholte Anwendung der Auflösung von Aufg. 7. führt 
sogleich zu der Lösung dieser Aufgabe, nämlich ‚rn ger. Linien 
von bestimmter Länge und Richtung addirt man, indem man die 
einzelnen Linien, ohne ihre Richtung. und Länge zu ändern, nach 
der Reihe stetig d. h. so an einander legt, dass, wo die eine auf- 
hört, die nächstfolgende anfängt; dann ist die g. L. vom Anfangs- 
punkte der ersten zum Endpunkte der letzten die gesuchte Summe.“ 

Aufg. 9. Die Summe von n Pnnkten A,, A,.....An zu fin- 
den, d. h. den Punkt, $ zu finden, welcher der Gleichung 


A A, +A2+.... An=nS ! 

genügt. | E g. | 
Subtrahirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung »R, woR 

ein beliebiger Punkt ist, so 'erhält man 


(A-B)+A—BR)4... (An R)=n(S—R). 


Und da aus dieser Gleichung wieder die erstere sich ableiten lässt, 
so folgt: „Um n Punkte zu addiren, zieht man von einem belie- 
bigen: Punkte R.die.g. L. nach den rn‘ Punkten, legt sie, ohne 
ihre Richtung und Länge zu ändern, stetig an en und zwar 
so, dass der Anfangspunkt der ersten auf 4 fällt, verbindet # mit 
dem Endpunkte der letzten. durch‘ eine g. L.. und theilt diese Ver- 
bindungslinie in n gleiche Theile, so ist der erste Theilpunkt von 
R aus der Punkt ‚S, dessen: nfaches die gesuchte Summe ist. 

Aufg. 10. ‚Beliebig viele vielfache Punkte «A, BB,.... zu 
addiren, wenn die Summe der Koefficienten &-+ß-+.... nicht 
null ist. | 

Setzt man 


eA+PB+....=(e+ß+....)8,;. 
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und subtrahirt auf beiden Seiten («+ß....)R,:wo R ein belie- 
biger Punkt ist, so erhält man 


A— RB) +BB-R+...:=@4ßH4.1.)(S-R). 


Also da auch hieraus wieder die erste Gleichung sich ableiten 
lässt, so folgt ‚‚die Summe von beliebig vielen vielfachen Punkten 
«A,ßB...., deren Koefficienten -Summe nicht null ist, findet 
man, indem man von irgend einem Punkte R aus die Linien nach 
A legt, diese dann beziehlich mit «, ß,.... multiplieirt *), die so 
gewonnenen Linien, ohne ihre Richtung und Länge zu ändern, 
stetig an einander legt, so dass der Anfangspunkt der ersten in R 
fällt, daun R mit dem Endpunkte der letzten verbindet und von 


der Verbindungslinie von R aus den hal nimmt, so 


& ...- 
ist der mit (@«+Pß....) multiplieirte Endpunkt dieses Theiles die 
gesuchte Summe.“ r | 
Aufg. 11. Die Summe von vielfachen Punkten «A, BP B..... 
zu finden wenn @&+ß+....—=0 ist. | | 
Man subtrahire von eA+ßB+..... den Ausdruck (a +ß +...) R, 
so wird, da diese subtrahirte Grösse null ist, der Werth der 
Summe nicht geändert , also ist 


«A+PßB+....=ea(A—R)+PB-Br+.... 


Also ‚die Summe von vielfachen Punkten, deren Koefficienten- 
summe null ist, ist eine g. L von bestimmter Länge und Rich- 
tung, die man dadurch findet, dass man von einem beliebigen 
Punkte R die g. L. nach den gegebenen Punkten zieht, diese 
mit den diesen Punkten zugehörigen Koefficienten multiplieirt, und 
die Produkte addirt.‘“ | 


Aufg. 12. Zwei Theile A.B und C.D von Linien, die sich 
in E schneiden, zu addiren. f 

Man mache E.F gleich A. B und E.G gleich C.D, so ist 
A.B+C.D=E.F+E.G=E.(F+G@)=2E.S, wenn S die 
Mitte von F' und @ ist (vergl. Aufg. 5). Also ‚„zwei Theile von 
Linien, welche sich schneiden, addirt man, indem man diesen 
Theilen den Durchschnittspunkt als Anfangspunkt ‚giebt; dann ist 
die doppelte g. L. vom Durchschnittspunkte zu.der Mitte der bei- 
‚den Endpunkte die gesuchte Summe **). “ | 

Aoße: 13. Zwei parallele Linientheille 4.B und C.D!zu 
addiren, wenn beide nicht gleichlang und zugleich entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Wenn A.B und C©.D parallel sind, so muss D—C gleich 
«(B— A) sein, wo « irgend ‚eine positive oder negative Zahl ist. 


..*) Durch solche Multiplikation mit einer Zahlgrösse «& ändert sich, 
‘wie man.leicht sieht, wenn «& positiv ist, die Richtung nicht, während 
die Länge im Verhältniss 1:« sich ändert; und ist & negativ, so wird 
die Richtung die entgegengesetzte. 

**) Diese ist zugleich die Diagonale des Parallelogramms , welches 
jene Linientheile zu Seiten hat, woraus man sieht, dass die Summe der 
Linientheile ‘die zusammengesetzte Kraft ist, ‘wenn ‘die Linientheile 
Kräfte vorstellen. 
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Da nun A.B gleich A.(B—-A) ist, weil 4.4 nach no. B% null 


ist, so hat man 
A.B+C.D=4A.(B—A)+C.(D-O) 
Te A 


Ist die Summe A+eC EINER (L-+«)S (vergl.  Aufg. 4.), so wird 
der letzte Ausdruck. 


=S.1+0)(B—-A)=S.(B—4A+D—(), 
worin eine einfache Konstruktion jener Summe liegt. 


Aufg. 14: Zwei gleich lange und entgegengesetzt gerichtete 
Linientheile A:.B und C.D zu addiren. 

Liegen beide in derselben g. L., so ist die Summe null. Ist 
dies nicht der Fall, so ist, weil Ju C=—(B—A) ist, 


A.B+C.D=4A.(B—-A)+C.(D—-C) 
—A.(B-A)—C. (B—A4) 
=(4—C).(B—A). 


Dann ist die Summe also ein F lächenraum von bestimmter Grösse 
und Ebenen - Richtung”). 


Aufg. 15. Zwei Flächenräume. von bestimmter. Grösse und 
Ebenenrichtung. a.d und c.d zu addiren. 

Sind die Ebenen parallel, so ‚können. sie schon nach no. 19. 
addirt werden, sind sie es nicht, so werden beide Ebenen eine _ 
Richtung gemeinschaftlich haben. Es sei.e eine g. L., welche 
diese we hat, und a.d gleich e.f, c.d gleich e.g, so ist 


a.d-+c. d=e: f+te.9- 


Aufe. 16. Zwei Theile A.B.C und D.E. F bestimmter 
Ebenen, die nicht parallel sind, zu addiren. 

Sind die Ebenen nicht parallel, so werden sie sich schneiden. 
Es sei @. H ein Theil der Durchschnittslinie, und es sei A. B. C 
gleich @G.H.J, D.E.F gleich @.H.K, so ist 


A.B:C+D!E.F=G6.H.I4+G.H.K | c 
—6.H.J4K)=2G.H.S,, 


wenn S die Mitte zwischen J und X ist. Also „Zwei Theile 
nicht paralleler Ebenen addirt man, indem man sie als Dreiecke 
darstellt, deren gemeinschaftliche Grundseite in dem Durchschnitt 
beider Ebenen liegt; dann ist das Doppelte des Dreiecks, 


*) . Wie die Summe zweier Linientheile, die nicht in derselben 
Ebene liegen , zu behandeln sei, kann ich hier nicht ausführen (vergl. 
Ausdehnungsl. $. 51. u. $. 122.). 
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was dieselbe Grundseite hat, und dessen Spitze die Mitte ist zwi- 
schen den: Spitzen jener Dreiecke, die gesuchte Summe. 

Aufg. 17. Zwei Theile A. B.C und D. E. F paralleler Ebe- 
nen zu 'addiren. 

Sind die Ebenen parallel, so muss (E—D).(F—D) gleich 
a«(B—A).(C—A) gesetzt werden können, wo « eine Zahlgrüsse 
ist. Dann ist 17 


4.B.C+D.E.F=A.(B—A).(C-A)+D.(E-D).(F—D)Y) 
—(A+aD).(B—A).(C—4) 
— S.(140).(B—4).(C—A), 


wenn (1+«)S die Summe von A+«D ist. Der letzte Ausdruck ist 
—=SIB—A).(C—A)+(E—D).(F—D)], 


worin wieder eine einfache Konstruktion liegt. Ist jedoch «=—1, 
d. h. sind beide Flächenräume gleich gross, aber entgegengesetzt 
bezeichnet, so ist A+«D eine g. L. von bestimmter Richtung 
und Länge (Aufg. 11.); ist diese gleich H—@, so ist 


4.B.C+ D.E.F=(H-@.«B=4).(C- 4A), 


also die Summe dann ein Körperraum. _ | 
Aufg. 18. Einen Theil 4.2.C. einer bestimmten Ebene und 
einen Körperraum (D—A).(B—A).(C—A) zu addiren. ä 


A.B. C4+(D-4).(B-4).(C-—-4) 
— A.(B—A).(C- NM +(D—-4).(B—-A).(C—A) 
—D.(B—-A)+(C—A), 


woraus der Begriff dieser Addition leicht hervorgeht. 


31. Ein kombinatorisches Produkt, dessen Fakto- 
ren erster Ordnung Grössen (n—1)ter Stufe sind,, 
welche aber alle in einem und demselben Gebiete 
nter Stufe liegen, nenne ich ein eingewandtes Pro- 
dukt, und zwar ein auf jenes Gebiet bezügliches, _ 

z. B. ein kombinatorisches Produkt von Linientheilen‘ in der 

Ebene, oder von Ebenentheilen im Raume. 


22. Wird von jetzt an die äussere Multiplikation durch blos- 
ses’ Aneinanderschreiben, die 'eingewandte Multiplikation durch 
' einen zwischen die Faktoren gesetzten Punkt bezeichnet, so ver- 
stehen wir unter dem eingewandten Produkte AB.AC, 
wo 4, B, C beliebige een sind, das Produkt 
ABC.A, in welchem ABC wieein zu A gehöriger Koef- 
ficient behandelt wird, vorausgesetzt, dass das Pro- 
dukt auf das Gebiet von niedrigster Stufe, in welchem 
A, B und: € zugleich liegen, bezogen wird. 

Aufg. 19. Das auf die Ebene ABC bezügliche Produkt 
zweier Linientheile AB. AC zu finden. 


*) vergl. no. 12. 
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Nach no. 22 ist dasselbe gleich ABC.4A; d:h. ‚‚das Produkt 
zweier Linientheile,; deren Linien sich schneiden, ist der Durch- 
sehnittspunkt, verbunden mit einem Theil der: Ebene als Koeffici 
enten.‘“ Denkt man sich einen Theil der Ehene.als Einheit 'an- 
genommen, -so werden die Ebenentheile, mit denen die Punkte 
behaftet sind, wirkliche Zahlgrössen und die Produkte erscheinen 
als vielfache Punkte; doch müssen dann alle zu vergleichenden 
Grössen in derselben Ebene, auf die sich die Produkte beziehen, 
liegen (wie dies in der Planimetrie immer der Fall ist). 


Aufg. 19. Das Produkt dreier Linientheile AB, AC, BC 


in Bezug auf die Ebene ABC zu finden. 
Aufl. AB.AC.BC= ABC. ABC= (ABC). 


Aufg. 21. Das eingewandte Produkt zweier Ebenentheile 
ABC und ABD (in Bezug auf den Körperraum), zu finden. 
Aufl. ABC.ABD=ABCD.AB. 


Aufg. 22. _ Das eingewandte Produkt. dreier Ebenentheile 
ABC, ABD, ACD zu finden. | 
Aufl. ABC.ABD.ACD=ABCD.ABCD.A= (ABCD)?.A 


‚ Aufg. 23. Das eingewandte Produkt von vier Ebenentheilen 
ABC, ABD, ACD, BCD zu finden. 
Aufl... ABC.ABD.ACD.BCD=(ABCD)?. 


Anm. Das Produkt zweier Ebenentheile giebt also einen 
Linientheil, das dreier einen Punkt, aber jener Linientheil und 
dieser Punkt haben dann noch eınen Raumtheil oder ein Produkt 
von Raumtheilen als Koefficienten, und nimmt man einen Raum- 
theil als Einheit:an, so gehen diese Koefficienten in wirkliche Zahl- 
srössen über. 


Dies etwa sind die wesentlichsten Begriffe, welche in dem 
ersten Theile meiner Ausdehnungslehre vorkommen. Aber es ist 
unmöglich, von der unendlichen Fruchtbarkeit dieser neuen Me- 
thode für die Behandlung nicht nur der Raumlehre, sondern über- 
haupt aller Wissenschaften, welche auf räumliche Verhältnisse 
zurückgehen, hier auch nur einen oberflächlichen Begriff zu geben. 
Ebenso wenig konnte ich hier die Beweise liefern, dass in der 
That die in III. gegebenen Rechnungsregeln für die einzelnen hier 
dargelesten Verknüpfungsweisen gelten, sondern auch hier muss 
ich auf meine ausführliche Schrift verweisen, in welcher diese 
Beweise in aller Strenge geführt sind; und wo zugleich die Ent- 
wickelung: überall in der Art fortschreitet, dass alles: Willkühr- 
liche, was noch in der Aufstellung der verschiedenen Begriffe zu 
liegen ‚scheint , verschwindet. / 
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 XLIE. 


Observation geometrique, au sujet du 
problöme traite p. 321. du V. vol. de 
ce journal. _ 


Par 


Monsieur le docteur J. R. Boyman, 


a V’ecole superieure de Malmedy. 


— 


’ 


1. 
Deerivez par le sommet 2. d’un angle ABC (Tab. V. Fig. 1) 


un cercle quelconque, qui coupera les deux cötes de l’angle en. A 
et ©, elevez ä ces points les perpendiculaires, qui se rencontreront, 
comme on sait, sur la circonference en un point D, et abaissez du 
point D la perpendiculaire DPsur la droite, qui joint les deux points 
Aet C. Menez en outre entre les deux cötes de l’angle par le point 
P encore une droite @H a volonte, et -eirconscrivez au triangle 
GBH un cercle, qui ee le premier en F. Si maintenant on 
joint DG, DH et FG, FH, on trouvera SADC=<@GFH; mais 
comme <@FH est plus petit que <@DAH, on aura aussi <ADC 
plus petit que <G@DAH. Ainsi dans les deux triangles ADC et GDH 
on a <ADC plus petit ge <G@DH, DA<DG, DC< DH, done 
AC<GH. Ör la droite @H ayant ete mende 'a volonte’par le 
point P, on est conduit au theor&me suivant: 
„Si entre les cötes d’un angle donne on tire une- ligne 
‚„ droite quelconque et que du point d’intersection des deux per- 
„pendiculaires elevees ä ses extremites sur les cötes de l’angle 
„on abaisse sur elle la perpendiculaire: le pied‘ de cette per- 
. eg est un point tel," que la ligne droite est la droite 
a plus courte qu’on puisse faire passer par ce point entre les 


> 


„cötes de l’angle donne. 


0. 


Maintenant qu’apres avoir tire BP on decrive sur la ligne BP, 
comme diametre, un cercle qui coupe la droite AC en @, et qu’on 
joigne aussi B@: alors on aura A DPAwAAQB et ADPC 
&ACQB, d’ou resultent les proportions suivantes: 
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AP: DP=BQ14:Q, Er. 
DP:CP=C®Q:BRQ. 


. ys . “ . > £ 
Si on multiplie ces deux proportions terme & terme, on trouvera 
la suivante: 


AP: CP= CQ: 4Q. 
De lä resulte one 
AP+CP: AP=CQ+AQ:CQ, 
ou ce qui revient au meme: 
AC:AP=AC:CQ, 

d’ou Fon conclut: | 

AP=.(R. 
Nous venons donc de demontrer le theor&eme suivant: 


„Si par un point entre les cötes d’un angle quelconqgue on 
„mene la ligne droite la plus courte et qu’on decrive un cercle 
„sur la ligne qui joint ce point au sommet de l’angle, comme 
„diametre: la droite la plus courte sera coupee par la circon- 
„ference, de maniere que les deux segments hors du cercle 
„sont egaux.‘ er Iyr#3 rt 


> 


D’apres ce qui preeede il n’y'a plus de diffieulte pour tirer la 
droite la plus eourte ‚par ‚un. point P donne entre les ‚cötes. d’un 
angle, comme c’est aussi. indique dans le traite cite, Car outre 
le. point P on a aussi. le point @, qui determine sa position.. Mais 
ce point est le point. d’intersection du cercle deerit sur la NeRE 
BP comme diametre‘ et (puisqu’on doit avoir AP=(C®) de Y 
perbole menee par, le point P, laquelle a les cötes de angle 
donnee pour asymptotes. Ytaimı 
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XLIV.. 


Betrachtungen einiger Gegenstände 

der Logik, mit besonderer Rücksicht 

auf ihre. NGRNEN in der Maäthe- 
ma | ® 


Von. 


Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 


Professor der Mathematik 
an der k. k. philosophischen Lehranstalt za Tarnow in Galizien. 


x 


Allgemein erkennt man an, dass einerseits die Mathematik 
und von ihr ganz vorzüglich die reine Geometrie und Statik die 
beste Schule für die gründlichste und folgerechteste Anwendung 
der Logik sei, und andrerseits dass die Logik durch die Bemü- 
hungen der neueren meist deutschen Philosophen seit Kant, einen 
sehr hohen Aufschwung in ihrer Ausbildung genommen hat. Dess- 
ungeachtet folgen diejenigen Schriftsteller und Lehrer der 
Mathematik, welche ihre Lehrgegenstände ausführlich begründen, 
mit sehr geringer Ausnahme, noch immer der Weise Euklid’s in 
den zwar für seine Zeit ganz vorzüglichen aber doch nicht unver- 
besserlichen Elementen ‘der. Geometrie; was um so weniger zu 


billigen zu sein scheint, als heut zu Tage besonders’an gelehrten 


Schulen der Zögling schon eine ‚höhere wissenschaftliche Vorbil- 
dung als vordem mitbringt und als man durch den ungeheuren Um- 
fang, den die theoretische Mathematik schon erlangt hat, haupt“ 
sächlich auf übersichtliche und sedrängte Darstellung des. Lehr- 
ganzen, jedoch ohne dabei die Deutlichkeit und Gründlichkeit 
‘ausser Acht zu lassen ‚ hinzuarbeiten sich gedrungen sieht. Darum 
möge es mir erlaubt sein, in dem wegen seiner Tendenz, vorzüg- 
lich Lehrern höherer wissenschaftlicher Bildungsanstalten zu die- 
ven, am besten hiezu geeigneten vortrefflichen Archiv, durch fol- 
gende Winke die Aufmerksamkeit der Mathematiker auf die Ver- 

esserung der Anordnung der Lehrsätze ihrer Wissenschaft und 
der logischen Form ihrer Beweise zu lenken. 


Theil VI. 23 


“ 
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I. 


Ueber unmittelbare Folgerungen aus hypothetischen 
Urtheilen mittels der Umkehrung: oder der Contra- 
position. 


1. Die Umkehrung eines hypothetischen Urtheils besteht 
in der Verwechslung oder -Umstellung.des'Grundes und der Folge, 
der Bedingung und des Bedingten; indem man, die Folge als Grund 
setzend, auf den Grund als Folge zurückschliesst. Die allgemeine 
Form des hypothetischen Urtheils-ist’nemlich: nie % 


| ‚Wenn A ist, so ist B;“ Br 7 . 
daher die Form seines Umgekehrten: 
„Wenn B ist, so ist A * 


Dieser Schluss aus dem Bestehen der Folge auf das Bestehen 
des Grundes ist jedoch nicht nothwendig, sondern bloss etwa zu- 
fällig richtig, oft sogar ganz unriehtig. Denn das hypothetische 
Urtheil spricht nur die einseitige Abhängigkeit der Folge vom 
Grunde aus, setzt aber keineswegs umgekehrt die Verknüpfung des 
Grundes mit der Folge als nothwendig voraus. In dem Wesen des 
Grundes liegt es, dass er die Folge nach sich zieht; aber die . 
Folge allgemein gedacht kann in besonderen Fällen verschiedene 
Gründe haben. Setzt man daher eine gewisse Folge, so muss 
man darum noch nicht diesen oder jenen bestimmten Grund setzen. 
Die Folge wird im hypothetischen Urtheile nur gesetzt, wenn und 
wiefern der Grund gesetzt wird; allein dieses Setzen des Grundes 
erscheint an sich bloss möglich , nicht aber unbedingt nothwendig. — 
Die Gültigkeit eines umkehrenden hypothetischen Urtheils muss 
demnach jedesmal erst eigens geprüft und wo möglich erwiesen 
werden, wenn man ihrer versichert sein soll. | 

So z. B. beweist die Geometrie den Satz: 


„Wenn Parallelogramme gleiche Grundlinien und Höhen haben, 
so sind sie gleich; “ 


allein umgekehrt darf man nicht schliessen: | 
» Wenn Parallelogramme gleich sind, so haben sie gleiche 


Grundlinien und Höhen; “ R 
denn dies findet nur in ganz besonderen Fällen statt, und kann 
also auch gar nicht allgemein bewiesen werden. Den Satz dagegen: 


„Wenn Parallelogramme von gleichen Grundlinien gleiche Hö- 
hen haben, so sind sie gleich “ | 


darf man zwar in den folgenden umkehren: “ e 
'„ Wenn Parallelogramme von gleichen Grundlinien gleich sind, 


so haben sie gleiche Höhen; “ 


allein seine Gültigkeit muss erst nachgewiesen: werden. 

2. Die Contraposition eines: hypothetischen Urtheils be- 
steht in der Umtauschung sowohl des Grundes als auch der Folge 
mit ihrem contradictorischen Gegentheile und in der nachherigen 
Umstellung dieser Gegentheile. Man folgert also hier aus dem 
Gegentheile, dem Nichtbestande, der Folge das Gegentheil, den 


x 
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Nichtbestand des Grundes; oder man hebt mit der Folge auch 
den Grund auf. Aus dem allgemein hypothetischen Urtheile 


„Wenn A ist, ist DB“ 
schliesst man nemlich: 
„Wenn B nicht ist, ist auch A nicht.“ 


Diese unmittelbare Folgerung aus einem hypothetischen Ur- 
theile durch Contraposition hat jederzeit strenge logische Gültig- 
keit. Denn eigentlich ist sie ein abgekürzter hypothetischer Schluss 
in aufhebender Schlussweise, ein Enthymen der zweiten Ordnung, 
in welchem der Untersatz fehlt, durch den die Folge aufgehoben 
wird. In der allgemeinen Form zum aufhebenden hypothetischen 
Schluss vervollständigt lautet sie daher also: 


Obersatz: „Wenn A ist, so ist BD.“ 
Untersatz: „Nun ist 2 nicht.“ 
Schlusssatz: ‚Also ist auch A nicht. “ 


3. Durch die Contraposition der hypothetischen Urtheile oder 
der durch die unmittelbare Folgerung des Gegentheils des Grundes 
aus dem Gegentheile der Folge eines hypothetischen Urtheils kann 
man in der Mathematik, besonders in der reinen Geometrie, wo 
die meisten Lehrsätze hypothetisch ausgesprochen werden oder 
sich wenigstens hypothetisch aussprechen lassen, aus sehr vielen 
 Lehrsätzen, sobald sie erwiesen sind, andere unmittelhar erschlies- 
sen; ohne dass man wie Euklid und seine Nachahmer, erst noch 
eines indirecten Beweises für sie bedarf oder über ihre strenge 
Gültigkeit auch nur den mindesten Zweifel zu hegen vermag. Ge- 
wöhnlich wird man dabei, zur Aufhellung der Einsicht, bloss den 
schon bewiesenen Lehrsatz nachträglich, den daraus abzuleitenden 
Folgesatz aber anfänglich, in der hypothetischen Form auszuspre- 
chen haben, und dem letzteren dann erst noch den. angemessenen 
sprachlichen Ausdruck ertheilen. 


Durch einen solchen Vorgang drängt man nicht nur den Lehr- 
gegenstand mehr zusammen — was bei dem gegenwärtigen Um- 
fanee der zu lehrenden Wissenschaften schon höchst Noth thut — 
sondern man verschaflt auch dem Lernenden einen helleren Blick 


in die Natur des Lehrgegenstandes und in den Zusammenhang 
seiner Wahrheiten. 


So z. B. beweist man in der ebenen Geometrie nach Euklid 
einzeln und nach einander folgende Sätze: 


a) „Durch denselben Punkt kann mit einer Geraden nur eine 
einzige Gerade parallel gezogen werden.‘ 


b) „Eine gerade Linie, welche eine von zwei parallelen schnei- 
det, muss auch die andere schneiden. “ 


c) „Zwei gerade Linien, welche zu derselben dritten parallel 
sind , müssen auch unter sich parallel sein.‘ 


Nun sind die beiden ersteren Sätze nichts weiter als verschie- 
dene Ausdrücke des hypothetischen Satzes: 


„Wenn zwei Geraden sieh schneiden, so können sie nicht 
zugleich zur nemlichen dritten parallel sein; 
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der also allein zu ‚beweisen kommt. Und daraus folgt sogleich 
ohne allen Beweis bloss durch Contraposition der dritte Satz zu- 
nächst in der hypothetischen Form: f e 


„Sind zwei Geraden zu einer dritten parallel, so schneiden sie 
sich nicht, d. h. sie sind auch zu einander parallel. “ 

Man bedarf daher hier nur Eines. Beweises -statt dreier. 

4. Die Umkehrung eines hypothetischen Urtheils führt 
jedoch dann auf ein wahres Urtheil, oder man ‚schliesst rich- 
- tig von dem Bestehen der Folge auf das Bestehen des Grundes, 
wenn man überzeugt ist, dass nur bei dem angeführten Grunde 
die Folge nothwendig besteht, oder dass ein: bestimmter Grund 
und eine gewisse Folge einander gegenseitig bedingen, unumgäng- 
lich mit einander stehen und fallen. 

Hier lässt sich nemlich das gegebene hypothetische Urtheil 
in der Form aussprechen: 


„Nur wenn A ist, ist auch D;“ 
und man schliesst daraus mit voller logischen Strenge: 
„Wenn B ist, muss auch 4 sein.“ F 


Denn in einem solchen Falle gilt das gegebene Urtheil eigent- 
lich folgenden zweien gleich: 


„Wenn A ist, ist auch 3,“ 
und 
» Wenn A nicht ist, ist auch 2 nicht.“ | 
Aus dem ersteren folgert man aber mittels seiner Umkehrung: 
» Wenn B ist, kann — unter andern — A sein;“ | 
und aus dem zweiten Urtheile, mittels der Contraposition: 
„Wenn B ist, ist auch A; “ 
mithin aus beiden Urtheilen zusammen, wie oben: 
„Wenn B ist, muss auch A sein.“ 


Z. B. der Satz der Astronomie: 


„Nur wenn die Erde die Gestalt einer Kugel hat, ist ihr 
Schatten auf dem verfinsterten Monde jedesmal kreisrund ,“ 


berechtigt uns zn dem Schlusse: 


 .» Weil der Schatten der Erde auf dem verfinsterten Monde 
ee kreisrund sich zeigt, so muss die Erde die Kugelgestalt 
aben.‘‘ 
Ebenso schliesst man aus dem geometrischen Satze: 


„Wenn zwei Parallelogramme gleich sind, so haben sie die 
Grundlinien im verkehrten Verhältnisse der Höhen “ 


mit Sicherheit: 


„ Wenn zwei Parallelogramme die Grundlinien im verkehrten 
Verhältnisse der Höhen haben, so sind sie gleich.“ 
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5. Diese letztere Schlussweise wird in der Mathematik, beson- 
ders in den Anwendungen der Algebra auf Geometrie, Mechanik, 
Physik, Astronomie u. dgl. und in der höheren Analysis häufig 
angewendet. 


In den allgemeinen algebraischen Forschungen dieser mathe- 
matischen Doctrinen erscheinen nemlich oft gewisse Grössen in 
einem solchen Zusammenhange, dass überhaupt die zwischen ihren 
Zahlwerthen bestehenden Beziehungen theils durch Gleichungen, 
theils durch Ungleichungen, theils auch noch durch sonstige Be- 
dingungen ausgesprochen werden, welche zusammen gefasst ein 
System von Beziehungen ausmachen, das wir kurz mit A bezeich- 
nen wollen. Tritt nun dazu in einem besonderen Falle noch ein 
System B von solchen Beziehungen zwischen einigen oder allen 
in Betracht genommenen Grössen oder ein’ System partieulärer 
Werthe einiger jener Grössen, und verwandelt sich dadurch, mit- 
tels der algebraischen Reductionen, das allgemeine System A noth- 
wendig in ein anderes nun mehr partieuläres System C’; so gewinnt 

man daraus die Ueberzeugung: 


„Wenn zwischen den betrachteten Grössen insbesondere das 
System B von Beziehungen besteht, so besteht zwischen ihnen 
‘ auch das System (. “ 

Hat man nun das System D, wie es gewöhnlich geschieht, so 
allgemein angenommen, dass nur bei seinem Bestande das System 
C besteht, was aus der Art der Beziehungen, aus den Formen 
der Gleichungen und der Beschaffenheit der darin vorkommenden 
Rechnungsoperationen meistens dergestalt einleuchtet, dass eine 
weitläufige Erörterung überflüssig erscheint; so ist eigentlich der 
Satz festgestellt: | | 

„Nur wenn zwischen den in Betracht genommenen Grössen 
das besondere System D von Beziehungen besteht, kann und muss 
zwischen ihnen auch das System C von Beziehungen bestehen. “ 

Folglich schliesst man daraus mit voller Sicherheit umgekehrt: 


‚Wenn das System C von Beziehungen besteht, so besteht 
auch das System B.“ 
Meistens sprechen die Analytiker diesen Folgesatz nicht erst 
noch eigens aus, sondern benützen ihn, wo er Anwendung findet, . 
ohne. weiteres Bedenken. 
Beispiel 1l. In der Planimetrie wird der Satz erwiesen: 
„Parallelogramme verhalten sich wie die Producte ihrer 
Grundlinien und Höhen. “ 
Sind nemlich P, p zwei Parallelogramme, A, a ihre Höhen 
und 2, 5 ihre Grundlinien, so ist 
P:p=AB:al. 
- In dieser FSOROTNON setzt man nun insbesondere P=p und. 
folgert daraus auch AB=ab oder A:a wie b: B. 
Man hat also eigentlich den Satz erwiesen: 


„Wenn P=p,so A:a=b:B“ 
d.h. „Sind zwei Parallelogramme gleich, so sind ihre Höhen 
den -Grundlinien verkehrt proportional; | 
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und hieraus folgert man sogleich ohne ferneren Beweis umgekehrt: 
„Wenn A:a=b:B, so P=p»; di he il 


d. h. „Wenn zwei Parallelogramme ihre Höhen den Grundlinien 
verkehrt proportional haben, so sind sie gleich.“ 

Beispiel 2. DBezeichnen a, db, c die Seiten eines geradli- 
nigen Dreiecks und «, ß, y die in derselben Ordnungihnen gegen- 
überliegenden Winkel, so beweist die Trigonometrie den allgemei- 
nen Satz: a —b?+c?—?be.cose. Nimmt man nun das Product 
be.cose—0 an, was nur dann sein kann, wenn cose—(, also 
«—0° ist; so erhält man den Satz: Wenn «—=90°, so ist a? —b? 
++c?, d. h. den bekannten pythagoräischen Lehrsatz. 

Allein man folgert daraus auch sogleich umgekehrt: 


„Wenn a=b?-+c?, so &— 90%“ 


d. h. „Wenn in einem Dreiecke die zweite Potenz des Zahlwer- 
thes einer Seite so gross ist, als die zweiten Potenzen der Zahl- 
werthe der beiden andern Seiten zusammen genommen; so liest 
der ersteren Seite ein rechter Winkel gegenüber.‘ 


Beispiel 3. Die analytische Geometrie stellt zu einer Linie 
oder Fläche, für eine gewählte Art von Coordinaten, eine Gleichun 
oder ein System zusammen gehöriger Gleichungen auf, wodurc 
jene Linie oder Fläche analystisch vollständig charakterisirt wird; 
folglich erweist sie eigentlich den Satz: 


» Wenn eine Linie oder Fläche für eine gewisse Art von Coor- 
dinaten diesen angeführten Charakter besitzt; so kommt ihr‘ die 


hier abgeleitete Gleichung oder dieses System simultaner Gleichun- 
gen zu.“ 


Sie schliesst daraus aber auch noch umgekehrt: 

» Wenn einer Linie oder Fläche, bei der angewiesenen Art von 
Coordinaten, diese bestimmte Gleichung oder dieses bestimmte 
System von simultanen Gleichungen. zukommt, so besitzt sie den 
vorher beschriebenen Charakter. “ 

So beweist z. B. die Lehre von den Kegelschnitten, dass in 
der Parabel, wenn p den Parameter eines Durchmessers und 
x, y die hier gewöhnlichen schiefwinkligen Coordinaten vorstel- 
len, die Gleichung y* = pr besteht. Andrerseits lehrt die Balli- 
stik oder die Dynamik, dass im leeren Raume ein schief gegen 
den Horizont geworfener Körper eine Linie durchläuft, deren Glei- 
chung die Form y” — px hat; mithin, schliesst sie, beschreibt 
dieser Körper eine Parabel. | 


I. 


Von der Umkehrung mehrerer 
zusammenhängender allgemeiner disjunetiver und 
2 hypothetischer Urtheile. : 
1. Höchst wichtig ist folgender, zuerst von Hauber *) aufge- 
stellter Satz, nach dessen Anleitung man aus mehreren zusammen- 


*) Vergleiche dessen Scholae logico-mathematicae. cap. 7. Stutt- 
gart. 1829, und Drobisch Logik. Leipzig. 1836. S. 162. 
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hängenden allgemein bejahenden disjunetiven und hypothetischen 
Urtheilen mittels Umkehrung andere unmittelbar folgern kann. 
‚ Seien als gültig anerkannt : 
erstens folgende zwei disjunctive Urtheile: 
Der Begriff S kann nur entweder a oder b oder c, oder s. f. sein. 
Der Begriff X kann nur entweder « oder ß oder y oder s. f. sein; 


zweitens folgende hypothetische Urtheile: 


Wenn $,a ist, so ist &,0; 
Wenn $,d ist, so ist 2,ß; 
_ Wenn S,c ist, so ist 237; 
; u. 8. W.; 
dann gelten auch umgekehrt die folgenden hypothetischen _ 
Urtheile: 
Wenn &,« ist, so ist S,a; 


Wenn 3&,ß ist, so ist S,5; 
Wenn 2,7 ist, so ist S,c; 
u. 8. w. 


Es genügt nur das erste behauptete Urtheil : 
h „Wenn Z,« ist; so ist S,a“ 
zu erweisen, weil die übrigen ihm analog sind. 


Indirecter Beweis. Wäre der Behauptung zuwider S 
nicht a, so müsste ‚S entweder 5b oder c oder du. s. f. sein. 


Wäre S,d, so wäre nach der Annahme &,ß also nicht &,« 
EEE » PR) ” &,Y also: nicht P3RT 
wie bedungen, u. s. w. i Ä 
Mithin wenn &,« ist, kann ‚S weder 5, noch e, noch d u. s. f. 
folglich nur.a sein, wie behauptet wurde. 


Directer Beweis... Aus den vorausgesetzten beiden dis- 
junctiven und allen hypothetischen Urtheilen folgt der Satz: 
Wenn S nicht «a ist, folglich entweder 5 oder ce oder d 
u. 8. f., so ist Z entweder ß oder y.oder d u, s. f. also nicht «; 
‚kurz: Wenn S nicht «a ist, so ist auch & nicht «. 
Hieraus folgert man aber durch 'Contraposition sogleich. richtig 
den behaupteten Satz: 
Wenn 2&,« ist, so ist S,a. 


2. Aus diesem höchst allgemeinen Umkehrungsgesetze lassen 
sich für die Mathematik viele wichtige Sätze ableiten. 

Betrachten wir zunächst zwei mit einander zusammenhängende 
Gattungen von Grössen in Absicht auf ihre gleichzeitigen 
Veränderungen. Gewöhnlich beweist man von ihnen folgende 
zwei Sätze: 


1) „Zu gleichen Grössen der ersten Gattung gehören 
gleiche Grössen der andern Gattung. “ 

+2) „Zu ungleichen Grössen der ersten Gattung. gehören 

ungleiche Grössen der zweiten Gattung; und zwar gehört zu 
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r J RR grüssere 
einer erösseren Grös ten Gattun ne q 
8 G össe der ers tung ei ko {like 
Grösse der zweiten Gattung. Mn 
Hier bedeutet nun S und & die Vergleichung, welche zwischen 
zwei Grössen der ersten und zweiten Gattung besteht; a und « 
‚ das Gleichsein beider Grössen, 5 das Grösser-, e das Kleinersein 


f Grösser- Kleinersein 
in der ersten Gattung das y und y das ... s 
| tung, ß da Kleiner- 7 7 Grössersein 


der zweiten Gattung. Mithin folgert man nach obigem Umkeh- 
rungsgesetze aus den erwiesenen zwei Sätzen noch diese zwei 
zugehörigen : 

3) „Zu gleichen Grössen der zweiten Gattung gehören 
gleiche Grössen der ersten Gattung.“ 


4) „Zu ungleichen Grössen der zweiten Gattung gehören 
ungleiche Grössen der ersten Gattung; und zwar gehört zu 
: . . \ 1 rössere 
einer grösseren Grösse der zweiten Gattung eine a 
kleinere 


Grösse der ersten Gattung. “ 


Beispiell. Die Algebra beweist, dass, wofern in einem 
Producte ein Factor (der Multiplicand) ungeändert bleibt, «a) zu 
gleichen zweiten Factoren (Multiplicatoren) gleiche Producte und 
b) zu einem grösseren zweiten Factor (Multiplicator) ein ira 
Product gehört. Indem sie ferner bei der Lehre von der Theilung 
das Product in ‘den Dividend, den ersten Factor in den Divisor 
und den zweiten Factor in den Quotienten übersetzt; folgert sie 
sogleich, dass, bei ungeändertem Theiler oder Divisor, «) zu 
gleichen Dividenden gleiche Quotienten und P) zu einem grösseren 
Dividenden ein grösserer Quotient gehört. 

Beispiel 2. Die Planimetrie erweist, dass in "einem Drei- 
ecke a) gleichen Seiten gleiche Winkel und 5) einer grösseren Seite 
ein grösserer Winkel gegenüber liegen. Daraus lässt sich daher 
sogleich folgern, dass auch umgekehrt c) gleichen Winkeln gleiche 
Seiten und d) einem grössern Winkel eine grössere Seite gegen- 
über liegen müssen. 4 


3. Diese Sätze lassen sich nunmehr leicht auf drei oder 
mehrere unter einander zusammenhängende Gattungen von 
Grössen ausdehnen. Seien nemlich die beiden folgenden Sätze. 
erwiesen: h 

l) „Zu gleichen Grössen der ersten Gattung gehören auch 
gleiche Grössen der zweiten, dritten, vierten und so fort jeder 
andern Gattung. “ 


2) „Zu einer grösseren Grösse der ersten Gattung gehört bald 
eine grössere bald eine kleinere Grösse einer jeden andern Gattung, 
jenachdem diese mit der ersten in gerader oder verkehrter Ver- 
gleichung steht. “ 


Dann folgert man daraus umgekehrt für jede übrige Gattung 
zwei Sätze von folgender Form: 


a) „Zu gleichen Grössen jedweder anderen Gattung gehören 
auch gleiche Grössen der ersten, mithin auch jeder übrigen Gattung.“ ° 
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b) „Zu einer grösseren Grösse jedweder anderen Gattung 
gehört bald eine grössere, bald eine kleinere Grösse der ersten, 
jenachdem diese zwei Gattungen in gerader oder: verkehrter Ver- 
gleichung mit einander stehen ; mithin gehört dazu auch entweder 
eine grössere oder kleinere Grösse jeder übrigen Gattung, je nach- 
dem diese mit der ersten Gattung ın gerader oder verkehrter Ver- 
gleichung steht. + 
Planimetrie 
| Stereometrie 
fen Geraden, die nebst der senkrechten aus einem Punkte 


= 


beweist man von den schie- 


Beispiell. In der 


j rade _ oh. n 
an eine gezogen werden die beiden Sätze: 
‚Ebene 


a) Schiefe, welche mit der Senkrechten gleiche Win- 
kel bilden, sind gleich und haben ihre Fusspunkte von dem der 
Senkrechten gleich weit abstehen. 

b) Zu einem grösseren Winkel einer, Schiefen mit der 
Senkrechten gehört eine grössere oder längere Schiefe und ein 
grösserer Abstand von der Senkrechten. 


Hieraus folgt nun umgekehrt: 


c) Gleiche Schiefen bilden mit der Senkrechten gleiche Win- 
kel und stehen von der Senkrechten gleich weit ab. 

d) Eine Bee Schiefe bildet mit der Senkrechten einen 
grösseren Winkel und steht von ihr weiter ab. 

e) Schiefe, welche von der Senkrechten gleich weit abstehen, 
bilden mit der Senkrechten gleiche Winkel und sind gleich. 

Eine Schiefe, welche von der Senkrechten weiter absteht, 

bildet mit dieser Senkrechten einen grössern Winkel und ist länger. 


Beispiel 2. Die Lehre vom Kreise beweist, dass 
a) zu gleichen Winkeln amMittelpunktegleiche Kreisbogen, 
reisausschnitte, Sehnen und gleiche Winkel der Sach 
mit den Halbmessern zu ihren Grenzpunkten, gleiche Abstände 
der Sehnen vom Mittelpunkte, gleiche Sagitten und Kreisab- 
schnitte gehören; und 
| hohlen 


erhobenen Winkel am Mittel- 


punkte auch ein grösserer Kreisbogen und Kreisausschnitt, eine 


grössere S ‚ kleinerer t L 
R ehne, ein _. Winkel der Sehn Halb- 
kleinere ß grösserer Pa on, Halk 
kleinerer 


messer am Grenzpunkte, ein _. Abstand der Sehne vom 
grösserer 


b) dass zu einem grösseren 


grössere 
kleinere 


grüsserer 


kleinerer Kreisab- 


. Mittelpunkte, eine Sagitte und ein 


schnitt gehört. 

Daraus kann nıan sogleich umgekehrt schliessen, dass wenn 
einer der genannten Gegenstände gleich ist, auch jeder andere gleich 
sein muss; und dass z. B. einer längeren Sehne ein grösserer 
hohler und ein kleinerer erhobener Winkel am Mittelpunkte, ein 
kleinerer Winkel der Sehne mit dem Halbmesser an ihren Grenz- 
punkten, ein kürzerer Abstand vom Mittelpunkte u. s. f. angehört. 


4. Selbst wenn die Abhängigkeit der betrachteten Gattungen 
von Grössen in bestimmteren Formen ausgesprochen wird, lässt 
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sich das angeführte Umkehrungsgesetz noch benützen, wie z. B. 
bei der Proportionalität zweier Gattungen von Grössen. 

Ist nemlich erkannt ,, dass zwei Gattungen von Grössen derge- 
stalt zusammenhängen:  «) dass zu gleichen Grössen einer jeden 
Gattung auch gleiche der anderen und P) zu einer grösseren einer 
ER der anderen gehört und 7) dass 
zu jedem Vielfachen einer jeden Grösse der ersten Gattung das 
Ebensovielfache | 
der ebensovielte Theil | 
gehört; so gilt, vermöge des erwähnten Umkehrungsgesetzes, 
auch der Schluss umgekehrt von der zweiten Gattung auf die erste, 


} ; . direct | 
und beide Gattungen von Grössen heissen dann zu einander || 
Ä verkehrt 


jeden ‚Gattung auch eine 


der. zugehörigen Grösse der zweiten Gattung 


proportional 


5... Aus allen diesen Beispielen erhellet, dass hier, so wie in 
ähnlichen Fällen die Beweise, ja sogar die blosse Anführung der 
umgekehrten Sätze, da diese für sich verständlich sind, überflüs- 
sig ist, wenn nur dieses Umkehrungsgesetz als dem zu Unterrich- 
tenden bereits bekannt vorausgesetzt werden darf, daher zu diesem. 
Zwecke etwa in die Vorrede oder in die Vorbegriffe des betrefien- 
den Lehrbuches aufgenommen worden ist. 1 


II. . x 
Ueber indirecete Beweise und ihre Ersetzung 
durch directe. 


. 1. Directe Beweise lassen bekanntlich die Wahrheit ihres 
Satzes als Schlusssatz aus richtigen Prämissen unmittelbar erken- 
nen; indirecte Beweise dagegen stellen die Gültigkeit ihrer Behaup- 
tung dadurch ausser Zweifel, dass sie zeigen, das Gegentheil der- 
selben sei unmöglich, in so fern es andern anerkannten Wahrheiten 
widerstreitet. Directe Beweise gewähren daher eine befriedigende 
Erkenntniss des nothwendigen Zusammenhanges der Behauptung 
mit ihren Beweisgründen, indirecte aber lassen nur den Widerstreit 
des Gegentheils der Behauptung mit den Beweisgründen.erkemnen. 
Denn directe Beweise zeigen, dass und warum etwas wahr sei und 
gerade so sein müsse, die indirecten aber ‚bloss, dass und warum 
es nicht falsch sei und nicht anders sein könne. Durch den direc- 
ten Beweis werden wir daher weit inniger von der Wahrheit des 
zu beweisenden Satzes durchdrungen, als durch den indirecten 
Beweis, welcher uns bloss das Zugeständniss derselben abnöthigt. 
Doch sind darum die indireeten Beweise noch nicht geradezu ver- 
werflich; denn wo sich die vorausgesetzten Disjunctionen, von 
denen man eine behauptet, die übrigen aber widerlegt, vollständig 
übersehen lassen, wie vorzüglich in der Mathematik, passt der- 
selbe immerhin. Wünschenswerth bleibt es jedoch immer, die 
indirecten Beweise überall, wo es nur angeht, durch directe zu 
ersetzen und sie nur als unumgängliche Nothbehelfe zu gebrauchen. 
Wie jenes Ersetzen wenigstens in manchen Fällen geleistet wer- 
den 'kann, soll hier gewiesen werden. | 
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2. Haupthülfen der ‚Vermeidung indirecter Beweise sind die 
bereits in den vorangehenden zwei Abschnitten behandelten Con- 
trapositionen hypothetischer Urtheile und die Umkehrung hypothe- 
tisch - disjunctiver Urtheile; da die daraus fliessenden unmittelbaren 

Folgerungen sonst indireet erwiesen werden müssten. 


_ Man wird daher überhaupt das indireet zu beweisende logische 
Urtheil vorerst contraponiren und dieses neue. (contraponirende) 
Urtheil erweisen; dann, folgt daraus, mittels abermaliger Contra- 

ggöon: das zu erweisende von selbst. Soll das kategorische 

rthei | 


4 ler Br 
bewiesen werden, so wird man vorerst das contraponirende 
„Ein Nicht- B kann nicht A sein “ 


begründen; dann folgt jenes unmittelbar daraus. 
Ist das hypothetische Urtheil 


„Wenn A ist, so ist BD“ 
zu erweisen, so zeigt man zuvörderst | 
„Wenn B nicht ist, so ist auch 4A nicht.“ 


Sehr oft muss aber hierbei noch eine Umgestaltung des Ausdruckes 
des vorerst zu erweisenden contraponirenden Urtheils vorgenom- 
men werden. | 


Beispiel l. Dem Satze: _ 


» Wenn zwei in einer Ebene befindliche Geraden von einer drit- 
ten unter gleichen Wechselwinkeln ‚geschnitten werden (d. h, so, 
dass jede zwei Wechselwinkel gleich sind und jede zwei Gegen- 
winkel *) zusammen genommen zwei rechte Winkel ausmachen), 
so schneiden sie sich nicht, und sind also zu einander parallel; “ 


schickt Euklid folgende zwei Sätze voraus: 


„In jedem Dreiecke ist 

1) der äussere Winkel grösser als jeder innere ihm gegen- 
über liegende, und 

2) die Summe jeder zwei Winkel kleiner als zwei rechte. “ 


Beide lassen sich nun in den Satz zusammenziehen: 


„Wenn sich zwei Geraden schneiden, so werden sie von jeder 
dritten Geraden in zwei Punkten dergestalt geschnitten, dass auf 
derjenigen Seite der Schneidenden, auf welcher ihr Durchschnitts- 
punkt liegt, der äussere Winkel grösser als sein innerer Wech- 
selwinkel und die Summe der inneren Gegenwinkel kleiner als zwei 
rechte ist, kurz, sie werden unter ungleichen Wechselwinkeln 

geschnitten. “ 


Daraus folgt demnach der anfangs aufgestellte Satz unmittelbar 
bloss durch einfache Contraposition ohne den weitwendigen Beweis 


Euklids. 


' *) Vergl, Knar 'Anfangsgründe der reinen Geometrie. Grätz. 1829. 
S. 42. $. 160. ö 
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Beispiel 2. Eben so folgt sein Satz: 


„Wenn an den Berührungspunkt einer Geraden mit einer Kreis- 
linie der Halbmesser gezogen wird, so muss dieser auf der berüh- 
renden Geraden senkrecht sein“ 


ohne den indirecten Beweis, den er giebt, aus dem nächst vorher- 
gehenden Lehrsatze: 

Die gerade Linie, welche auf dem Halbmesser in dem End 
punkte senkrecht errichtet wird, berührt die Kreislinie; 


„jede andere Gerade aber, die durch eben diesen Punkt (also 
schief gegen den Halbmesser) gezogen wird, schneidet die Kreis- 
linie noch in einem zweiten Punkte. “ 


Denn hieraus folgt durch Contraposition unmittelbar: 

‚Wenn eine Gerade eine Kreislinie in einem Punkte nicht 
schneidet, sondern berührt, so steht sie nicht schief auf dem Halb- 
messer dieses Punktes “ | 
und dieser Satz ist dem zu erweisenden gleichgeltend. 


3. Oft kommt zu erweisen, dass unter mehreren möglichen 
Gegenständen einer Art nur ein einziger eine beschriebene Eigen- 
schaft besitze. In einem solchen Falle umgeht man den indirecten 
Beweis , wenn man darthut, dass, sobald. man sich ausser jenem 
ausgezeichneten Gegenstande noch was immer für einen dieser Art 
denken will, er die angeführte Eigenschaft nicht, oder das Gegen- 
theil derselben besitzt. Zuweilen ist dazu erforderlich, die Defini- 
tion dieser Eigenschaft und ihres Gegentheils in dem zu erweisen- 
den Lehrsatze zu wiederholen. 


Beispiell. Soll der Satz bewiesen werden: 


„Jede begrenzte Linie hat nur Einen Halbirungspunkt “, 
so zeigt man, dass jeder andere Punkt, den man sich ausser dem 
angenommenen Halbirungspunkte denken will, die Linie in zwei 
Theile zerschneidet, von denen einer kleiner, der andere grösser 
äls die Hälfte ist, die also ungleich sind. 


Beispiel 2. Den Satz: 

„Durch einen Punkt ist auf eine Gerade nur eine einzige Senk- 
rechte möglich “ Er 
beweist man, indem man durch diesen Punkt ausser der angenom- 
menen Senkrechten noch eine beliebige andere gerade Linie führt 
und von ihr nachweist, dass sie mit der gegebenen ungleiche 
Nebenwinkel bildet, also nicht senkrecht, sondern schief auf die- 
ser steht. | 

4. Häufig hat man zu beweisen, dass irgend einem Gegen- 
stande, z. B. einer Linie, insbesondere einer geraden, oder einer 
Fläche, insbesondere einer ebenen, mehrere solche Eigenschaften 
zugleich zukommen, von denen jede, an und: für sich allein betrach- 
tet, nur einem einzigen derartigen Gegenstande anhaften kann. 
In einem solchen Falle denkt man sich, nebst dem angenommenen 
mit einer derlei Eigenschaft begabten einzig möglichen HEREUSALEE, 
noch einen weiteren mit einer solchen Eigenschaft, von der bereits 
nachgewiesen ist, dass mit ihr nothwendig auch jede der übrigen, . 
also auch jene vorausgesetzte, verknüpft ist; und schliesst dar- 
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aus, dass jener Gegenstand mit diesem ganz identisch sein muss, 
folglich dass auch ihm alle übrigen genannten Eigenschaften 
zukommen. 

Man habe nämlich allgemein folgende zwei Urtheile bereits 
festgestellt: 

1) ‚‚Nur ein einziges Subject kann jedesmal eines der Merk- 
male a, b, c, d.... einzeln besitzen.“ 

2) „Wenn unter gewissen Umständen ein solches Subject das 
Merkmal «a besitzt, so kommen ihm auch alle übrigen Merkmale 
b, c,d.... vereint zu.“ 


Dann gilt auch das folgende Urtheil: 

‚ Wenn unter denselben Umständen ein Subject S eines der 
letzteren Merkmale 5, c, d.... ohne a besitzt, so besitzt es auch 
alle übrigen, 

d. h. wenn S,5 ist, so ist auch S,acd.... 
wenn S,c ist, so ist auch. S,abd.... 
wenn S,d ist, so vr auch S,abc.... 

u4ur8.1.© 


kurz die Merkmale a, d, e, d... können unter diesen Umständen 
nicht von einander getrennt, sondern nur vereint bestehen ; sie 
stehen und fallen mit einander. 


Es genügt hier nur den einen Satz: 
„Wenn S,5 ist, so istauch S,acd...“ 
zu erweisen, da die übrigen ihm analog sind. 


Man denke sich unter den hier stets bedungenen Umständen 
das einzig mögliche Subject 5’, dem das Merkmal « zukommt; 
dann besitzt es auch das Merkmal 5, vermöge des zweiten als 
erwiesen vorausgesetzten Satzes. Allein dieses Merkmal ö kommt 
zufolge der Annahme dem Subjecte S zu und kann nach dem 
ersten, als bereits für gültig anerkannten Satze, nur einem einzigen 
Subjecte eigen sein; folglich muss das Subject $ mit $’ Knrkrlol 
ganz das nemliche Eine sein; mithin kommt diesem Subjecte 8 
auch das Merkmal a und daher, gemäss dem zweiten Satze, auch 
die weiteren Merkmale ce, d.... zu. 

Beispiel 1. Die Planimetrie erweist folgenden Satz: 


„Jede Gerade, die in einem Dreiecke zu einer Seite parallel 
geführt wird, zerschneidet die beiden anderen Seiten proportional“ 
(d. i. so, dass die von einer gemeinsamen Spitze_ aus auf ihnen 
abgeschnittenen Stücke den übrig bleibenden Stücken und den gan- 
‘zen Seiten selbst direct proportional sind). 

Dieser Satz umgekehrt lautet: 

„Eine Gerade, die zwei Seiten eines Dreieckes proportional 
zerschneidet, ist zur dritten Seite parallel‘ und wird gewöhnlich 
indirect, auf folgende Weise aber auch direct erwiesen. 

Jede begrenzte Linie kann von einem angewiesenen Grenz- 
punkte zum anderen hin in einem angegebenen Verhältnisse nur 
auf Eine Weise, d. i. durch einen einzigen Punkt, in zwei Theile 

etheilt werden. Man kann .daher den Einschnitt der Geraden in 

ie erste Seite entweder frei, oder erst durch dieses Verhältniss 
bestimmt ansehen; dann _theilt auch nur Ein Punkt die zweite 
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Seite in demselben Verhältnisse, in welchem die erste bereits 
getheilt ist. Durch zwei Punkte ist nur Eine Gerade denkbar; 
also hier auch nur Eine Gerade, welche die zwei Seiten in gleichem 
Verhältnisse zerschneidet. Durch einen Punkt ist zu einer Gera- 
den nur Eine parallele Gerade möglich ; also durch jenen Thei- 
lungspunkt der ersten Seite auch bloss Eine ‚parallele‘ Gerade zur 
dritten Seite. Diese parallele zerschneidet aber die beiden 'ande- 
ren Seiten in gleichem Verhältnisse. Mithin ist jene proportional 
zerschneidende Gerade mit dieser parallelen identisch, d. h. selbst 
parallel zur dritten Seite. 


Beispiel 2. In jedem Dreiecke hat a) jeder Winkel nur 
Eine Halbirungslinie, 6) aus jeder Spitze lässt sich auf die gegen- 
über stehende Seite nur Eine Senkrechte fällen, c) jede Spitze 
kann nur durch Eine Gerade mit dem Halbirungspunkte der Gegen- 
seite verbunden werden, und d) in dem Halbirungspunkte jeder 
Seite lässt sich nur Eine Gerade auf die Seite Bene aufstellen. 


Nun kommt aber im gleichschenkligen Dreiecke am Scheitel 
desselben derjenigen Geraden, welche die erste Eigenschaft besitzt, 
auch jede der drei übrigen zu; mithin sind in diesem besonderen 
Falle die angeführten 4 Eigenschaften unzertrennlich ‚mit einander 
verbunden, jede einzelne zieht die drei übrigen nach sich. Dar- 
nach ergeben sich als vollkommen begründet die bekannten:4 Sätze 
von der Halbirungslinie des Winkels am Scheitel im. gleichschenk- 
ligen Dreiecke. | 


5. , Zuweilen hilft man sich auch schon damit, dass man den 
zu erweisenden Satz nicht im voraus vollständig in. Zeichen dar- 
stellt, die ihn erläuternde geometrische Figur nicht ganz auszeich- 
net, sondern erst im Beweise die nöthigen Zeichen oder räumlichen 
Gegenstände einführt. So z. B. lässt sich der Satz: 


„die Mitte der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks liegt 
von den Spitzen desselben gleich weit ab“, | 


den Euklid. indirect erweist, direct erweisen, wenn man den rechten 
Winkel durch eine Richtung so zertheilt,‘ dass diese, mit. jeder 
Kathete einen eben so grossen Winkel als die Hypotenuse bildet, 
Denn diese-Richtung schneidet in die Hypotenuse ein, an. jeder 
Kathete liegen gleiche Winkel, also in den. entstandenen beiden 
Dreiecken diesen Winkeln gegenüber gleiche Seiten. Mithin ist 
jener Einschnittspunkt in die Hypotenuse von allen drei Spitzen 
‚des Dreiecks gleich weit entfernt, und also auch die Mitte der 
Hypotenuse. 


6. Andere Wege, auf denen man in besonderen Fällen die 
indirecten Beweise umgeht, gestatten endlich nicht wohl eine all- 


semeine Darlegung. 
So z. B. der Satz: 


.» Wenn zwei in einer Ebene enthaltene unendliche Geraden von 
einer dritten. unter gleichen Wechselwinkeln geschnitten werden, 
so schneiden sie ‚sich nicht“, 


wird bewiesen, indem man die zu beiden Seiten der Schneidenden 
gelegenen Paare von Richtungen, was hier möglich ist, zur Deekung 
bringt und nun statt des hier gewöhnlichen indireeten Beweises 
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direct, wie folgt, schliesst *).. ‚Wenn zwei Paare gerader Linien 
mit einander zusammenfallend gedacht werden können, so müssen, 
wenn die Geraden des einen Paares sich schneiden, auch die des 
anderen Paares sich schneiden, und wenn jene von einander 
getrennt bleiben, auch diese überall aus einander bleiben. Daher 
müssen ‘die ‚beiden betrachteten unbegrenzten Geraden entweder 
zu beiden Seiten der Schneidenden getrennt bleiben oder auf beiden 
Seiten zusammentreflen... Das Letztere ist jedoch undenkbar ‚ weil 
zwei Gerade höchstens Einen Punkt gemein haben können; mithin 
‚ gilt das Erstere, nämlich die Geraden treffen sich nirgends. 


> 8 


Ueber die Vermeidung der inductorischen Beweise 
in der Mathematik. | 


l. Die Inductions- Beweise werden, wegen ihrer zu grossen 
Weitläufigkeit, in der Mathematik nur als Nothbehelfe ‚verwendet, 
wo andere präcise Beweise mangeln Denn vorerst muss aus meh- 
reren einzelnen, an. oder nach einander gereihten. Fällen das 
Gemeinsame .oder ‚allgemein ‘Gültige abstrahirt und als in einigen 
ersten Fällen gültig nachgewiesen werden. Dann ist zu erweisen, 
dass Sobald dies als wahrscheinlich hingestellte Gesetz: bis zu einem 
gewissen Falle gültig ist, es auch noch bis zu dem nächst folgen- 
den Falle gelten müsse. Dadurch erst erlangt man die Ueberzeu- 
gung, dass das aufgestellte Gesetz oder der zu beweisende' Satz 
allgemeine Gültigkeit besitzt; und der Inductionsbeweis heisst 
so fort vervollständigt. Nicht bloss, dass dadurch der Zug des 
 Beweises sich sehr verlängert, so erfährt man durch ihn auch nur, 
wie jeder folgende Fall mit dem nächst früheren zusammenhängt, 
keineswegs aber gewinnt fuan eine helle Einsicht in den nothwen- 
digen Zusammenhang des zu erweisenden Satzes mit seinen Beweis- 
gründen; die Kraft des Beweises, der nervus probandi, wird 
gleichsam verdunkelt oder versteckt gehalten. | 


2. Wo daher der inductorische Beweis sich vermeiden lässt, 
da sollte man ihn immer durch einen auf sein Ziel gerade losge- 
henden direeten Beweis ersetzen. 


Beispiel 1. So wurde sonst der binomische Lehrsatz in der 
Algebra für ganze absölute Exponenten inductorisch erwiesen, wie 
er selbst durch Induction entdeckt worden war. Allein wie voll- 
ständig und richtig der Beweis auch hingestellt werden mag, so 
gewährt er doch dem denkenden Geiste keine deutliche und leben- 
dige Ueberzeugung, weil man nicht den nothwendigen Zusammen- 
hang des Bildungsgesetzes der Coefficienten der einzelnen Glieder 
mit dem Bau der Potenzen einsieht. Heut zu Tage, wo die Com- 
binationslehre auf den hinreichenden Grad ausgebildet ist, wird 
jener inductorische Beweis durch den directen combinatorischen 
als den überzeugendsten ersetzt. 


ab *) Vergl. De Veley elements ‘de geometrie. 3 edit. Geneve 1830, 
pag.;24. num..29.. Ohm. M. ebene Raumgrössenlehre. 2 Aufl... Ber- 
lin, .1835.:.8. 111. 8. 22, | 
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Beispiel 2. Eben so kann der Satz: 


„Das Product mehrerer Zahlen gibt durch jede Zahl getheilt 
denselben Rest, wie das Product der Reste der Factoren nach 
dem nemlichen Theiler “ 


induetorisch erwiesen werden, befriedigender ‘aber ‚direct auf fol- 
gende Weise. i | | \ | 

Geben die Factoren des Productes durch den Theiler ? getheilt 
die Quoti a, db, e,....m und die Reste «, ß, y,....u, so sind die 
nach einander folgenden Factoren at+a, bt+P, et+Yy;,....mi+u, 
daher das Product selbst - 

(at+«) (bt+B) (et4y)....(mt+u). 

Denkt man sich nun die Multiplication ausgeführt und das 
Endresultat nicht redueirt, so liefert in jedes Theilproduet dieses 
nicht reducirten Endproductes jeder der zweigliedrigen Factoren 
ein Glied, sein erstes oder sein zweites; ‘daher muss es ein, und 
zwar nur ein einziges, Theilproduct geben, welches bloss die zwei- 
ten Glieder der Factoren, also gar kein erstes Glied eines Factors, 
in sich vereint und daher = «aßy...u ist. Jedes der übrigen 
Theilproducte aber muss wenigstens aus Einem Factor das erste 
Glied in sich aufnehmen, folglich sowie dieses erste Glied selbst 
durch den Theiler £ theilbar sein; mithin nimmt es äuf den Rest 
des ganzen Productes gar keinen Einfluss, sondern bloss jenes ein 
zige Theilproduct &ßy....u, nemlich das Product der Reste 
der einzelnen Factoren. 


3. Die neuere höhere Analysıs nimmt es mit der Induction 
ewöhnlich nicht sehr genau und dies nicht. ganz ohne Recht. 
ak oft ersieht man nämlich an den Gliedern einer Reihe, an 
mehreren nach einander folgenden Ausdrücken oder Gleichungen, . 
welche aus einer Untersuchung nach und nach sich entwickeln, 
ein bestimmtes Bildungsgesetz so deutlich ausgesprochen, dass es 
für nutzlose Weitläufigkeit gehalten würde, wenn man die vollkom- 
mene Gültigkeit dieses Gesetzes erst noch umständlich nachweisen 
wollte, da man doch den Gang der successiven Entwickelung 
leicht überschaut und an der Richtigkeit der ohne Mühe hinzu- 
stellenden allgemeinen Formen solcher Ausdrücke oder Gleichungen 
auch nicht den mindesten Anstand findet. Belege hiezu geben 
z. B. die Reihenentwickelungen der Exponentiellen, Logarithmen, 
Sinus, Cosinus u. dgl. mittels der Methode der unbestimmten 
Coeffieienten. 


V. 


Ueber die Umgehung der logischen Divisionen und 
Distinetionen in mathematischen Beweisen. 
% u 


Die logische Division fordert die vollständige Aufzählung aller 
einem höheren Begriffe untergeordneten und einander selbst beige- 
ordneten Begriffe. Von ihr wird in der Mathematik häufig Gebrauch 
gemacht, wenn die Gültigkeit eines Theorems für alle verschiede- 
nen möglichen Fälle erwiesen werden soll. Es lässt sich jedoeh 
nicht verkennen, dass dadurch der Beweis weitläufig und mühsamer 
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zu übersehen ausfällt. Darum bleibt es vortheilhaft, dergleichen 
Eintheilungen und Unterscheidungen überall, wo es ohne Beein- 
trächtigung der Strenge und Allgemeinheit des Beweises geschehen 
kann, bei Seite zu lassen. Wie dies in einzelnen Fällen zu leisten 
sei, soll hier gezeigt werden. 


‚Beispiel 1. Ein in der Mathematik, besonders in der Geo- 
metrie, oft vorkommender Fall ist der, wo die Gleichheit zweier 
Grössen A’ und D indireet zu erweisen ist. Hier schliesst man 
gewöhnlich also: „Könnte A nicht = D sein, so müsste entwe- 
der A>B oder A<B sein.“ Und dann zeigt man, dass weder 
jenes noch dieses bestehen kann. Allein immer lässt sich der 

achsatz hier so wenden: ‚‚Wären die Grössen A und B ungleich, 
so müsste eine aus ihnen die grössere sein; sei diese die A, näm- 
lich A>B.‘“ Hat man dann nur dieses Eine, dass die zwei Grös- 
sen nicht ungleich sein können, erwiesen, So müssen sie noth- 
wendig einander gleich sein. 


Beispiel 2. Der planimetrische Satz: 


„Parallelogramme von gleichen Grundlinien und Höhen 
sind gleich “ | 


wird von Euklid erwiesen, indem er die Parallelogramme auf einer- 
lei Grundlinie zwischen dieselben zwei parallelen Geraden stellt 
und dabei die hier möglichen drei Fälle unterscheidet, je nachdem 
ein Grenzpunkt der zur Grundlinie parallelen Seite entweder 
zwischen die Grenzpunkte oder auf einen Grenzpunkt oder end- 
lich ausserhalb beider Grenzpunkte der analogen Seite im andern 
Parallelogramm zu liegen kommt. Man bedarf jedoch dieser Unter- 
scheidung gar nicht, wenn man die Parallelogramme nicht als 
Summen, sondern als Unterschiede congruenter Trapeze und Drei- 
ecke darstellt *), indem man bloss die beiden Dreiecke, deren Con- 
Sieber man jedesmal erweisen muss, von dem entstandenen ganzen 

räpeze abzieht, wornach theils das eine, theils das andere 
Parallelogramm übrig bleibt. _Aehnlich verfährt man auch, wenn 
man erweisen will, dass Parallelepipede von gleichen Grundebenen 
und Höhen gleich sind **). | 


*) Vergl. Leslie T. Geometrical Analysis, Vega Vorles. über Mathe- 
matik. 7 Aufl., herausgegeben von Matzka. Wien 1835. / 
**) Vergl. Nr. IV. meines Aufsatzes im Archiv. Bd. 4. Heft 4. S. 362. 


Theil VI. 24 
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xLV. 


Goniometrische Auflösung dreier Glei- 
chungen von der Form ax + by-+ cz 
=i, qax+b,y+c2=1,X+y+2’—1. 


Von 
dem Herausgeber. 


Wegen der dritten der drei aufzulösenden Gleichungen ist man 
berechtigt | 


{2=008pcosY, 
1) Ivo pPCosYy, 
z=sin 
zu setzen, und hat dann bloss die beiden folgenden Gleichungen 
aufzulösen: 
acospcosyp +bsinpcospy-+esiny=i, 
) a, c0spcosy-+b, sinpcosy-+c, sny=i,. 


Bringt man diese Gleichungen auf die Form 


(acosp-+bsing)cosy-tesiny=i, 
(a, cosp+b, sin 9) cosy-+Lc, sin vl; 


und bestimmt aus denselben siny und cosı» durch gewöhnliche 
algebraische Elimination, so erhält man: | 


(ai, —ia,)cosp-+ (bi, —ib,)sinp 





i sn y = (ac, — ca,) cos o+(be, — cbı) sing’ 
BI Au 1 ee 
UN (ae — Cdı) C0OSp +(bcı I; ch.) sin p 


Weil nun sin w®+cos w?—=]1 ist, so ist, wie man leicht findet: 
5) f(acı —caı)” — (alı —iaı)”} cos @? 
+ (be, —cb,)? — (bi, — ib,)? \ sin p2 
— 2 | (aiı —ia,) (bir — ib1) — (acı — ca,) (bei — ch,)}Sinp cos 
— (eiı — iCı)? > t 
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aus welcher Gleichung 9 bestiniut werden muss. Setzt man aber 
in derselben 


cosp?—=3 (14 cos2p), sinp®—=3(1—cos2p), sinpcosp=1!sin?p; 
so. erhält sie folgende Gestalt: 


6) 2 { (ai, — ia, ) (bir — ibı) es (acı Free caı) (bcı — cbı)} sin? 0) 
— (ac, — ca,)? — (bci — cb,)? — (aiı —ia,)? + (bi, —ib1)? cos? 
— (ac, — ca,)? + (be, —cb,)?” — (ai, —ia,)? — (bi — ib)? 
—— 2 (ciı —ic,)”. 
Berechnet man jetzt den Hülfswinkel © mittelst der Formel: 


.D)tan = 
(acı — ca,)? — (be, — cb1)? — (ai, —ia,)? + (bi, —ib,)? 
2} (adı —iaı) (bi —ib,) — (acı — caı) (bei —cb,)} ? 


so erhält man nach einigen leichten Reductionen zur Berechnung 
von @ den folgenden Ausdruck: 


8) sin 29— ©) = 
(ac, —ca,)’+bcı—ch, )2—(ai,ı -ia,)?— (bi, —ib,)? —2 (ci, —ic,)? 


2} (ai, —ia,) (bi, — ib, ) — (acı — caı) (bci — cb,)} re 


Nach einer sehr bekannten arithmetischen Transformation erge- 
ben sich aber hieraus zur Berechnung von 9 die folgenden Aus- 
drücke. Man berechne zuerst die Hülfsgrössen A, B, C mittelst 
der Formeln: 


Hh late +) BY. nes )—aı (e—i)} 
2} (adı — ia,) (biı —ib1) — (ac, — ca,) (bei — ch Pur 
3 Ip etw Hd Wed 
ai, ia) (bii ib) lachen 
u (etı —ic,)” 
(ai, —ia,) (bi, — ib) — (acı — caı) (bei — ch, Ar 





dann hat man zur Berechnung von © und @ die folgenden Ausdrücke: 


tan =A—B, 
sin 29— 0) —=(A+B— C)cos 9. 
Die Grösse ı findet man, nachdem man 9 gefunden hat, mit- 


telst der Formeln 4), oder besser mittelst der aus denselben flies- 
senden Gleichung: 


10) 





11) tangvy=— ho 9 Ce, Sin @: 
"Setzt man CAFE 
2 —ib, 
0) —— 
* | 12) tango = ee 


24* 
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so ist 

ai, —iadı COS (P— w) 

13 tane = + ® . Tegel. 
) 5Y Cl —ICı ! cos © 


Die Möglichkeit der Auflösung hängt, wie sogleich aus den 


Gleichungen 10) geschlossen wird, davon ab, dass der absolute 


Werth der Grösse | 
(A+B—-C)cos9 . 


nicht grösser als die Einheit ist, eine Bedingung, die wir daher 
von It an im Folgenden als erfüllt voraussetzen wollen. 

ezeichnen wir nun durch x den, absolut genommen, klein- 
sten Werth, welchen 29 — ® der zweiten der Gleichungen 10) zu- 
folge haben kann, so ist bekanntlich, wenn & eine beliebige posi- 
tive oder negative ganze Zahl bezeichnet, entweder 


29 —-9=ur2kn 
oder 
29 —-9=(2k+D)n—u; 
und folglich entweder 
| N 2» =u+9+2%n 
oder 
| 9p=@k+Da— (u 0); 
also entweder 
p=4u+9)+ kr 
oder 
9=;,(n—u+9)+ km. 
Daher ist entweder 
sin p=(—)#sin (a4 9), cosp=(—T)* cos! (u ©) 
oder 
sn g=(— 1) sin! (r—u+ 09), cosp=(— D)kcos! BEN: 9). 
Folglich ist nach 4) entweder | 


(air —ia) cos} (u+ 9)+ (bi, —ib,) sin4(u-+9) 
PT ac, —caı) 608; (u+ ©) + (be, —eh,)sinz@Fo) 
s ci —ic, 
(UT, — em) eos: (ur OF le, eh)ent ro) 
oder ” “w' 
.  „(an—ia) 60s3(@—u40)+ (biı —ibı) sin} (e—u-+0) 
sıny * (acı — ca,) 6083 (R—u+0)+ (be, —cbı) sin! (a—u+09) 
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u. di gen hin blasen! Sin Abs unoh 
” (ac, —ca,) cos} (n—u49) + (be, —cb,) sin! (n—u+9) 


Also ist entweder 


cos Yy= 


T=C08 P cos y 
Bu (ciı —ic,) cosz3 (u-+0) 
7 (acı —Caı) cos} (u+9) + (bcı — cbı) sin} (u-+0)’ 
y=sinpcosYy 
(acı—caı) cos} (u+9)+(be, —Cb,) sin 3 (u+0)' 
z=siny 
_ laiı —ia,) cosg (u +9) + (biı — ibı) sin 3 (u + ©) 
— (acı —caı) cos4(u+9)+(be,—cb,) sin} (u+9) 
‚ oder 
C=C0SPCos Y 
PRR, (ciı —ic,) cos3 (n—u+0) | 
— 7 (acı — ca,) cos 4(r—u+9)+ (bei —ch,) sin! (n—u+0) 
Y=sin@ cos 
L ‘ (ei, —icı) sin!(r —u-+60) 
— (ac, —ca,) cos4(na—u+409)+ (be, —cbı) sin! (a —u409)' 
z—=sinY 
__(aiı —ia,) cos3 (r —u+9) + (bir — ib,)sins (r—u+ 0) 
— (acı —ca,) cos} (rn —u +0) +(bcı — cbı) sin! (n—u+9) 
Aus dieser Betrachtung geht, weil überhaupt 





(ci, —icı) coSsp 


ET TE — caı) cosp-+(bce, —ch.)singp’ 


CB. ER, R (ci, —icı) sin p 
BERRIUIREOS NT (acı — caı) cosp+(beı —ch,)sinp’ 
j (atı —iaı) cos o-+ (bi, en ibı) sin 9 


ee (acı — ca,) cos p-+(bcı —cÖ,) sinp 


ist, unzweideutig hervor, dass man zur Erreichung völliger Allge- 
meinheit bloss 


_ $3(@+60) 
1, a 
zu setzen braucht. t 


Wenn man » mittelst der Formel 13) berechnet, und den, abso- 
lut genommen, kleinsten Werth von w durch » bezeichnet, so ist, 
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indem % wieder eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 
bezeichnet, | NR 


15) Vv=v4 kr, 
und folglich 
siny—=(—1)ksinv, cosy—=(—])*cosp, - 


woraus man sieht, dass die, geraden und ungeraden Werthen von 
k entsprechenden Werthe von sin » und von cos ı» immer ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben. Ob man nun für % eine gerade 
oder ungerade, übrigens an sich willkührliche, ganze Zahl setzen 
muss, ist nach den Vorzeichen zu beurtheilen, welche sin ı und 
cos ab in Folge der Formeln 4) haben müssen. 
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XLVI 


Veber die Genauigkeit der 
Metten- Messungen. 


(Dritter Nachtrag zur Ausgleichungsrechnung *). 


Von dem 
Herrn Professor Dr. Gerling zu Marburg. 


In meiner Ausgleichungs-Rechnung (8. 44) habe ich 
darauf aufmerksam gemacht, dass wir noch im Dunkeln darüber 
seien, wie. der mittlere Fehler der Kettenmessungen mit der 
Länge der gebrauchten Kette und der Länge der gemessenen 
Linie zusammenhänge; und dass also hier verdienstliche Unter- 
suchungen noch, anzustellen blieben. 

Diesem Geschäft hat sich Herr W. Handschuh aus Fulda 
nun unterzogen, welcher, nachdem er bereits längere Zeit als 
Kataster- Geometer gearbeitet, jetzt hier studirt. Derselbe über- 
brachte mir nämlich bei seiner Herkunft eine Reihe von 200 Mes- 
sungen, welche er, veranlasst durch jene Bemerkung, im vorigen 
Herbst im Fuldaischen angestellt hatte, und deren Ergebniss ich 
den Praktikern im Folgenden mittheile. 

“Hr. Handschuh hatte in einem nach dem Augenmaass ebenen 
Wiesen-Thal mit ziemlich festem Untergrund fünf Linien abgesteckt, 
von 20,3; 49,5; 65,0; 79,9 und 100,0 Ruthen, 
und jede derselben zehnmal mit der fünfruthigen, mit der dreiruthigen 
und der zweiruthigen Kette gemessen, indem er bei jeder einzelnen 
Messung die letzten Ueberschüsse an einem Zollstab ablas, und 
nach je zehn Messungen seine Kette an einer Normal-Ruthe revi- 
_ dirte, sie auch, wenn sich Abänderungen zeigten, sammt den 

Messungen berichtigte. 

Zu diesen 150 Messungen hatte er nun aber noch weitere 50 
hinzugefügt, zu dem Zweck eines entscheidenden Versuchs über 
das Verhältniss der Genauigkeit in den Ketten-Messungen und den 
Maass-Stab-Messungen. Jede der obigen Linien wurde nämlich auch 


*) Die beiden ersten siehe Theil VI. Heft 2. S. 141. 
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zehnmal mit zwei Ruthen-Stäben durchgemessen, so dass der eine 
auf dem horizontalen Boden angedrückt gehalten und der andere 
dann vorsichtig daran gestossen wurde. 


Ich lasse nun zuerst die Original- Beobachtungen hier folgen: 


Original-Beobachtungen. 








20,324 | 49,506 | 64,934 | 79,910. 
20.322 | 49,517 | 64.985 |. 79,880 | 99.991 
20.353 | 49.500 |. 64,956 | 79,912 | 100.030 
20.327 | 49,512 | 65.000 | 79.891 | 100.000 
Fünfruthige | 20,330 | 49,468 | 65,034 | 79,895 | 100,030 
Ketin, 20.330. | 49.460 | 65.000 | 79,850 | 100.050 
20.342 | 49.450 | 64,970 | 79.844 | 100.010 
20.331 | 49.477 | 64.955 | 79.850 | 100.020 
20.346.| 49.450 | 64.925 | 79.885 | 100,030 
20.334 | 49.440 \ 64.930- | 79,851 | 100,000 
20,360 | 49,467 | 64,900 |: 79,860 | 100,065 
20.340 | 49,490 | 64.920 | 79.850 | 100,115 
20.340 | 49.480 | 64.900 | 79.860 | 100.050 
20.340 | 49,510 | 64.910 | 79.873 | 100,03 
Dreiruthige | 20.345 | 49.490 | 64.960 | 79,860 | 99,965 
Kette. 20.315 | 49500 | 64.900 | 79.850 | 100.065 
20.330 | 49'530 | 64.890 | 79.875 | 100.070 
20.320 | 49,535 | 64.920 | 79.860 | 100,120 
20.235 | 49,550 | 64.960 | 79,855 | 100,037 
20.320 | 49.490 | 64.960 | 79,850 | 99.960 
20,355 |. 49,490 | 64,850 | 79,885 | 100,000: 
20.330 | 49.470 | 64.920 | 79.835 | 100.001 
20.320 | 49.440 | 64.860 | 79.900 | 100.004 
20.350 | 49.445 | 64.875 | 79.875 | 99.996 
Zweiruthige | 20.320 | 49,460 | 64,880 | 79,915 | 100,020 
Käse, 20.330 | 49.453 | 64.870 | 79.880 | 99.990 
20.340 | 49.435 | 64.910 | 79.862 | 100.005 
20.335 | 49,443 | 64.905 | 79.856 | 99.995 
20,330 | 49.465 | 64,890 | 79.850 |. 99,991 
20.330 | 49,485 |. 64.880 | 79.865 | 100.000 
20,360 | 49,544 | 65,000. \ 80,000. | 100,180 
20.360 | 49.540 | 64.996 | 80.012 | 100,180 
20.360 | 49,541 | 64.990 | 80.013 | 100,180 
ae 
h 542 | 64.996 | 80. 
Maass-Stäbe. | o0353 | 49,543 | 64.990 | 80.003. | 100,160 
20.356 | 49.542 | 64.991 | 80.006 | 100,163 
20.255 | 49.549 | 65.000 | 80.003 | 100,170 
20.356 | 49.543 | 64.993 | 80.004 | 100,160 
20.360 | 49,543 | 64.987 ! 80.006 | 100,165 


Erste 
Linie, 


Linie. 


Zweite 





Dritte 


Linie. 





Vierte 


Linie. 
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Wir haben nun diese Messungen gemeinschaftlich in Rech- 
nung genommen auf folgende Weise. 


Zuerst nahmen wir die arithmetischen Mittel aus je zehn Mes- 
sungen und fanden: R 


fünfruthige Kette 20,3339 49,4780 64,9689 79,8768 100,0161 
dreiruthige , 20,3345 49,5042 64,9220 79,8593 (100,0472) 
zweiruthige , 20,3340 49,4586 64,8870 79,8743 100,0002 


Maass - Stäbe 20,3572 49,5430 64,9932 80,0065 100,1694. 


Hiezu ist zweierlei zu. bemerken. a) Die Messungen der fünften 
Linie mit der dreiruthigen Kette wurden ‚‚nach dem Erfolg _ausge- 
schlossen “, weil sich für die Abweichung der protocollarische 
Grund fand, dass ein eingetretenes Regenwetter den Boden er- 
weichte und die Genauigkeit beeinträchtigte. Oben ist deshalb das 
betreffende Mittel in Parenthesen eingeschlossen. 5) Die Mittel aus 
den Maass-Stab-Messungen zeigen sich sämmtlich etwas grösser als 
die aus den Ketten-Messungen. Diese Erscheinung erklärt sich 
wahrscheinlich aus dem kleinen Unterschied der hier gebrauchten 
Maass-Stäbe von dem Normal-Stab, worauf die Ketten regulirt waren, 
oder auch daraus, dass die Ketten bei der Regulirung nicht ganz 
dieselbe Spannung hatten, welche die Kettenzieher ihnen nachher 
im Felde gewohnheitsmässig gaben. Sie ist aber für den Zweck 
der Vergleichung der Genauigkeit offenbar ganz unschädlich, indem 
es hiebei nicht auf das absolute Maass ankommt. 


Die gewonnenen Mittel benutzten wir nun zur Berechnung des 
mittleren Fehlers (m nach $. 16. und $. 20.) für die einzelne Messung 
in der einzelnen Linie, und fanden 


fünfruthige Kette 0,0100 0,0286 0,0357 0,0260 0,0188 
dreiruthige ,, 0,0136 0,0265 0,0276 0,0083 
zweiruthige , 0,0115 0,0189 0,0190 0,0211 0,0085 


Maass-Stäbe 0,0026 0,0024 0,0046 0,0044 0,0088. 


Hieraus scheinen nun drei Thatsachen hervorzugehen, die 
wir, bis weitere Beobachtungen darüber etwa anders bestimmen, 
für entschieden halten müssen. Nämlich: 


1) Es ist irrig, wenn man glaubt, der mittlere Fehler sei un- 
abhängig von der Länge der Kette. ‘Im Gegentheil zeigt 
sich hier, dass die Genauigkeit im Allgemeinen abnimmt, 
wenn man mit einer längern Kette misst. 


2) Es ist irrig, wenn man den mittleren Fehler der Länge der 
gemessenen Linie proportional setzt. Im Gegentheil zeigt 
sich hier, dass er in längeren Linien geringer sein kann als 
in kürzeren. 


3) Es ist auch irrig, wenn man glaubt, die Ketten-Messung sei 
im Allgemeinen der Maass-Stab- Messung beim Auflegen auf 
den Boden vorzuziehen. Im Gegentheil zeigt sich, dass ein 
in beiderlei Messungen gleich geübter Geometer mit dem 
Maass-Stab auch bei unmittelbarem Auflegen auf den Boden 
bedeutend genauer misst als mit der Kette. 


. Um die Verschiedenheiten der obigen mittleren Fehler besser 
zu übersehen verzeichneten wir nun 4 ‘Curven, bei welchen die 
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gemessenen Längen der Linien als Abscissen, jene m als Ordina- 
ten aufgetragen waren. Hiebei zeigt sich für die Maass-Stab- 
Messungen ein langsames, beinahe stetiges Ansteigen; so dass 
man in erster Annäherung wohl den mittleren Fehler der gemesse- 
nen Länge proportional setzen darf. Dagegen findet sich bei den 
Ketten-Messungen ein ziemlich gleichförmiges Ansteigen nur 
bis zu 656 Ruthen gemessener Länge; von da an fällt die Curve 
für die dreiruthige Kette rasch, die für die fünfruthige Kette lang- 
sam, die für die zweiruthige Kette aber steigt noch ein wenig, um 
nachher auch namhaft zu fallen. Demnach sollte es beinahe schei- 
nen, als sei der mittlere Fehler von der gemessenen Länge perio- 
disch abhängig. Offenbar sind aber der Beobachtungen viel zu 
wenig, als dass man berechtigt wäre, ein so auffallendes Resul- 
tat dadurch schon für entschieden zu.halten, wenn gleich anderer- 
seits es auch nicht geradezu für absurd erklärt werden darf. 

Von dem Anschliessen einer Formel an diese Curven mussten 
wir abstehen,, indem sie dazu weder ausgedehnt noch regelmässig 
genug schienen. Doch wurden uns zwei Umstände bei dieser Gele- 
genheit klar, welche, wenn sie früher schon zur Sprache hätten 
kommen können, Herrn Handschuh veranlasst haben würden, die 
Messungen etwas anders einzurichten, und deshalb für den mög- 
lichen Fall einer Wiederholung dieser Arbeit hier angeführt zu 
werden verdienen. Nämlich Jh 


a) Es würde gewiss bequemer für die Bearbeitung und vielleicht 
auch sicherer für das Resultat gewesen sein, wenn die Längen 
der gemessenen Linien näher in arithmetischer Progression gestan- 
den hätten. Ich würde also, wenn die Arbeit jetzt erst zu machen 
wäre, vorschlagen, für die fünfruthige und die zweiruthige Kette 
die Linien, statt der obigen Längen, möglichst genau zu 


20; 40; 60; 80 und 100 Ruthen 
zu nehmen, für die dreiruthige Kette aber zu 
21; 39; 60; 81 und 99 Ruthen. 


b) Bei den Ketten-Messungen haben wir es eigentlich wenig- 
stens mit zwei verschiedenen Fehlern zu thun, welche einzeln zu 
untersuchen bleiben, dem der vollen Kettenlänge, welcher sich so 
oft wiederholt als die Kette ausgelegt wird, und dem des Ueber- 
schusses über die letzte Auslegung. Bezeichnet man nun ersteren 
Fehler mit m:, letzteren mit m„, die Anzahl der vollen Auslegun- 
gen mit a, den mittleren Fehler der gemessenen Längen mit mı; 
so gilt bekamntlich (siehe S. 71, 82 und 90) die Formel 


m=N amım: + mumu- 


Demnach war es nicht dem Zwecke vollständig entsprechend, 
dass in den verschiedenen Linien die Ueberschüsse verschieden 
waren.‘ Hr. Handschuh würde gewiss aus diesem Grunde, wenn 
er die Arbeit jetzt erst zu machen hätte, lieber solche Linien 
wählen, die entweder bis auf einen kleinen, mit dem Zollstock zu 
messenden Unterschied, runde Summen von Kettenlängen darstell- 
ten oder die doch alle einerlei Ueberschuss hätten. 


So wie die Sache jetzt aber lag, probirten wir erst, ob sich 
die Hypothese rechtfertigen lasse, dass das m„ bei diesen Beoh- 
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achtungen als constante Grösse betrachtet werden dürfe, indem 
wir die drei betreffenden m: und das m„ aus den sämmtlichen obi- 
en mı mittelst der vorstehenden Formel nach der Methode der 
leinsten Quadrate suchten. Dies führte aber zu dem Wider- 
spruch, dass mm, negatıv ausfiel. . 


Wir begnügten uns also damit, das m,—=0 zu setzen, und dann 
die m: einzeln su suchen. Dies gab uns 


für die fünfruthige Kette mı =+0,006830 
RAU", dreiruthige in „ + 0.004644 
>» » zweiruthige ,, „ 40.002726. 


Mit diesen Werthen berechneten wir nun rückwärts die mı und 
erhielten statt der obigen unmittelbar aus den arithmetischen Mit- 
teln abgeleiteten 


für die fünfruthige Kette 0,0137 0,0205 0,0246 0,0265 0,0505 
> » .‚dreiruthige ,„ 0,0114 0,0186 0,0213 0,0237 - 
» „ zweiruthige. , 0,0086 0,0134 0,0154 0,0170 0,0193. 


Die Abweichung zeigt sich hier aber ungefähr noch eben so 
gross, als wenn man aus den obigen m für jede Kette, ohne Rück- 
sicht auf die Verschiedenheit der gemessenen Längen, wieder das 
arithmetische Mittel genommen hätte. Man wird also ausser den 
drei oben angeführten Thatsachen nur noch als genähertes 
Resultat angeben können: 


dass die mittleren Fehler der drei Ketten-Längen sich wie 
7:5:3 zu verhalten scheinen. 


Bei Messung einer und: derselben Linie verhält sich nun die 
Anzahl der Auslegungen wie #:}:4. Durch Multiplication mit den 
Quadratwurzeln dieser Zahlen fände man also das Verhältniss der 
mittleren Fehler der Messungen nahe wie 31:29:21 oder wie 8:7:5. 


Es mag sein, dass die Resultate noch sehr verschieden aus- 
fielen, wenn die Arbeit mit Benutzung dieser ersten, durch Herrn 
Handschuhs Verdienst gewonnenen Erfahrung wiederholt würde, 
jedenfalls glaubte ich diese selbst aber. den Praktikern vorerst 
mittheilen zu müssen. 1 
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LVIE 


Disquisitiones de congruentiis 
omnium graduum et residuis ordinis 
eujuscungue. 


Auctore Friderico Arndt, 


Praeceptore Gymnasii Sundensis. 


1.. 


In commentatione ea, quae inscribitur: De Potestatum perio- 

dis ete. (Archiv der Mathematik und Physik. Tom II. p. 1.) ar- 
umentatus sum, congruentiam ?{ sgradus x! = 1 secundum modu- 

um, qui est numeri primi imparis potestas aliqua vel ejus duplum, 
tot admittere radices diversas, quot unitates sint divisori communi 
maximo numerorum t et pr! (p—l). \ | 


Nunc quidem restat, ut disquisitionem hanc ad modulos exten- 
dam, qui sunt numeri 2 potestates. Primum igitur quaestio sese 
offert, quot radices sint congruentiae x! = 1 (mod. 2”), ubi expo- 
nentem r» numero 2 majorem accipere proderit. 


Perspicuum est, radicem numerum imparem esse oportere, quem 
forma exhiberi licet 2= A+1, ita ut sit m unitate major atque % 
numerus impar. Congruentia autem, quam nobis proposuimus, 
resolvi possit necne, ex forma pendebit, quam potestas {fa radieis 
induat. @Quam ut reperiamus, sit primum ? impar eritque ex theo- 
remate binomiali ; 4% 


Om a4 1t= Am ht kt, „2e-dm pt—t 7, .2t-2m pt-2 Lete. 
+t.2m 41, | 


unde manat 
(am a +1) =2mh(2Ue-Ymnt +4, 2ue2m ht Hetc+O)H+l, 


denotantibus t,, Z,, t,, etc. coefficientes binomiales, quos integros 
esse constat. uum aufem numerus uncis conclusus sit impar, 
potestas (2m A 41)! formae erit 2” 7’ +1, denotante %' numerum 
imparem. 
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Sit deinde £ numerus par velformae 9A f; ubi f impar, quo- 


facto erit (2® A+ Dt — (2m A+1)/f} „4 ; atqui (2m A+1)f est; for- 
mae 2” h' +1, ubi 4’ impar, ergo restat disquiramus formam potes- 


tatis (2= 4’ +1)®. Jam vero quadratum radicis formam induit 
22m 7? + 2mt! A +1 vel hanc Drt!7%' Qmr—W4+l)+l1, ubi 
2m—! a'’+1 est impar, quoniam m—1>0, ergo forma quadrati haee 
erit 2m + 1’ +1 denotante 7’ numerum imparem. Simili modo qua- 
dratum hujusce numeri i. e. potestas 4@ numeri 2”A’+]1 erit for- 
mae 2”+*7'" +1, quadratum hujusce i. e. potestas 8%@ numeri 
ropositi 2” A’+1 erit formae 2r+?AIV +] etc, ita ut sint A’, 

IV etc. numeri impares. 


Ex quo sequitur, potestatem (2m A+1)!, si i sit par = > 54 
formam induere 2” +4 7%-+1, denotante A numerum aliquem imparem. 


2, 


Quodsi in congruentia 
xt = 1 (mod. 2*) 


t est numerus impar, si radicem x statuas formae 9”"AR+1, erit 
(1.) 2#A’+1=1, ergo, si superius signum aceipias, 2rA’=0, si 
vero inferius, 2m Ah’ —2=(. 


Nune licet radicem modulo- minorem aceipere vel 27 A+1<2; 
si igitur radix. est formae. prioris 2m A+1, semper debet esse 
m<n; si vero radix formae posterioris 2” %—l, id certe contendi 
potest, numerum m exponentem n non superare, tumque modo ei 
aequalem esse posse, quando h=1. 


Supponamus primum, numerum % non evanescere, quo facto 
pro signo superiore congruentia 2”h’=0 (mod. 2r) locum habere 
nequit, quia m <n atque etiam A’ non evanescit. 


Deinde si h evanescit, radıx erit I manifestoque congruentiae 
propositae satisfacit. @Quod denique attinet ad signum inferius, non 
potest esse 2m)! —2=0 (mod.2”%); haberetur enim 2r—'1'—1 
=() (mod.2r—'), q. e. a. quoniam m—1>0 ideoque 2R—!A4'—1' 
numerus impar. 4 ’ 


Ex his omnibus potest, congruentiam unam solum- 
modo radicem, nempe 1, admittere, quando exponens 
t sit impar. 

Si vero { est numerus par — > f; ubi f impar, sequitur ex 
$$. 22. 10. Commentationis jam commemoratae, ezponenjan, ad 
quem numerus impar pertineat secundum modulum 2%, numeros { 
et 2” —?, ergo etiam horum divisorem communem maximum metiri, 


N . [ ° 
quo designato per 2 omnes numeri modulo minores ad eumque 


primi inter exponentes 1, 2, 2°, 2°, Be, ad quos pertineant, dis- 
‚tributos fore. 

Ad exponentem 1 autem unus modo numerus pertinet nempe l, 
ad exponentem 2 tres numeri, qui sunt R—-1—1], 2r—141, 22—1, 
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ad exponentem 2? pertinent 2° numeri, et in genere ad expönentem 
2? pertinent totidem numeri, si modo 0>1. Hine multitudo omnium 
radicum congruentiae z!=1 (mod. 2") aequiparabit summam ° 


14342°42°4...:49°, 


quae valorem obtinet DO, quam ob rem | } 

Congruentia zt = 1 (mod. @), si exponens est par, 

. tot radices habet, quot unitates duplum divisoris com- 

munis maximi numerorum tet 2%? | 

Casus denique, im quo mudulus est 2 vel 4, breviter jam per- 
stringendus est. | 

Congruentia manifesto z!=1'(mod.2) unam modo radicem ad- 
mittit, nempe 1, nec minus haec z!=1 (mod.4) quando ? impar, 
quando vero par, duas nempe 1 et 3. 

Exemp]. 1. Sunt 4 radices congruentiae x°=1 (mod. 2° — 32) 
nempe 1, 15, 17, 31, quarum lad exp. 1 pertinet, tres reliqui ad 2. 

Exempl. 2. Congruentia z!?=]1 (mod. 2°=16) admittit 8 ra- 
dices, quae sunt 1, 3, 5, 7, 11, 15, 9, 15, quarumque 1 pertinet 
ad exponentem 1; 7, 9, 15 ad 2 atque 3, 5, 11, 13 ad A. 


d. 


'Quando congruentia z!= A (mod. m), denotante A numerum 
ad modulum primum, resolubilis est, semper totidem admittet radi- 
ces, quot radices simplicior haec z!= 1 (mod. m). Hujus etenim 
radices sint EuED? | | 

0,5 0, @3, @,, @, etc. 
atyue © radix. quaelibet congruentiae prioris, tum dico primum 
producta | es 
0W1,, 00,35 00,5 80,5 etc. 
vel eorum residua minima radices fore congruentiae zt= 4. 
‚Nam quum sit o® = A, atque ex. gr. ,'=1, erit (on. =A4, 
i. e. ©o,, radix sicque deinceps. | 
Deinde sunt omnia illa hundneia incongrua vel eorum residua 
minima inaequalia; nam si haberetur in genere 00,00, esset 
@ (0, —e)=0, ergo 0,—0,=0,; yuoniam & ad modulum pri- 
mus est. Sed illud suppositioni repugnat, ergo ww, et @O, sunt 
”» incongrua. WERNER 
Vice versa, quando .z est radix congruentiae propositae, z ali- 
cui productorum, quae modo dixi, congruus fie. @Quoniam scilicet 
m ad ® primus est, numerus exstat © talis, ut sit 9=z, vel 
talis, ut sit (oO) = i. e. (00) =A. Jam vero est @t=A, id- 
-eoque erit =]. Qua re hic © congruentiae satisfacit z!=1, 
vel 9 debet congruus fieri alicui radicum ®,, @,; @3; @,, etc. Ex 
quo @9 vel z alicui produetorum @o, ; @@, etc. congruus fiet. ın _ 
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Unde colligitur , productis illis omnes omnino radices congru- 
entiae z!=4 exhiberi, ita ut totidem .hujus sint, quot illius =’=1. 


Itaque congruentia z!=A (mod. 2%) unam solum- 
modo radicem habebit, quando test numerus impar;z 
uando. vero par, tot radices, quot unitates habet 
duplum divisoris communis maximi numerorum ? et 
Y)n— 2 


% 


A, 


Residuum ordinris cujusvis 2 intelligimus nume- 
rum, qui potestati alicui exponentis ! secundum 
modulum propositum>-eongruus fit. Itaque a vocatur resi- 
duum ordinis € pro modulo nm, quando numerus aliquis « inveniri 
‚potest, ita ut sit e!=a (mod. m). Residua trium primorum ordinum 
dicuntur residua quadratica, cubica et biquadratica. 


Quodsi quaerantur residua minima potestatum exponentis ?, 
quarum radices sint omnes ad modulum primae eoque minores, 
quaestio se oflert, omnes tales potestates sint incongruae necne? 


Tota autem haec disquisitio manifesto in eo vertitur, ut .deter- 
minetur, quot radices admittat congruentia z!= A (mod. m) ‚:deno- 
tante A residuum quodlibet ordinis 1. 


Sit enim multitudo radieum, quas dixi, ©; quoniam ex his 
omnibus unum idemque gignitur residuum A, patet, multitudi- 
nem omnium'residuorum ordinis {ad modulum primorum 
 eoque inferiorum aequiparare numerum 7y integrum, 
denotante gm multitudinem numerorum ad modulum m 
primorum eoque minorum. | 


Denotante igitur 9 numerum primum imparem, multitudo resi- 
duorum quadraticorum möduli p eerit 3 (»—1), quia congruentia 
x2’=A (mod. p) duas admittit radices- | 


Quia congruentia z°=.A (mod. p) unam modo habet radicem, 
quando formae 3n +2, tres vero, quando » formae est 3n+1, 
multitudo residuorum cubicorum..erit aut y— laut} (p—1), prouti 
p est formae ön-+2 vel illius 3n +1. 


Congruentia 2*= A (mod, p) habet duas radices, quando p. est 
formae 4n +3, quattuor vero, quando p» formae An +1, ergo multi- 
tudo residuorum biquadraticorum erit aut 4 (a—1) aut 4 (p—1), 
prouti p est formae An +3 aut illius 4n-+1. 


Simili modo multitudo residuorum ordinis 5 erit aut p—1 aut 
ı (»a—1), prouti p formam induit 5n-+2, 5” +3, 5n-+4 aut hanc 
92 +1. 


x 


 Manifesto omne residuum biquadraticum erit etiam residuum 
quadraticum, quam propositionem convertere licet, quoties p est 
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formae An-+3.. Quod ita. demonstro. Quoniam omne non -resi- 
duum quadraticum etiam non-residuum. biquadraticum est, ...per- 
spicuum erit, residua biquadratica inter residua quadratica modo 
oceurrere posse. Horum multitudo est 4 (p—1), ex quo, si Tesi- 
dua nonnulla quadratica exstarent, quae non essent biquadratica, 
multitudo residuorum biquadraticorum ipso 3 (p—1) minor fieret. 
Atqui haec multitudo est 3 (p —1), quoties p formae An +3 (4), 
ergo omne residuum quadraticum est biquadraticum et vice versa 
pro modulo primo formae An +3. 4 | 
* Clariss. Gauss (Theoria residuorum biquadraticorum pag. 4 sqgq.) 
hoc theorema ita demonstrat: | 
Si a est residuum quadraticum ipsius p, statuamus a = bb 
(mod. p), ubi d vel residuum quadraticum  ipsius p erit vel non- 
residuum; in casu prioti b = cc, unde «= c*, I. e. a erit resi- 
duum biquadraticum ipsius 9; in casu posteriori — d fiet residuum 
quadraticum, quoniam — 1 est non-residuum numeri primi An+3 
atque productum ex duobus non-residuis residuum est, faciendoque 
— b=cc, erit ut antea a = e* atque a residuum biquadraticum 
ipsius ?. | | 
Porro si modulus est formae 4n +1, exstant quidem 4 (p—1) 
residua quadratica, sed 3 (»—1) modo biquadratica, qua re dimi- 
dia pars quadraticorum erunt residua biquadratica, reliqua .non- 
residua biquadratica. Itaque omnes numeri integri per modulum 
primum p non divisibiles in tres classes sunt distribuendi, ita ut 
in prima sint residua biquadratica, in secunda non -residua biqua- 
dratica, quae tamen sunt quadratica, in tertia denique.non - residua 
biquadratica, quae sunt etiam non-residua quadratica. , Et quidem 
prima classis complectitur 3 (»—1) numeros, secunda'4 (»—1) 
numeros, tertia vero 3 (p—1) numeros. 


6. 


Sed redeat oratio, unde digressa est, quod.totam: rem ex alti- 
ori fonte considerare in animo est. " 
Secundum modulum 2, ubi n > 2, exstant Qr2-! resi- 
dua ordinis’t, quando test impar, quando vero Zpar, 
On—ı 9n—2 
multitudo residuorum est —3—77,, designante Ö divi- 
sorem communem maximum numerorum tet 2%, 
In priori casu enim congruentia x! = A (mod. 2”) habet unam 
modo radicem, in posteriori autem 25 radices (8). . | 
Exempli gratia sunt 8 residua ordinis:3 vel residua cubica mo- 
duli 2? — 16; fit etenim | | 
Potestas 1° congrua residuo 1 
Be yi Toa A 
D° N TR NEE 
N 
Mu® 02. 0 u A 
SIT! .. .. at 
rei ar. 
Dr, UOTE AT 
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Attamen non plures quam 2 exstant residua biquadratica moduli 
n — 
32—%°. Hie enim est ö=4, BEER 8 2 5 — 9, Quae residua 
sunt 1 et 17 potestatibus resp. 1° et 3? congrua. 


Multitudo HEINE residuorum quadraticorum moduli 2” est 2r—?, 
quod in $. 40. De Potestatum Periodis ex alio fonte petivimus. 





7. 


Postquam multitudinem tum radieum congruentiae zt= A (mod. 
pP", 2p”, 2»), tum residuorum ordinis EOjeEBINLANE t determinavimus, 
progredimur ad locum multo difliciliorem, ubi dijudicandum est, 
utrum numerus aliquis propositus residuum sit ordinis cujusvis Z, 
an non-residuum. Et sane in doctrina residuorum tres potissimum 
res in quaestionem veniunt, primum num numerus A sit residuum 
ordinis £ an non-residuum, deinde si illud locum habet, quae sint ra- 
diees congruentiae x? = A (mod. m), postremo multitudo residuo- 
rum indaganda erit, quae tamen, uti in 4. ostendimus, ex multi- 
tudine radieum congruentiae nostrae facillime petitur. 

Jam ut ad rem veniam, multitudinem numerorum ad modulum 
p" vel 2p” primorum, ubi p numerus primus impar, designem per 
Pm— p%r-'(p—1), atque per Ö divisorem communem maximum 
numerorum t et 9m. Tum dico 

1. Si Asitresiduum ordinis 2 secundum modulum 
p” vel 2pr, semper congruentiam locum habere 


kr ade 
AI, 
j pm 
2. Vice versa, si congruentia A d° — 4]ocum habet, 


semper A erit residuum ordinis t. 


Quas propositiones ita demonstro. Quod zttinet ad primam, 
numerus alıquis & poterit inveniri ejusmodi, ut habeatur = A, 
“ om pm EIN T 


ex quo sequitur («*) $ —=AJwvelad ". Est vero numerus 


&» 


£ 


integer, unde ©. 9m multipkım ipsius 9m, ideogque «® ' my, vel 


gm ; 
4d.,'=l | 
Secundo loco quicunque numerus ad m primus, qui est resi- 
Lin. 
duum -ordinis t, congruentiae z° =1 satisfaciet (ex prima parte) ; 


quam ob rem restat modo ad demonstrandum, non-residua ordinis 
t congruentiae illi satisfacere non posse. ‚Sed hoc'inde elarum, 


® ® m . . 

quod multitudo residuorum est Fr totidem autem sunt radices con- 
Ian, 

gruentiae X ° —1 (mod.m=pr, 2pr), quia divisor communis maxi- 


m m . ® 
mus numerorum I et ym est I Quodsi nonnulla etiam non- 


Theil VT, 25 
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gm. 3, 
residua radices essent congruentiae x ? =1, quia jan?E radices 


. ‘ ” [2 . E ö m 
caeque residua exstant, congruentia, quam dixi, plures quam = 
radices haberet, q. f. n. 

Fm! 
Ergo numerus quicunque A talis, ut sit A ® =1, in residuis 
ordinis t occurere debet. 
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Hoc theorema rationem snppeditat inveniendi, num — 1 sit 
residuum ordinis Z an non-residuum moduli 7% vel 2p”. ‘Sed sim- 
plieitatis gratia modulum esse primum imparem p supponamus. 


Erit enim — 1 residuum ordinis Z aut non-residuum, 


. —1 D . ; 
prouti I est numerus par aut impar, designante Ö 


divisorem communem maximum numerorum tet p-1. 
Ä Str i Ä DS ae 
Quando igitur d. est numerus impar, ideoque — 


par, semper — 1 erit residuum ordinis £ moduli primi p. 








Quodsi exponens ? est impar, etiam.d impar esse debet, ex 


quo sequitur theorema generale: 


Numerus —1semper residuum est ordinis cujus- 
visimparis moduli primi imparis p; itaque —lerit 
semper residuum cubieum, residuum quinti, septimi, 
noni ordinis etc. -. 

Pro exponente ?= 4 erit dÖ aut 2 aut 4, prouti modulus » 

Es . f} . Wr —]1 
formam induit 4n + 3 aut formam 4r + 1. In priori casu 4 3 
est impar, in posteriori autem simul cum » par et impar. Quodsi 
n est par, modulus formam habebit 8m + 1, formam vero 8m + 5, 
quando n impar. Unde manat propositio: 


—1 est non-residuum bigquadraticum moduli primi 
formae 4An-+3 vel RR EN Sn -+7, atque etiam 
moduli 82+5 non-residuum biquadraticum est —1; 
moduliautem 8nr+1 semper residuum biquadraticum 
erit. 
Aliam hujus propositionis demonstrationem, quae theoria resi- 
duorum potestatum nititur, cf. Kauss Theoria residuorum 
biquadraticorum. Gottingae. MDCCOXXVIL. pag. 10. sqg. 


Postremo pro t=6 erit d aut 2 aut 6 prouti p est formae 62+5 
p—1 ; 








aut formae 6” +1; in priori casu est —5— par aut impar. simul 


cum rn, in posteriori casu idem valet; ergo pro »p=6n+5 erit 
— 1 residuum aut non-residuum sexti ordinis, prouti 5 (9 —5) par 
aut impar; at pro p=6n+1 erit —1 residuum aut non-residuum 
sexti ordinis, prouti 5.(»—1) par aut impar. DE 
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Unde —lestresiduum sexti ordinis moduli cujus- | 
vis formae 124+1, 12-45; non-residuum vero moduli 
forma praediti 12447, 124 +11. 


9. 


1. Quicunque numerus impar residuum est ordinis 
imparis modulı 2". 
' Exstant enim (6.) 2°! residua ordinis imparis ?, totidemque 
numeri ad modulum primi eogae inferiores. 


2. Quando wero ? est par atque Ö divisor communis maximus 
In — 2 


numerorum £ et 2” —-*, semper congruentia locum habebit A Ö 
= 1 (mod. 2”), si modo A est residuum ordinis 2 moduli 2”, 


Reperitur etenim numerus « talis, ut habeatur «=A, ergo 
2n-— 3 [3 dert: 


Zi — 2 


talis, ut sit (td) 9 Eu! —=A ° . Jam vero > est inte- 





2n—2 


—2 
ger atque or —=1 (De Potest. Period. $. 22.), ideoque A u, 








3. Si numerus A congruentiae x ° =Anonsatisfacit, A non 
potest esse residuum ordinis t-moduli 2”. | 


Exstare autem posssunt non-residua.moduli 2%, quae 
2n— 2 





tamen congruentiae & 9 =1satisfaciunt, ita ut pro- 
positionem in 2. converterenonliceat. 


Nam quum multidudo residuorum ordinis Z.moduli 2m sit alles 








2n— 2 
omnesque congruentiae © ® =1 satisfaciant, radicum autem mul- 
. . 2n— 2 - an — } . . . . 
titudo sit 2. 3 =777 (3.) 1. e. alterum tantum multitudinis re- 


. . . 2Nn— ? . . 
siduorum , manifesto etiam 5 non -residua erunt radices congru- 




















® [2 . . 2n—2 
entiae nostrae. Multitudo omnium non-residuorum est Qr—'! — 5 
2n— 2 Yn— 2 i 3 A 
vel 57 (2d°— 1), quorum-—5— congruentiae satisfaciunt, ergo ex- 
aachen BT > er. 
stant —— 2 — 1) — vel—5— (ö— 1) non-residua ordinis { 
\ a ig 
ro modulo 2%, quae non sunt radices congruentiae z ® =1(mo- 


ulus 2”). Hoc in causa est, cur omnes numeros integros impares 
modulo 2” inferiores in tres classes distribuam, quarum prima com- 


plectitur residua 1“ ordinis omnia, secunda non-residua {@ ordinis 
2n—2 





moduli 22, quae tamen congruentiae x ° =] satisfaciant, " tertia 
denique continet numeros, qui sunt non-residua, atque etiam con- 


25* 


388 | F 


gruentiae, quam dixi, non satisfaciant. Multitudo numerorum pri- 
mae classis est 5 2n —2 , multitudo numerorum secundae classis est 


1 : A R . 
5.2”7°, multitudo denique numerorum tertiae classis est 


ZnnE 

Ö (—1). > 
Nune quidem quaeritur, ad quam classem numerus propositus 

impar secundum modulum 2% (n>2) referendus sit?  Facile autem 

quaestionem hans decides, si ad sequentia animum attenderis. 





z 
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Quoniam ö numerum 2%”? metiri debet, perspicuum est, ipsum 
2n— 2 


ö potestati alicui numeri 2 aequalem fore, ex quo - 5 erit sem- 





per et ipse potestas numeri 2 aliqua, dummodo ne sit 27? — 6. 
. 2n— 2 

Quodsi habetur d = 2% ”"?, congruentiae manifesto 0 —r 
= 1 satisfacere non potest A, nisi est A— 1, quumque esse opor- 
teat t multiplum ipsius 2%”?, eritpro quocunque x z!=1 (mod. 2”), 
quamı ob rem etiam congruentiae 2! = A saätisfieri nequit, nisi est 
dızk1, 

Unde manat theorema: | 

.  Quicunque numerus impar modulo ® minor unita- 

tiqueinaequalis semper ad tertiam classem referen- 
dus est, siordinem Z{ statuas multiplum numeri 27 ?, 





Jam sit a%—-?non = 6 eritque’ 5 potestas aligua numeri 2, 


quam exhibeamus per 29, ubi ® numerum n — 3 superare nequit. 


Quodsinumerusaliquisimpar A forma exhibetur 
E72 F 9n— 2 


2*h+1, ubihimpar atque k>1, congruentia A 5 =1 
(mod. 22) Jocum non habebit, quando est +9<n. 


2an—% 





Sivero k+OSn, revera erit A ° =1. Nam guum A 
st=2!A+1, erit (1.) A29 formae 2*+0 7! +1, ubih’ impar, esset- 
que si congruentia, quam dixi, locum haberet, 2*+9 =0. Atqui 
hoc fieri nequit, quum sit k+O<n. | 

Deinde si esset 4°°=f (mod.%), ita ut f unitati non .esset 
congruus , haberetur +9 N +1=f vel 2%+9 7/—(f—1)=0,ideo- 
que f— 0, ‚quia k+0©5>n. Illud vero absurdum est, ergo re- 


vera et A I 1. 

Hine sequitur (9.), quemvis numerum imparem 
formae %+1,ubihimpar etk>1, adclassem tertiam 
referendum esse, quandohabeatur +9<n, quo-facto 
hie numerus etiam non-residuum ordinis paris £erit. 
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Si vero est +9>n, numerus A autad classem 
primam aut ad secundam 'pertinebit, prouti A est 
residuum aut non-residuum. ü 

Sed num A in prima elasse sit an in secunda, facile deciditur, 
si 4 est formae Am—1. Dico enim, gqüemvis numerum 
formae 4m—1 nunquam residuum £ÜÖ ordinis fore 
seceundum modulum 2*. {semper parintelligendus est. 


Redigatur £ sub formam ar, ubi f.impar, eritque, si radix 
congruentiae z!= A exstet formae 2*A+1, x! formae Dr+An +1, 
ita ut sit %’ impar. Hine %+7 7 +1=4m—1,ideoque 2% +4 — 17 
— An +1=0 (mod. 2r—-!), q. f.n., quoniam +4 19 — 9m +1 
est impar. Unde manat, si numerus aliquis A- sit residuum 
paris ordinis secundum modulum 2*, semper — A fore non-residuum. 

Etenim A formam induere oportet 4m-+1, ergo — A formam 
2” — (4m +1) vel hane Am—1, ex quo — A erit non-residuüm. 

Exemplum. Sit modulus 32=2°, ergo n=5,1=6, Erit 

9n— 2 
=, =2,9=2. 

Erit igitur solummodo + 0<5, quando k—=2, qua re ad ter- 
tiam classem pertinent numeri formae Am+1, ubi m impar, i. e. 
numeri 3, 5, 11,13, 19, 21, 27, 29. Reliqui 1, 7, 9, 15, 17, 23, 25, 
31 ad classes 1 et 2 referendi sunt, satisfaciuntque congruentiae 
x*=1 (mod. 32). 





- 


11. 


. Jam vero in genere possumus determinare, ad quanı elassem 
numerus aliquis A formae 2* 41 referendus sit. 
Etenim si +9<n, numerus A semper ad tertiam 
classem pertinet (10). | 
Si vero k+®@ ipso n non est minor, omnes numeri 
formae 2*h+1 in prima sunt classe, ii autem, qui for- 
mam induunt 2*k—1 in seeunda erunt celasse. 
Nam omnes numeros formae 2* h—1 ad classem secundam per- 
tinere ex 10. patet. Atqui manifesto totidem sunt formae #A+1 
juot hujusce 2? %—1; si igitur nonnulli formae 2* %A+1 ad secun- 
deine elassem pertinerent, in secunda plures numeri exstarent, quam 
in prima classe, quod fieri nequit, quum (9.) totidem sint, nempe 


5.9n-® ‚ in ambabus classibus. 


Unde manat, quemvis numerum A ejusmodi, ut sit formae 
2% +1 simulque k+O®Sn fore residuum ordinis paris t moduli 2” 
Quando +0 <n, numerus propositus semper erit non-residuum ; 
quando +0 Sn, etiamtum numerus non-residuum erit, si formam 
habet 2? h—1. \ 
Licet manifesto accipere +0 —=n vel k=n—0, quo facto A 
potest esse numerus integer quicunque. | 
n 
Jam vero est Dr 3 ideoque 2r=0,A+1=4öh-+1. Ex quo 
tandem sequitur theorema elegans, quod totam’ residuorum ordinis 
paris doctrinam pro modulo 2” exhauriat:- 
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Quivis numerus impar formae 4dh+1 est residuum 
ordinis paris t moduli %%, reliqui vero numeri sunt non- 
residua, denotante Anumerumintegrum quemceungue et 
ö divisorem communem maximum numerorum tet 2R7?, 

Quicunque autem numerus impar residuum est ordi- 
nis imparis moduli 2% (9.). | 

Exempli gratia pro t=2 erit d=2; ergo quando potestas 
aligua numeri 2 altior quam secunda pro modulo assumitur, omnes 
numeri impares formae 84-+1 erunt residua quadratica, reliqui 
vero non-residua. Cf. Comm. meam de Potestatum Periodis. pag. 29. 








12, 
ß N Pie‘ f Bu? 
Quod multitudo residuorum ordinis paris est- . (6.), prohom- 
nes numeri integri 0, 1, 2, 3, 4,.... ponendi sunt usque ad == 


— 1; qua re simul residua reperimus ipsa. Sunt enim haec: 


1, 45+1, 86+1, 125 +1, 168 +1, 208-+1 cett. AQaR=2—9)+1. 
13. 

Ut omnia, quae ad hoc de residuis eruimus, complectamur, 
hae inde manant propositiones: 

Congruentia 2*= 4 (mod. p*, 2p”) tum modo resolvi potest, 

prn'p—D 

quando A d unitati fit congrua exstantque d radices diver- 
sae, denotante d divisorem communem maximum numerorum t et 


p”='! (p—1). Multitudo residuorum ordinis Z est 32 pr’ (p—1). 


Congruentia z! = A (mod. 2”), ubi 2>2, semper resolubilis 
est, quando timpar, exstatque una solummodo radıx. Multitudo 
residuorum est 2” eritque quivis numerus impar residuum. Si 
vero t est par, congruentia tum modo resolvi poterit, quando A for- 
mam induit 45%41. Multitudo radieum erit 25 multitudoque resi- 

— 2 


2 





duorum ordinis 2 aequiparabit numerum 


‚ Congruentiam denique 2° = A (mod. 4) semper resolvi posse, 
quando ? impar, quando vero Zt par resolubilem esse aut non-resolu- 
bilem, prouti A formae sit 4m-+1 aut hujusce 4m—1 per se patebit. 


44. 


Denotante z numerum aliquem imparem, si habetur z= AR +1, 
ubi A impar, atque z<4öh+1, manifesto erit k<n—0 vel k+o 
<n. Ex quo sequitur. (11.) 

Numerus quieunque impar z sub formam reductus 
2*hH1 ita utsit kimpar, semperad classem tertiam 
pertinet, sihabetur z<4ö3 +1. | 
Si vero non est z<4öh+1, numeruszad elassem 
primam aut secundam referendus est, prouti formam 
induit4ö% +1 aut hanc 46% —1, designante A numerum 
quemceunque integrum. 2 
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Exempli gratia sit modulus 2°=32, ergo n=d,t—=b6, erit 
02, porro 2=27—4.7—1, h=7, 4A6h+1=57, 27<57. Ergo | 
27 in tertia classe reperitur. _At vero pro z—=17 erit h=1, 46h +1 
—9Y atque z non <4dh-+1. Ergo 17 ad primam pertinet classem, 
quia 17=40h’ +1. | 


15. | 
Si autem t sub formam redigitur arr, ita ut f sit impar, ma- 
nifesto divisor communis maximus Ö erit 2 pro n=3, 2° pro 


2—4, 2° pro n=5, ‘2: pro,n=7 etc., Be pro n—=4-+-1 atque 
gr pro n>A-+1. Hinc erunt valores numeri Adh>4+1 pro 


N ED 2hHl, 
nERr;V, Sim, 2’h+1, 
De 2>hH+l, 
ke A Ra hl 
etc., 
n=A-+1 ne, 
B>ichlan in) gt? 741 


St aceipias signum superius, habebis numeros ad classenm 
primam pertinentes, ad secundam vero, si sumas inferius. BReliqui 
numeri ad tertiam classem referuntur. 


16. 


Potest etiam periodus inveniri, quae omnia residua ordinis T 
moduli 9” vel 2pr complectatur. Sit enim p” vel 2pr = m, pm p"-! 


(p—i) atque g numerus aliquis ad exponentem . pertinens, de- 


notante Ö divisorem communem maximum numerorum t et Qm- 
Ban, 
Erit g residuum ordinis 't; atque etiam NE Ö, 
quorum multitudo quum sit un neque plures numeri residua esse 


possint, patet, illam periodum omnia residua involvere. 


17. 


Si doetrinam residuorum potestatum adhibere velis, theoremata 
art. 11. et14. facilius ita probantur: 
2n— 2 
Sit indoles numeri / ea, ut habeatur f 9 = (mod. 2"), quae- 
riturgue, num f ad classem primam pertineat an ad classem secun- 
dam, i. e. num f sit residuum ordinis paris £ an non -residuum ? 
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Pertinebit autem f ad exponentem, qui divisor est‘ numeri 
On—2 


37, quo designato per 2”-9 erit f formae 2?%-+4-1, denotante % 


numerum imparem (De Periodis Potest. a | 
n—2 


Debet autem @ ita determinari, ut sit Öd numerus integer vel 
2n—p 
ita ut sit 4 integer , quo designato per h erit f formae 4dhk+1 


vel hujusce 46441, denotante % numerum integrum quencunque. | 
, 2n—? 


Satisfaciunt igitur numeri formae 46%4+1 congruentiaexz 9 =1 
(mod. 2r). | “ ® 
 Formae autem 4öh—1 ad primam classem pertinere ne. 
(10); pertinent igitur ad secundam classem. Formae autem 46h+1 
ad primam classem pertinent, quia totidem numeri exstant formae 
40% +1 quot hujusce 46%A—1 atque multitudo numerorum in am- 
babus classibus eadem est (9). 


18. 


Designemus nunc classes, quas dixi, per A, B, C, ita ut 4 
sit prima, D secunda, C tertia elassis. i 

Productum manifesto ex A in 4 reperitur in A, quia (46h-+1) 
(4öh' +1) denuo est formae Adh-H. 

Productum ex 2 in B debet occurrere in A, quia (4öh+1) - 
(Aöh’ —1) etiamnunc formam induit 46% +1. 

Produetum ex numero aliquo elassis A in numerum classis 5 
necessario invenitur in BD, quoniam est (4öA+1) (46%’—1) formae 
Aöh—1, quae characterem indicat elassis 

Quando C in A multiplicetur, habetur numerus ex C, idem- 
que valet, quando € in D multiplicetur. 

Si vero C in C multiplicetur, numerus inde ortus tum in A, tum 
in BD, tum in C occurrere potest; in quam autem classem referen- 
dus sit, hoc modo investigo. | 
Primum observamus, omnes numeros classis C forma exhi- 

beri k+4öh, ita ut k sit numerus impar ipso 46 minor, qui nul- 


lum horum +1,—1 aequiparat. lam congruentia z =1 (mod.40) 
admittit 20 radices diversas (2.), quarum hae solummodo flet—1 
formae sunt 4Adh+1. Erunt igitur 2d5—2 vel 2 (d—1) radices formae 
Aöh+%, ita ut k ab 1 et—1 sit diversus; quam ob rem hae qui- 
dem radices ad elassem € pertinebunt. Itaque ad classem © per- 
tinebunt etiam numeri formae 4öA+%k,, numeri formae 4öh+%k,, numeri 
formae Aöh+%k,, formae Adh+k, etc., designantibus kı> ko, ks, 


ka etc. radices congruentiae 21 (mod. 40) ab L1et—1 diversas, 

Debet autem esse in genere 4öh+Ak, <2r, vel n%% et 
h <T— a ideogue summus valor, quem A obtineat, erit 
On—2 x 


5 —1. Ergo -forma Adh+ %k, complectitur an numeros; ex 











393 


quo, si pro‘ %y ponuntur omnes radices congruentiae 2I=Z1 (mod. 
8. n—1 
48), habentur °T.200-1) — zu (0 —1) numeri ad classem C 


pertinentes. 


Totidem autem 'in hac classe reperiuntur neque vero plures 
9.); qua re omnes:prodibunt numeri classis C, si methodum se- 
| pP 
quentem adhibeas: 


(Quaerantur radices congruentiae = (mod. 46) ab 1Let— 1 
diversae, quarum qualibet designata per k., omnes numeros exhi- 


beri oportet formae k,44öh module 2” minores. Tum numeri clas- 
sis C prodibunt omnes, si pro k,, omnes. radices congruentiae, 
quam dixi, ponuntur. 

Sint igitur z, 2’ numeri propositi classis C determinenturque 
horum residua minima secundum modulum 46 ita ut sit =k, 
(mod. 46), !=k, (mod. 46) eritque zz’ =k,k 9 (mod. 46). Quodsi 
habetur %, ki (mod. 40), productum zz’ ad A pertinet, ad B 
vero, si k, khzeni etad ©, quando k, ku=f, denotante fnumerum 
ab 1et—1 diversum. 


19 


Superest, ut radices congruentiae z!=1 (mod. 2”) invenian- 
‘tur, ubi it est numerus par. 
Quaevis radix ad exponentem pertinet, qui numeros t et 2r—?, 


ergo etiam horum divisorem communem maximum 29 simul metia- 
tur. Pertinebunt igitur radices partim ad 1, partim ad 2, partim 


ad 2°,... partim ad 9°, | 

Jam vero omnes numeri ad exponentem 27m pertinentes forma 
continentur 2”A%41, denotante A numerum imparem, qui valores 
induere possit 


1,3,5,7,.. 2n-m—1. 


Quum vero differentia numerorum 2r A+1 et 27 (A—2) +1 sit 
2m+1, numeri ad 2”-m pertinentes facillime ita computantur, ut in 
duas classes distribuantur, cujus in altera sint formae 2A +1, in 
altera formae 2” A—1; in utraque autem classe numerum, qui ali- 
quem proxime sequitur, habebis, si ad eum 2”+! addideris. 


Classes igitur hae sunt: | 
[ a —2m,—1 I en pi 1 \ 
Bere > 54 2er! Geh FAR 
d=c+?2rt! | d’—=.c'+2mt! 


\ 
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Ad exponentem 27-m autem semper 2%” numeri pertinent, 
excepto casu, in quo exponens est 2. .Tum. enim 3 numeri ex- 
stant, nempe 2”! .—1, 22-1 +41, 22—1. Hae considerationes. 
statim viam sternunt ad radices inveniendas. 

Quaeratur enim divisor communis maximus numerorum 2 et 
Ir—? , qui sit 2°, determinenturque adjumento elassium A et 4’ mu- 
meri ad,exponentes 1,2, 2°, 2°, .. 2° pertinentes. 

Exempli gratia congruentia x°°=1 (mod.32.) habet 8 radices, 
quae ita inveniuntur: | 

Hic est d=2, ideoque divisores ipsius 2° sunt 1,202. Ad 
exponentem 1 pertinet 1, ad 2 pertinent 2?—1, 2:+1, 2°—1 vel 
15, 17, 31. Ad 4 pertinent, quia m=3, 


a—2°’—1=7 «—=2?+1=9I 
b=a+2:=23 b' =a' +2? 


Ergo radices sunt 1, 7, 9,15, 17, 23, 3, 3. 


20. 


Inveni etiam aliam methodum radices indagandi, ex qua multa 
alia attentione haud indigna manabunt. 

Dico enim, siad exponentem !secundum modulum 
2” numerus a pertineat, etiam a* ad eundem exponen- 
tem pertinere, si k sit numerus impar. 

Primum  patet, potestatem (a*) * certe unitati sec. mod. 2” 
Congrugm.essh., güa Te restat modo ad demonstrandum, (a®) esse 
infimam ipsius a* potestatem unitati congruam vel potestates 


ak, a’k, adk, ... ak 


e I, ; 
incongruas esse. Fac autem, ut habeatur a a®*, ubi sunt . 
@, ®' numeri inter 1 et 1 siti, eritque a (TO Ik, ideoque, 
quum a ad ? pertineat, (9 —0')k=0 (mod. t). Atqui tad % pri- 
mus est, ergo 9—0'=0 (mod. t) q. e. a. Pertinet igitur a* ad 
exponentem. ti. 


Itaque residua minima numerorum 
RROLı ERLE 1 DET FARERERT res 


quorum multitudo 42, ad exponentem { pertinent omniaque sunt in- 
aequalia. | 

Quum jam (De Potest. Period. $. 24.) semper Z numeri ad t 
pertineant, exstabit unus certe numerus-ad £ pertinens, qui nulli 
illorum sit congruus, quem vocemus d. Unde ad t etiam pertinent 
residua inaequalia 


0,1005 07, A 


quorum multitudo etiamnunce 3t. 
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“ 


Nullam denique ipsius 5 potestatem alicui ipsius,@ congruam 
fore, ita demonstro. 


Primum contendo, semper potestätem aligquam numeri a ex- 
stare congruentiae. 
x? =a® (mod. 2) 
satisfacientem, ubi sunt 9, © aliqui ex his 1, 3,5, 7, .. t—1. 


Etenim quia 9 tanquam impar ad { primus est, numerus u 
ita semper potest determinari, ut habeatur gu=o(mod. t) vel 
yu—0=0 dr, Est vero a?=1 (mod. 2”), ergo etiam 


BT (mod. 2r) vel a?"= a” (mod. 2”), qua re potestas 
a” huic congruentiae x? =a® satisfacit. 
lam vero una solummodo‘ radix ei satisfacit, Quia.Q impar; 


ergo si ex. gr. haberetur b? = a? (mod. 2”), esset b=a”, con- 
tra ea quae supposuimus. 


Itaque duas classes nacti sumus 


(M) eu ea 
M)....6,%,b, br... bm, 


quas per M et M' designavimus. 


Ceterum observandum est, numerum Ö ea, indole affeetum ut 
sit 5)+a=0 (mod. 2*), nulli postestatum elassis M congruum fieri. 

Nam primum est d=—a,' ideoque d!=a! =1, 'quia { par. 
Porro nulla inferior ipsius d vel— a potestas quam' Ze unitati fit 
congrua. 

Potestates enim, quarum - exponentes ambo pares vel 
ambo impares incongruas esse @x suppositione patet. Restat 
igitur, ut probemus, congruentiam locum. habere non posse 
aP za” vela? + FEAR P designante 9 numerum parem, % 
vero imparem. Est vero si ponatur a=2*h+1, ubi A impar, a? 
formae 27h’ +1, ubi p—=Mf atque f impar ,; contra ea aY formae 
2kp" 4-1, ita ut sit h” impar. Unde manat, quando signum supe- 
rius accipias, 2EtA 12" P2E—°" 7 +1=0 (mod. 2*—),.q. f..n.;,.si 
vero signum inferius statuas, habetur 2* (2 +h)=0,%=0, kan. 
Sed etiam hoc fieri nequit, nisi A=1, quo in casu 2?—1 ad exponen- 
tem 2 pertinet, quem exeludimus. Pertinet igitur —a ad expo-, 
nentem 1. 


Unde classes habemus 
(Meer see. ar! - 
(MM) .r. a — a, — a, —W’. un oe RN 


Pro a quilibet numerus ad 2 pertinens aceipi poterit. 
Postremo nullus terminus classis (M’) alicui elassis (M) con- 


gruus erit. Nam si haberetur = _—a”, ita ut y, vw ambo sint 
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impares, esset, si a statuas formae 2Fh+1, Dr HIZUO 
(mod. 2r—'), q. f. n. | \ 

. Ex quo tandem sequitur, omnes numeros ad exponentem T per- 
. tinentes classibus ( M) et (M’) contineri; nam multitudo ‚termino- 
rum est t, plures vero ad Z non pertinent. 


21. 


Nune tandem probabo, classem (A) congruere cum classe (M) 


et classem (A’) cum elasse (M'). 


Numeri classium (4) et (4) ita etiam possunt repraesentari 


2m —1 mr, 

3. 2m —1 PR N EB 

a 5. 2m—_1 A 5. 2m +1 
| 7. m—1 709m 


ex quo patet, formas primae classis esse 2m A—1, formas vero 
secundae 2” 7% -+1. ; 


Iam numerus a in classe (M) sit formae 2”%—1 eritque (1.) 


etiam a? formae 2”h—i, denotante g numerum integrum impa- 
rem. Hanc igitur formam induunt a’, a’, a’, etc. neque vero al- 
teram 2” hA+1; nam si haberetur simul 2m A’ +1=2m'! h—1, esset 
2m)! — 2m’ —2, Qm—th' —2m'—!n—l, gq.e. a. Ergo classes (A) 
et (M) congruunt, similique modo classes (A’) et (M’). 


22, 


Relationes quaedam valde insignes inter terminos 
periodorum radicesque congruentiarum purarum. 


-i. Summa potestatum exponentis  omnium termi- 
norum periodi numeri cujusvis a aut.per modulum pri- 
mum p divisibilis est aut exponenti, ad quem a perti- 
net, congrua, prouti Zipsum k non metitur aut metitur. 

Demonstratio. Summa potestatum exponentis k terminorum 


77:3 FRA ı AOROE ı ERRER EN, 


est 
ak +a?k+a?k +a’k+.. Falk‘ 
vel summa 
alk —1 
sau. ge 


. ideoque 


s(art—1)=ak(ak—1), ergo s(ak—1)=0 (mod. p). 
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Quodsi it ipsum % non metitur, esse nequit ak=1 (mod. p), 
quam ob rem tum quidem s per p dividi poterit. Si vero £ nu- 
merum 4 metitur, erit a=1, ergo a’*=1, etc., atque s=1. 








Corollarium. @Quando g ad exponentem P pertinet, ubi 


est Öd divisor communis maximus numerorum ?T et p—1, ex 16. 
sequitur, residua ordinis { sec. mod. p potestatibus exhiberi 


Pr} 
99595, 95::9°. 


Residua igitur periodum constituunt, qua ex re etiam summa po- 
testatum Atarum omrium residuorum ordinis £ secund. mod. p aut 


per p divisibilis erit aut numero 3(m-1) congrua, prouti % per 


t non divisibilis est aut divisibilis. 


2. Designante etiam nunc Öd divisorem communem maximum 
numerorum { et p—1, congruentia z!=1 (mod. p) admittit Ö ra- 
dices diversas, quarum qualibet ad exponentem Ö pertinens desi- 
gnata per & omnes radices exhibentur potestatibus 


Ö 


0, 0°, @’, 0%, ..@. 


Ex quo sequitur propositio (1.): 

Summa potestatum k!arum omnium radicum con- 
gruentiae z!=1 (mod. p) semper perpdivisibilis est, si 
tıpsum %k non metitur. 

8. In comment. De Potestatum Periodis. $. 43. jam demon- 
stravi, productum ex omnibus terminis periodi numeri cujusvis se- 
cundum modulum »" vel 2p” unitati congruum esse positive aut 
negative acceptae, prouti multitudo terminorum sit impar aut par. 


Ergo ex 16. manat theorema: 

Productum omnium residuorum ordinis ? moduli 
p" vel 2p” unitati positive aut negative sumptae con- 
gruum est, prouti multitudo residuorum est impar 
auf par. 


4. Quodsi radiees congruentiae 
z'=1 (mod. p), 


sunt @,, O9 Qu, .... @y; designaturgque summa omnium radicum 


per —A,, summa combinationum binarum radicum per A,, summa 
combinationum ternarum per — A,, summa combinationum 'quater- 
narum per A, ete.; deinde summa radicum per S,, summa qua- 
dratorum per S,;, summa cuborum per S,, summa biquadratorum 
per S, etc., ex theoremate Neutoniano habentur aequationes 


S 
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+ Al 
Noch S, +24, =0 
S;+4,8,+4,S,+34;=0 
S,+4A,S,;+4,S2+ 4: Sı+44,—=0 


a a Zr u E52 2027 


S5+Aı S;_, +4; 13 + ..2..+ Aue S,+04,=0. 


Iam vero (2.) summae 8, , S,, S,, S,, ete. S;__, sunt =(), at 
'Sy=0, ergo adjumento aequationum erit , =, A... 4A; ,=0), 
at ö6+045—0. | 

Hine erit etiam 


—A,=0, 4,=0, —4,=0, 4,=0, etc. 


Productum omnium radicum, quod per P designemus, eritf A 5 
prouti Ö est impar aut par, ergo resp. P=+1. 
Hine deducti sumus ad theorema elegans: 


Summaomnium radicum congruentiae z!=1(mod. p), 
deinde summa combinationum binarum, ternarum, qua- 
ternarum etc. radieum semper per modulum primum 
divisibilis est. Producetum vero radicum unitatı posi- 
tive aut negative acceptae est congruum, prouti mul- 
titudo radieum est impar aut par. : | 


4. Designetur summa combinationum ın elementorum ad clas- 
sem n!am per "Un eritque, quando e& significat elementum quod- 
vis, at ex theoria combinationum constat: 

#29 Chan + sr Ongil 
Quodsi habetur 
CO, ELLE 1E hie 
erit ws 
Hin 0, Om FE On =0, On + 8m =0, 
etc., ideoqgue | 
ge Fon UMRNEF Katlsuser Mia eilt 
a ee ee 
etc., 


m Cm Cm )mi=0, ln = — (lm—ı) m, 
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Undemanat, quum "I On +1 sit, ( Cm —ı )""=F1. Signo 
superiore utendum est aut inferiore, Pen m est impar aut par. 


lam vero habetur 'Cn-ı =—e, ergo (—e)"=F1 vel m=1. 


Ex quo habetur propositio: 

Si summa numerorum secundum modulum primum 
p incongruorum, quorum multitudo m, deinde simul 
summa combinationum binarum, summa combinationum 
‚ternarum etc. per modulum divisibilis est, produetum 
vero unitati positive aut negative acceptae congruum, 
prouti multitudo numerorum impar aut par, necessario 
quicunque illorum numerorum erit radıx congruentiae 
zr=1 (mod. p). | 

5. Finem huie commentationi imponam demonstratione propo- 
sitionis, quae sequitur: 

Productum omnium numerorum ad eundem expo- 
nentem pertinentium secundum modulum, qui potestas 
est aliqua numeri 2 altior quam secunda, semper uni- 
tatisecundum hunc modulum congruum est. 


 Examinemus primum casum, in quo exponens ? est 2. Tum 
vero ad Zt pertinent 2r="—1, 2r-!+41, 2” —1 productumque 
P= (2?:«@1) — 1)(2r —1), quod unitati secundum 2” congruum esse, 
statim perspicietur. . 
Deinde sit 2>2 pertinebuntque hi numeri ad exponentem Z (20.) 


ad, I, RR alı!; —A1,— a’; —a°,..— al! 


. [2 ® “ t 
vel eorum residua minima. Quoniam ex supp. 5 semper est nu- 
merus par, erit productum | 
P=(a. 0°. 0.2 a)? =(art?t3+.>Himt)>, 


ideoque P=a:!?. Est vero a=1, ergo (at)t=1,i. e P=1 
(mod.2r), q. e. d. | 


u 
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XLVIn. | 
Ueber die Libelle oder das Niveau‘). 


Weil die, Libelle oder das Niveau ein für alle Messinstrumente so 
wichtiges Werkzeug ist, so halte ich es für zweekmässig, den folgenden 
Aufsatz zu dessen weiterer Verbreitung, und. weil derselbe wohl sonst 
nicht allen Lesern des Archivs zu Gesicht kommen möchte, in dieser 
Zeitschrift mitzutheilen. G. 


e 


Academie des Sciences de Bruxelles. > 


er 


Seance du 2 novembre 1844. 


Physique. — Un rapport fait dans cette seance par MM. 
Quetelet, Crahay et Stass, conclut ä l’impression de la note sui- 
vante de M. Liagre, lieutenant du genie belge, sur les oscillations 
du niveau & bulle d’air et sur les moyens d’y remedier. 

„On a fait jusqu’ici peu d’attention aux deplacements qu’e- 

rouve Ja bulle d’un niveau fixe sur un plan horizontal immobile, - 
Perso l’une des extremites de cette bulle vient A recevoir une 
temperature superieure ä celle de l’autre. J’ignore si des observa- 
tions analogues ont dejä ete publiees, mais, dans ce cas, elles 
doivent etre tres peu connues, car je n’ai vu cette particularite 
mentionnde dans aucun ouvrage”**), et l’on est generalement d’ac- 
cord aujourd’hui, lorsque l’on observe un changement quelceongue 
dans l’indication du niveau adapte-ä&.un instrument, & en rendre 
responsable l’instrument lui-me&me, regardant comme infaillible la 
marche de la bulle. M. Quetelet, lorsque je lui ai parle du fait 


u Ä 

*) L’Institut, journal universel des sciences et des societes savantes 
en France et a l’Etranger. 1re Section. Treizieıne annde. Nr. 590. 16. 
Avril 1845. p. 145. 

**) J’ai consult inutilement sur ce sujet les traites de physique et 
d’astronomie les plus recents et les plus estimes, notamment le Physika- 
lisches VFörterbuch de Gehler, et l’Astronomie physigue de M. Biot, qui 
a consacre quarante pages de son excellent ouvrage (tomell, 1844, ‘chap. 
IX, sect. 2) a developper la construction, le maniement et les proprietes. 
du niveau a bulle d’air. j 1. 


+“ 
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en question, m’a appris qu’il avait observe le m&me 'phenomene :il 
a dix ans, pendant qu'il etait oceupe & determiner la latitude de 
ruxelles au moyen du cercle repetiteur, mais qu'il n’avait pas 

insiste sur-cette singularite , parce qu'il eroyait l’avoir vue rappor- 
tee dans un Ecrit dont le titre Jui echappe aujourd’hui. Quoi quil 
en soit, mon but, en presentant cette note, n'est nullement d’e- 
tablir mes droits de priorite ä la decouverte du phenomene que je 
signale, mais simplement de donner de la publieite A un fait que 
jai eonstate pour ma part, et qui merite d’etre connu. Mon desir 
est d’etre utile & ceux qui se servent du niveau ä bulle d’air comme 
instrument de precision, en: leur inspirant de la defiance dans son 
maniement, et de les mettre en garde contre des erreurs qui, dans 
des ceirconstances ordinaires, s’elevent facilement & plusieurs se- 
condes, et, dans des cas extremes, A une minute et au delä.“ 

„En substance, ma remarque peut se formuler en ces quel- 
ques mots: ‚Un niveau A bulle d’air tres bon et tres sensible 
etant cale sur un plan invariable, si l’une des extremites de sa 
hulle vient ä& se trouver en presence d’une temperature superieure 
a celle de l’autre extremite, la bulle tout entiere marche du cöte 
d’ou emane la chaleur.“ 

„Cette experience est extr&mement facile ä repeter,. lorsque 
l’on possede un niveau un peu sensible. Il suffit de le caler, et 
de placer ensuite la main & un centimetre environ au-dessus d’une 
extremite de la bulle. ‚Au bout de cing & six secondes (plus ou 
moins suivant la chaleur de la main et la sensibilite du niveau) 
on verra la bulle se deplacer lentement, marcher vers la main et 
suivre celle-ei dans tous ses mouvements. On rend cette action 

lus energique en dirigeant l’haleine vers celui des deux bouts que 

Fon veut faire avancer. En moins de cing secondes, jai deplace 

ainsi de douze millimetres la bulle d’un niveau; chaque millimetre 

de l’echelle correspondait ä un angle de quatre secondes.‘“ 

„Cette observation est bien simple, et cependant je ne crois 
pas qu’on en ait jamais tire aucune consequence. Ne voit-on pas 
en eflet tous les jours des ingenieurs, charges de nivellements tres 
preeis, operer avec le niveau cercle, sans m&me prendre la pre- 
caution de soustraire leur instrument & l’action directe des rayons 
du soleil, en sorte que tantöt l’une des extremites de la bulle, 
tantöt Vautre est la Sy echauflee? Si les erreurs que l’on com- 
met forcement ainsi deviennent trop palpables, on se rejette alors 
sur les dilatations inegales de la monture de liinstrument, on s’en 
prend au mecaniecien *), tandis: que les memes. irregularites se 
seraient manifestees: si l’on avait pu se servir d’une simple fiole 
sans aucune monture. “ ie 

»Tout le monde connait les &ecarts inexplicables auxquels sont 
sujettes les observations de latitude faites & l’aide du cercle repe- 
titeur. On voit, dans la Base du systeme metrique (2evol., pages 
262 et suiv.), des discordances frappantes ; entre des ‚series d’ob- 


. servations 'de latitude faites par Delambre avec des soins scrupu- 





_ 


*) M. Beaulieu, mecanicien de Pobservatoire de Bruxelles, auquel 
je parlais dernierement de ce fait, m’a dit que plusieurs ingenieurs 
s’etaient plaintsä lui de ce que ses niveaux se derangeuint au soleil. J’ai 
montr&e & M. Beaulieu qu’un excellent niveau de Fortin, attache au eercle 


‚repetiteur de l’observatoire, se derangeait a la chaleur de sa main. L. 


Theil VI. 26 
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_ 


leux. Cet habile observateur se demande s’il'est possible ‘de les 
ge par des refractions extraordinaires dues au-grand froid 
qu'il faisait alors. “ | zuacl 
„Ces derniers mots suffisent pour me‘ rendre: compte des er- 
reurs d’environ dix secondes que Delambre a pu faire sur des 
distances zenithales conclues ä l'aide du‘ niveau. Sans parler 
d’un feu de bivouac qui, par un temps si rigoureux, brülait proba- 
blement ä quelque distance de la station, ni des deux bougies: qui 
servaient ä eclairer le reticule et le niveau du cerecle repetiteur ‚la 
chaleur rayonnee par le corps de l’observateur, dans un temps tres 
froid, peut facilement devier la bulle de 10”, d’autant plus que la 
disposition du niveau, pour la determination des latitudes, est telle 
que l’un de ses bouts est tourne vers l'observateur, et l'autre dans 
une direetion opposee.. Ajoutons enfin que, par un grand froid, 
la bulle devient plus sensible, et que l’allongement considerable 
qu’elle prend permet aisement qu’une de ses extremites s’echaufle 
plus que lautre.“ | 
„Il faut done eviter de faire de pareilles observations ‚dans 
un lieu ferm&, & travers une ouverture etroite; car ıl s’etablit alors 
un courant d’air qui, venant frapper l’une des: 'extremites de la 
bulle du niveau, la deplace necessairement.‘ > ; , aha 
„Pour bien m’assurer de l’eflet que les variations de la. tem- 
erature peuvent avoir sur un niveau expose & lair, j’ai opere de 
la maniere suivante. Sur une forte pierre ‚de taille servant d’appui 
exterieur ä une fenetre de premier etage, j’ai place deux niveux 
ä bulle d’air. Les deux instrumens etaient situes sur le prolonge- 
ment l’un de l’autre, et separes par un intervalle de vingt centi- 
metres environ. L’extremite de chacun d’eux etait distante de 22 
cent. du montant le plus voisin. lls etaient exposes vers le sud, 
mais la direction de leur axe faisait avec la meridienne un angle 
de 40° comptes du nord en passant par lFouest. Le niveau n® la 
une longueur de 22 centimetres et un diametre interieur de 19=m, 4; 
la plus petite longueur de sa bulle a ete de 22mm, .5 par: une 
temperature de 36° environ; sa plus grande longueur de 74=m. par 
12°,3. On voit qu'il renferme tres: peu ‘d’air et m la: majeure 
partie de sa bulle est formee de vapeur d’alcool.; Le niveau: n°. 2 
a la meme longueur que le precedent, mais son. diametre n’est 
que de 14mm, 7. Sa bulle varie de 17” =, 5 & 50mm aux tempera- 
tures respectives de 36° et 12°, 3. Les fioles en verre n’etaient 
garnies d’aucune armature ni support: je. m’aflranchissais par-la 
de toute cause d’erreur due aux dilatations inegales du metal par 
la chaleur, ou du bois par I’humidite. Eiles etaient posees sur la 
pierre formant l’appui de,la fenetre, mais, pour les fixer, j’avais 
place au-dessous de leurs extremites deux petites couches % cire, 
epaisses d’un demi-millimetre 'environ, adherentes ä la fois & la 
pierre et aux fioles. “ j R 
„Pour eviter qu’on atribue les oscillations de la bulle & un 
mouvement periodique de la pierre de support ou du bätiment, 
cause par la chaleur du soleil, je ferai remarquer de suite abe les 
deux bulles marchaient en sens inverse, c’est-ä-dire qu’elles se 
rapprochaient pendant le jour. et se fuyaient pendant la nuit. Ce 
fait, que j’avais prevu, est ce qui m’a engage ä operer avec deux 
niveaux au lieu d’un seul. En efiet, pendant:la journee, les rayons 
solaires reflechis par la couleur biyuäke du montant a concentraient 
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la chaleur vers le milieu de l’appui horizontal, et attiraient les 
deux bulles vers ce point milieu. La nuit, au contraire, les deux 
montants conservaient une temperature superieure ä celle de l’air 
ambiant, et attiraient les bulles & leur tour.“ 

„Mes observations ont commence le 5 septembre et fini le 16: 
jai note chaque jour, & 15 ou 16 epoques diflerentes, la position 
du milieu de la bulle de chacun des deux niveaux. En regard de 
chaque resultat, jindiquais la temperature donnee par un thermo- 
metre centigrade place &ä l’ombre du montant d. J’ai forme ainsi 
des tableaux ou la marche des niveaux est comparee ä celle du 
thermometre, et je les ai trouvees toutes deux parlaitement con- 
eordantes. Enfin, pour permettre de mieux saisir d’un seul coup 
d’oeil la liaison intime qui existe entre les variations de la tempe- 
rature et les deplacements des bulles, j’ai traduit graphiquement 
les resultats de mes tableaux.“ 

»J’ai cherche vainement ä me donner & moi-meme une expli- 
cation completement satisfaisante du phenomene qui fait lobjet 
de cette communication: c’est un sujet de recherche tres interes- 
sant, et qui, suivi avec 'soin et discute avec sagacite, pourrait 
peut-etre jeter un jour nouveau sur la theorie des 'ondes calo- 
rifiques.“ | 

„Je me suis done borne, apres avoir bien constate le fait, 
ä tächer de remedier ä un defaut qui enleve une grande partie 
de ses avantages & un instrument precieux. ' Le moyen que je 
vais proposer me semble resoudre le probleme aussi completement 
que possible.‘ 

„Un niveau ä bulle d’air est enveloppe d’une seconde fiole, 
d’un diametre double ‘de la premiere. Les deux ceylindres se tou« 
chent tout le long de la generatrice inferieure, en sorte que la 
pen superieure du veritable niveau 'se confond avec l’axe 

e la fiole enveloppante.; Üelle-ci est remplie entierement d’eau 
coloree en bleu: la teinte que l’on donne A leau doit etre aussi 
foncee que possible, mais permettre cependant de faire la lecture 
des divisions tracees sur le niveau 'interieur. Enfin, une des 
extremites du tube enveloppant est fermee a Faide d’un bouchon 
en caoutchoue, qui, par son elasticite, suit le liquide colore dans 
ses contractions et dilatations, et empeche que la grande fiole 
Eclate en ete, ou qu’il s’y forme un vide en hiver. Par ce.moyen, 
la bulle se trouve entouree de tous les cötes d’une egale quantite 
de liquide, au milieu duquel elle peut etre consideree comme. na- 
geant, et elle est soustraite, dans toute sa longueur, aux brusques 
inegalites de temperature, par la conductibilite du liquide ambiant: 
la couleur bleue donnee ä ek sert & absorber davantage le calo- 
rique rayonnant.“ 

„ Pour m’assurer de Vefficacite du moyen que je viens' d’ir- 
diquer, jai commence par exposer un niveau ordinaire ä la chaleur 
artifieielle provenant d’une lampe & meche cylindrique. Un ecran, 

erc& d’un trou circulaire, et interpose entre la lampe et le niveau, 

ermettait de diriger la chaleur sur l’une des extremites de la 
ulle. Je l’ai deplacee ainsi de 11 divisions en deux minutes.“ 

„J’ai ensuite enferme le ‚niveau dans une enveloppe sem- 
blable ä celle que je viens de decrire, mais sans y introduire de 
liquide: l’effet de la chaleur a ete plus energique que dans le 
premier cas; la bulle s’est deplacee de 14 divisions en deux mi- 
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nutes. En eflet, l'enveloppe cylindrique faisait  fonction ‚de 
lentille.‘“ LI RUHR "LIBRr Find | 

„En troisieme lieu, j’ai rempli d’eau: claire la. grande: fiole, et 
jai replace tout le systeme dans les memes conditions \que preee- 
demment, c’est-ä- dire que la meme distance existait entre l’axe 
de la meche et celui de Fi bulle. Un thermometre place pres 'du 
niveau, mais soustrait par l’eeran & l’action: de la’lampe, et un 
autre, expose directement ä cette action, indiquaient dans les deux 
cas les memes differences de temperature. Apres quatre minutes, 
la bulle ne s’etait deplacee que d’une division et un. quart.“ 

„Enfin j’ai colore le liquide en bleu ä l’aide du sulfate de 
cuivre ammoniacal, et j’ai dirige pendant eing minutes la chaleur 
de la lampe sur la m&me extremite de la bulle. Au bout de.ce 
temps, jai pu voir, en m’aidant de la loupe, que la bulle avait 
marche de huit dixiemes de division au plus. Ainsi, l'effet produit 
par la chaleur n’est plus, dans ce cas, que les trois centiemes de 
ce qu'il etait sur le niveau ordinaire. “ | | 

„Je crois done devoir conseiller d’adapter la modification que 
je viens d’indiquer aux niveaux destines ä des mesures de preci- 
sion: si elle rend l’instrument un peu plus lourd, elle a l’avantage 
de le rendre moins fragile; lorsqu’il lui arrivera un accident, pres- 
que toujours la fiole sera preservee, ce sera l’enveloppe qui se 
brisera, et celle-ci est bien facilement remplacee, car elle n’a 
pas besoin d’avoir une forme cylindrique parfaite.‘“. 

„Je terminerai en recommandant & ceux qui se servent du ni- 
veau comme instrument de precision, non -seulement d’eviter qu’une 
des extremites de sa bulle soit soumise & une temperature supe- 
rieure ä celle de l’autre, mais encore de ne pas l’employer lors- 
qu’il vient d’etre transporte d’un lieu chaud dans un lieu froid ou 
reciproquement. J’ai remarque en eflet que lorsque l’alcool de la 
fiole subit des dilatations ou des contractions rapides, la bulle 
parait ne pas se contracter ou se dilater egalement des deux cötes 
a partir de son point milieu, en sorte que son centre est reelle- 
ment deplace; et ce mouvement de transport de la bulle continue 
jusq’a ce quelle ait acquis une longueur constante. . JFattribue ce 
fait & des courants interieurs qui s’etablissent dans le liquide pen- 
dant qu’il s’echaufle ou qu’il se refroidit.‘ | 


Anmerkung. Aehnliche Erscheinungen wie die vorher besproche- 
nen sind übrigens auch schon sonst beobachtet und auch ähnliche Mittel 
zu ihrer Beseitigung angewandt worden. M. s. z. B. die Abhandlung 
von C. A. F. Peters über den Ertelschen Vertikalkreis der Pulkowaer 
Sternwarte in dem Bulletin de la classe physico-mathematique de l’Aca- 
-demie J. de St. Petersbourg. 'Thl. 11. 1844. p.307. Giy 
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XLIX. 


Andeutungen zu planimetrischen Auf- 
saben aus der Curvenlehre. 


Von 
Herrn J. Katzfey, 


Director des Gymnasiums zu Münstereifel. 


j Bei der Stundenzahl, worauf das Studium der Mathematik an 
den meisten Gymnasien beschränkt ist und wegen der übrigen 
Lehrfächer heschränkt bleiben muss, ist es rathsam und bereits 
vielfach verwirklicht, dass der Inhalt dieses Lehrgegenstandes 
auf sein Minimum redueirt und davon ausgeschieden bleibe, was 
immer ohne Nachtheil des Verständnisses und ohne Verkümme- 
rung der Allgemeinbildung ausfallen kann. Hiernach ist auch die 
Lehre von den Kegelschnitten der Hochschule zu überlassen, un- 
geachtet des Bedürfnisses verschiedener Sätze dieser Lehre zur 
ehandlung der Physik. Lassen sich nun diese Sätze mit den 
interessantesten Eigenschaften dieser Curven auf rein planimetri- 
schem Wege und leicht fasslich den Schülern mittheilen; so ist 
hiermit für die Wissenschaft viel gewonnen. Dass und wie dieses 
ei könne, habe ich in den Abhandlungen zu unsern 
erbstprogrammen der Jahre 1826, 1833 und 1840, so wie in meinem 
Lehrbuche der Mathematik gezeigt. Einen andern Weg hierzu 
bieten die nachstehenden Ben, nach welchen die Prima- 
ner in ihren häuslichen Aufgaben zur Kenntniss der Elemente der 
Curvenlehre gebracht und die Fleissigern zu einer angenehmen 
Selbstbeschäftigung angezogen werden können. 


Genesis und Form der Curven zweiter Ordnung. 


$. 1. Aufg. Man soll beliebig viele Punkte einer Linie be- 
stimmen, welche einzeln von einem Punkte und einer Kreislinie 
oder einer geraden Linie in Einer Ebene gleiche Abstände haben. 

Zur Auflösung. 1ster Fall. Der gegebene Punkt ist 
in der Kreis- oder geraden Linie. Die verlangten Punkte liegen 
in der geraden Linie, welche die gegebene Linie unter gleichen 
Winkeln schneidet. (Die Axenlinie). | 
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2ter Fall. Der gegebene Punkt ist Mittelpunkt des gegebe- 
nen Kreises. Die‘ verlangten Punkte liegen in einem concentri- 
schen Kreise. 


Bemerk. Von hier ab werde die gegebene gerade Linie als 
Kreislinie von unendlichem Durchmesser betrachtet. 


ster Fall. Der gegebene Punkt liege im Radius oder in der 
Verlängerung desselben. Sei der Axendurchmesser gt ( Taf. 
V. Fig. 2, 3, 4.) und in dem Radius gc oder in dessen Verlänge- 
rung der gegebene Punkt db. Dann erhält man zuerst die Schei- 
telpunkte a, e mittelst ga—ab, ge=eh; jeden andern der ver- 
langten Punkte mittelst br, er, bz=:zr und’zn br. 


Mittelst Verlängerung der Richtungslinie br erhält man 
auf der andern Seite der Axenlinie den Punkt v, wo bv=sv wird. 


. 2. Lehrs. Wenn der feste Punkt 5 (erster Brenn- 
unkt) im Radius des Bildungskreises (Direktrix) liegt 
Mat. V. Fig. 2.) ; so liegen die fraglichen Punkte in einer Linie, welche 
in sich zurückläuft und zwischen Kreisen eingeschlossen ist, welche, 
um den ersten Brennpunkt 5 und um den Mittelpunkt der Direktrix 
c (zweiter Brennpunkt) beschrieben, sich in a berühren. 


Bew. Es ist 
bn> bz (Elem. 1. 19.); 
bz>. ba (br>bg); - 
bn > ba. 


Somit 5n> bl. (Wo l Schneidepunkt ist). 


Ferner ist 





ac <gC, 
<Te. 
Sei daher % Schneidepunkt; so ist 
rk—=ga 
— ba; 
aber 
‘ bn>ba 
bn >rk 
ın> &c. 


Erkl. Die Linie, in welcher &e. ist eine Ellipse. 


9.3. Lehrs. Wenn der erste Brennpunkt auf der Verlängerung 
des: Durchmessers des Bildungskreises liegt, (Taf. V. Fig. 2.); so 
liegen die fraglichen Punkte in zwei Linien, welche in einer Win- 
kelebene unendlich fortgehend sich den Schenkeln des Winkels 
(Asymptoten) allmälig nähern, ohne dieselben je zu erreichen. 

Bew. Seien. a, e (Taf. V. Fig. 5.) die Scheitelpunkte, 4, c 
die Brennpunkte, dd, dt Tangenten der Direktrix; so halbire ae 
(die Hauptaxe) in o (der Curvenmittelpunkt) und ziehe 


7 


\ 


407 i 

von o aus Lothe zu deır Tangenten, die nach beiden Richtungen 
unendlich fortgesetzt werden können; seien fkLdbdin di undpg Abt. 
Dann lässt sich zeigen, dass die fraglichen Linien, durch a, e ge- 
hend, innerhalb der Winkel /og, pok unendlich fortgeführt - wer- 
dem können , ohne die Schenkel, denen sie sich allmälig nähern, 
je zu erreichen. k 

Zu‘ diesem Zwecke nehme man auf der fk einen beliebigen 
alnE: s an, ziehe sc, welche die Direktrix in r schneide, bs, br, ds. 

un ist 


EEE ds (Elem. I. 4.); 


aber 


ds>rs (Elem. II 8.) 
bs>rs. 


Also liegt der dem Radius rc entsprechende Curvenpunkt in 
der Ebene des Winkels foy. Sei nun dieser Punkt n und bn ge- 
zogen, so ist in=rn ($. 1.) und wenn nzLDr, so ist bz=ır; 
somit 52<bi. Darum wird die bi von der nz geschnitten, und zwar 
unter schiefen Winkeln, so dass zn, is, über », s verlängert, con- 
vergiren. 

Wird nun zwischen rc, de ‘ein Radius cw gezogen, dessen 
Verlängerung der zn vor dem Begegnen derselben mit if begegne, 

eschehe im Punkte v; so ist erweislich, dass b’v<cw ist, also 
er bezügliche Curvenpunkt zwischen zv und if liegt, somit der if 
näher ist als Punkt n. 

Ebenso verhält sich’s in Bezug auf die og und ähnlich in Be- 
zug auf die yo und o%. 

Da nun beim Fortrücken des Punktes s auf der unbegrenzten 
fk die Bestimmung des Punktes » möglich bleibt (weil 2 parallel 
fk); so kann die fragliche Linie unendlich fortgesetzt werden. 

Erkl. Die Linie, in welcher &e. ist eine Hyperbel. 

$. 4. Lehrs. Wenn die Direktrix eine gerade Linie ist; so 
liegen die fraglichen Punkte in einer Linie, welche vom Scheitel- 
punkte aus zu beiden Seiten der Axenlinie in stetiger Abweichung 
von dieser und der Direktrix unendlich fortgesetzt werden kann. 

Zum Beweise genügt das A brn. (Taf. V. Fig. 4.) 

8.5. Lehrs. Wenn zwei Kreise excentrisch in einander be- 
schrieben sind, ohne sich zu berühren; so lassen sich zwei Ellip- 
sen angeben, deren sämmtliche Eunkte einzeln von beiden Kreisen 
gleiche Abstände haben. , 

Bew. Seien 5, ce (Taf. V. Fig. 6.) die Mittelpunkte der 
Kreise, welche die Axenlinie in z, %, f und g schneiden; so ziehe 
man einen beliebigen Radius cs und verlängere denselben um 
Is=ib. Beschreibe nun mit e/ um c einen Kreis und in Bezug auf 
denselben die Ellipse, deren erster Brennpunkt b ist. 

Sei nun r ein Punkt dieser Ellipse, so ziehe dr, welche die 
Kreislinie in r schneide. 

Dann ist 


bn=nl (Constr. g. $. 1.), 
bör=/s (Ann.) 
nm—ns &e. 
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Zieht man nun die rs, welche verlängert die Punkte x, z, z 
giebt; dann cz, bu, welche über x verlängert die ez in v triflt; so 
ist wegen A scz co snr wdruuvz auch v ein Ellipsenpunkt und 
wer 

Aus demselben Grunde ist duparalleles und bu:cs=bx: ex &e. 

Nun begegne bu verlängert dem Kreise um 5b in «’. Dann 
ziehe sw’, welche verlängert die Punkte x’, r’, =’, gebe, und ferner 
ziehe :’c, r'b, welche verlängert der cs in n’ begegne. 

Hiernach ist 


r'b: bu’ —=z’'c:cs (Radien, 


und 
Winkel r'wb=2z'sc (Corresp.); 

daher 

Ar'bu' w:r'cs 
und ; 

r'b parallel :’c; 
somit 

Ar'n'scowr'cs. 


Folglich r'n'=n's; also rn’ von beiden Kreisen gleich weit ab- 
stehend. 

Wird nun noch mit einem Radius =cs-r'b um db ein Kreis: 
beschrieben, der die cs in /’ schneidet; so ist 


rb=!}'s.. 
Folglich 
rn —rbens—ls 
oder 
bn’ =’. 


Also n’ ein Ellipsenpunkt für die Brennpunkte 5, c bezüglich 
auf den eben beschriebenen Kreis. | 
_ Andererseit der Axenlinie erhält man die Punkte o», v'. | 

Zus. Wenn die Kreise sich berühren; so geht die zweite 
Ellipse ın die Hauptaxe über. | do 


| . 6. Lehrs. Wenn zwei ungleiche Kreise in einer Ebene 
beschrieben sind, ohne sich zu berühren; so lassen sich zwei 
Hyperbeln angeben, &c. Alles nach Analogie des vor. Paragraphen. 


Zus. 1. Wenn die Kreise sich berühren &e. 

Zus. 2. Werden die Kreise einander gleich genommen &e. 

8.7. Lehrs. Wenn zwei ungleiche Kreise in einer Ebene 
sich schneiden; so lässt sich eine Ellipse.und eine Hyperbel an- 
geben, &ec. f 

Zus. Wenn die Kreise einander gleich genommen werden; 
so &c. 
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$. 8. Lehrs. Wenn in einer Ebene ein Kreis und) eine gerade 
Linie ausserhalb oder berührend gegeben sind; so lässt sich eine 
Parabel angeben, &e. 


Zus. Wenn die gerade Linie Kreissekante wird; so erhält 
man zwei Parabeln, die dem Satze entsprechen. 


L. 


Veber die Potenzen mit imaginären 
Exponenten. 


Von 


Herrn L. Ballauff, 


Lehrer an der Bürgerschule zu Varel. 


In einem frühern Aufsatze*) suchte ich die verschiedenen Grund- 
begriffe der allgemeinen Arithmetik auf eine, von der gewöhnli- 
chen abweichende Weise darzustellen, liess aber damals die Po- 
tenzen mit imaginären Exponenten unberücksichtigt. Eine mög- 
lichst elementare Herleitung des Begriffs dieser Potenzen soll den 
Gegenstand der folgenden Abhandlung ausmachen. 

Es sei a eine absolute, rationale oder irrationale Zahl, also 
ein Zeichen, welches eine solche Behandiung der Einheit vor- 
schreibt, welche sich genau oder beliebig angenähert auf eine 
Theilung und Vervielfältigung derselben zurückführen lässt; die 
. Bedeutung des Zeichens a ist dann in der erwähnten Abhand- 
lung für den Fall erklärt, dass x eine positive oder negative, ra- 
tionale oder irrationale Zahl ist. Die dort gegebene Definition er- 
streckt sich aber nicht auf den Fall, dass = eine imaginäre Zahl 


(von der Form 9:4 —1) ist; dieselbe bedarf also für diesen Fallnoch 
einer Erweiterung. ! 

Dieser Erweiterung stellt sich aber eine eigenthümliche Schwie- 
rigkeit in den Weg. In a? ist nämlich x kein Zeichen, welches 
unmittelbar eine Behandlung der Einheit vorschreibt, wie z. B. in 
a-+x: sondern ein Zeichen, welches angiebt, auf welche Weise 


*) Thl. V, Nr. XIX. S. 259. 
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die Einheit’nach der Vorschrift von « behandelt werden soll. .So 
schreibt das Zeichen 3 in a° nicht vor, dass ‘die Einheit 3mal ge- 
nommen werden soll, sondern dass die durch a angezeigte Behandlung 
dreimal wiederholt werden soll. Man sieht, dass sich diese Er- 
klärung unmittelbar gar nicht auf den Fall ausdehnen lässt, dass 
der Exponent eine imaginäre Zahl ist. Es entsteht daher die 
Aufgabe, den Ausdruck a“ in einen andern umzuformen, in wel- 
chem x unmittelbar eine Behandlung der Einheit vorschreibt; 
dann kann die Erweiterung der Definition keiner 5X 
mehr unterliegen. Diese Aufgabe ist durch den bekannten Satz: 
1 


G—0 
a” —=lim. (l+«loga. x)“ gelöst, in welchem Ausdrucke loga den na- 
türlichen Logarithmus von a bezeichnet. ‘Von diesem Satze soll 
hier zuerst eine einfache, und wie mir scheint, recht instruktive 
Herleitung gegeben werden. 


Es sei zuerst a>1 und Ö eine. positive Zahl. Dann ist a>1, 


also 14 ‚ wo Z eine positive Zahl bezeichnet. Da 4 mit ö 
zugleich 0 wird, so kann man f=b.Ö setzen, wo db noch von Ö 
abhängt und erhält dann: ri 


a=1+5,0..... (1) 


Es soll nun untersucht werden, was aus 5 wird, wenn Ö un- 
endlich klein wird. Aus (1) folgt: 


ö 
BER. . 
D= Ö ERAON 





und es fragt sich, ob sich dieser Ausdruck für ö=0 einer be- 
stimmten Gränze nähert. 


1 b 2 | 
Man setze zuerst Immip wo n eine unendlichgrosswerdende 


1 


nl 
sanze Zahl hezeichnet und - 77 =Un. ‚Dann ist 
n 





1 
eng U 
an —l+ nn, 
n 


TE +42 — hund (1 2). ihn (1 —n) d—") Un’... ; 





Man sieht, "dass in dem Ausdrucke zur rechten‘ Hand alle 
Glieder positiv sind. und dass die Anzahl derselben, so wie die 
Koeffizienten der einzelnen Glieder um so grösser ‚werden, je 
grösser‘ n wird. Da aber die Summe aller Glieder immer =a ist, 
so muss % mit wachsendem 2 immer kleiner werden. Die’ Glie- 
der der unendlichen Reihe: | | 


Us Ua; Uzse +.» Un; in inf. 


sind alle positiv und jedes Glied ist kleiner als das vorherge- 
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hende; diese Reihe muss daher eine positive Gränze ‘m besitzen, 


so dass ; 


m=lım — 
n 





ist. 


d—0 .. 
m ist aber zugleich der Werth von lim —— . Um sich hier- 


ad 


.. “r | . . 
von zu überzeugen, überlege man, dass eine Funktion von Ö 





ist, die nur für &—0, ein Fall der bei unserer Betrachtung nicht 
vorkommt, eine Unterbrechung der. Kontinuität erleiden kann. Für 


ein unendlich klein werdendes dö kann man nun — so wählen, dass 
n 


der Zahlwerth von 8— 1 kleiner ist als jede angebbare absolute Zahl. 
ı 
Dann kann aber, der Erklärung der Kontinuität gemäss, @"- — 
a1 
Ö 
solute Zahl werden, und man hat 


I 
lim 0 





dem Zahlwerthe nach kleiner als jede noch so kleine ab- 








ı Ö 


n 


oder 


d=0 ey n=® an —1 
lim RER, Iım —m. 








Tr 


Es ist daher, für «>0 und ein unendlich kleines, positives od: 





d—0 6 
A a —1-+m.6, wo m— lim si 
und eine bestimmte Zahl ist. Dieser Satz gilt aber auch für ein 
negatives d und a<1. Denn ist ö negativ und =—0Ö’, so hat man 
DE ran gi Ser .d: 
are re mö'—=1l-+m.6; 


und ist @<1, so ist 


Ö ——0 FL v0 
1 er ang A 
(2) —14ölim ZI = 145 im — 





a 


v—oyw v0 
—=1+6. lim ——:lime=1+. lim —1—m.d; 
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daher 


= —1+mb. 


1—m 


Es ist daher streng allgemein für jedes absolute a und jedes 
unendlich kleine, reelle d: 


ad —=1+m.d...... (4) 
wo m eine bestimmte Zahl und 
El Be 
— lim 


ist. 


Ist z eine beliebige reelle Zahl und rn eine unendlich grosse, 
ganze Zahl, so ist nach (4) 


= 
a” —1-+m. er 
n 
daher: 
n—Rn 
a® —= lim (14mZ)" SE u 
Ist lim —1, so nennt man bekanntlich e die Basis der 





natürlichen Logarithmen. Es ist dann 
n=n zn n—® in 
e” —lım A) ‚e=lim (14) ”) 


Da 


n—R n 
a: — ex\oga — lım a RR li) 


so folgt aus der Vergleichung mit (5) 
m=—log a. 


In (6) ist nun a“ auf eine solche Weise umgeformt, dass in 
dem Werthe von a? x unmittelbar eine Bendäifiong der Einheit 
vorschreibt. Die Gleichung (6) giebt dann unmittelbar folgende 
Erweiterung der Definition der Potenz: 


2 Ban. F 
*) Der Beweis, dass (142) für z unendlich werdend sich einer 


bestimmten Gränze nähert, ist schon früher im Archive Thl.I. Nr. XXVIH. 
S. 204. Thl, III. Nr. XXXVL S. 327, gegeben. Ich halte es daher ‘für 
überflüssig ihn hier zu wiederholen. | 


413 


Es sei a eine beliebige absolute Zahl, & eine beliebige reelle 
oder imaginäre Zahl (9.% —]), so bezeichnet man 


—D 
Iim.(1 +, mit ar. 


Es muss nun noch gezeigt werden, wie die durch a —ı 
vorgeschriebene Behandlung der Einheit an einer Grösse wirklich 
ausgeführt wird. Es sei X ein Strahl, der von dem Anfangspunkte 
der Koordinaten aus nach der Richtung der ersten positiven Halb- 


achse gezogen ist. Den durch X.(1 + ues, dargestellten Strahl 


erhält man, wenn man in dem Endpunkte von X nach der einen oder 
anderen Seite hin, jenachdem gpositiv oder negativ ist, eine Senkrechte 


log a 


errichtet, dieselbe = macht, und den Endpunkt dieser 


Senkrechten mit dem Anfangspunkte der Koordinaten verbindet. 
Ist n unendlich gross, so erhält man einen Strahl, welcher der 
Länge nach =A ist und mit demselben den beschriebenen Winkel 


n—R | , n 
9108 Jijdet. X.a? —=X,lim (1 Ta LEN erhält man, wenn 
man dieses Verfahren nmal wiederholt., Obiger Ausdruck ist da- 


her ein Strahl, welcher mit X gleiche Länge hat und mit demsel- 
ben den beschriebenen Winkel ploga bildet. 


ai ist also ein Behandlungszeichen, welches vorschreibt, 
dass ein Strahl um den beschriebenen Winkel 9 .loga. gedreht 
ePY—1U schreibt daher eine Drehung um den be- 

schriebenen Winkel @ vor. e! —1 ist also gleich demjenigen Be- 


handlungszeichen, welches ich in meinem frühern Aufsatze mit & 
bezeichnet habe. 


werden soll. 


Hieraus ergiebt sich auch unmittelbar, dass X RN | 
—=NX.cosp+AX.sinpg.Y —1, also erY—1—= cos g + sn gY—I 
er A! F 
ist. Da sich nun auf bekannte Weise lim a4”) —g” "in eine 
unendliche Reihe entwickeln lässt, so erhält man durch Gleich- 
setzung der reellen und imaginären Theile mit Leichtigkeit die 
bekannten Reihen für cosp und sing. 


Die Definition der Potenz lässt sich nun auch auf den Fall 
erweitern, dass man für den Exponenten ein beliebiges Behand- 


lungszeichen, wie en etc. setzt. Ist 4 ein solches, so hat man: 


A» 
e!— lim di 


wo es dann freilich noch zweifelhaft bleibt, ob dieses Zeichen 
eine bestimmte Bedeutung hat oder nicht. Für diese Potenzen 
lassen sich dann mit Leichtigkeit diejenigen Sätze beweisen, die 
für gewöhnliche Potenzen gelten. So ist z. 


x 
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— 
ee (142), 
Den» / 
TE 
N h 
daher: 5 
neR n—a In 
eS.e! = lim (14) lim 44 
Ru 
149.4 | 


erde 4+4', 4 
= Keen, m 


n—R 
— lim 





1. A N 


n—Rn / 4 
— lim (1 Pe ass Pe - 


vorausgesetzt dass nicht 4.41’ eine solche Behandlung der Einheit 
anzeigt, durch deren Ausführung eine unendlich grosse Grösse 
entsteht. 


Die Erklärung solcher Potenzen, wie auto —1, (at —d#t? 1, 
ist theils schon in dem Frühern enthalten oder muss auf die ge- 
wöhnliehe Weise gegeben werden. 


Die Konstruktion der imaginären Zahlen ist bekanntlich zuerst 
von Gauss gegeben worden. So vielich weiss, ist von Gauss 
selbst Nichts darüber im Druck erschienen*). Ich kenne diese Un- 
tersuchungen nur durch: eine ‘kurze briefliche Mittheilung eines 
Freundes (des Herrn Dr. Wittstein) und durch die Abhandlung 
des verstorbenenMajorsMüller im Archive (Thl. 1.8. 397). Dieldee, 


die Zeichen Ar u. s. w. wie Zahlen zu behandeln, ist von den 
dx 


verstorbenen Doctor Eichhorn in seinen Principien einer. all- 
gemeinen Funktionenrechnung (Hannover 1834) vielleicht zuerst 
ausgesprochen. Cauchy hat von dieser Idee bekanntlich glänzende _ 
Anwendungen auf die Theorie des Lichts gemacht, nennt aber 
diese Rechnungen symbolische. Ich glaube, dass dieselben nicht 
mehr oder weniger symbolisch sind, als die Rechnungen mit un- 
benannten Zahlen überhaupt. n 


*). ‚Die Abhandlung 'Thl. VI. Nr. XXXV. und deren Anhang konnte 
Herr Ballauff bei Abfassung des vorliegenden Aufsatzes noch nicht kennen. 
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WE. 
Veber das ballistische Problem B) 


Von dem 


Herrn Doctor Dip pe; 


Oberlehrer am: Gymnasium Fridericianum: zu Schwerin. 


‘In dem Programm des Gymnasium Fridericianum in Schwerin 
vom Jahre 1843 habe ich eine Lösung des ballistischen Problems 
auf die Annahme gestützt, dass der Widerstand der Luft der 
Geschwindigkeit des bewegten Körpers proportinal sei. 
Ich bin weit davon entfernt, diese Annahme für richtiger oder 
für weniger falsch zu halten, als die- gewöhnliche Voraus- 
setzung; allein ich glaube doch, dass diese Untersuchung; nicht 
ohne einiges theoretische Interesse ist, indem theils das Gesetz 
jenes Widerstandes noch gar nicht mit hinlänglicher Sicherheit 
Bekankt ist, theils die von mir zum Grunde gelegte Annahme die 
einzige ist, bei welcher man zu emer vollständigen Lösung des 
Problems gelangen kann. Selbst die Praxis scheint bei dieser Auf- 
lösung nicht ganz leer auszugehen, wenn man nur von den’ aufge- 
stellten Formeln nicht mehr verlangt , als sie bei der Unwahrschein- 
lichkeit, dass die ihnen zu Grunde liegende Annahme richtig sei, 
leisten können. | 

Der Umstand , dass von unsern Programmen nur wenige Exem- 
plare die Gränzen Mecklenburgs überschreiten, wird mir zur Ent- 
schuldigung dienen, dass ich das Wesentlichste aus jener Abhand- 
lung hier mittheile. 


$. 1 


Der bewegte Körper sei eine Kugel, und die beschleunigende 
Kraft des Widerstandes sei 


ar 
k:’ 


*) Ich halte es für meine Schuldigkeit, zu bemerken, . dass der Ab- 
druck dieses schon seit längerer Zeit in meinen Händen befindlichen Auf- 
satzes durch unvorhergesehene Hindernisse bis jetzt verzögert worden 
ist, ‚glaube aber, dass derselbe auch nun nicht zu spät kommt, wenn 
auch der Gegenstand selbst nicht ganz neu ist. G 
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wo k eine durch die Erfahrung zu bestimmende constante Geschwin-, 
digkeit ist, deren Werth von der Grösse und Dichtigkeit der Kugel, 
sowie von der Dichtigkeit und besondern Beschaffenheit des wider- 
stehenden Mittels abhängt, während g die beschleunigende Kraft 
. der Schwere in dem widerstehenden Mittel bedeutet, vo aber die 
Geschwindigkeit des bewegten Körpers ist. Wenn @ die beschleu- 
nigende Kraft der Schwere im leeren Raum ist, ö aber die Dich-- 
tigkeit des Mittels, d die Dichtigkeit der Kugel bedeutet, so 
hat man 


.Ö 
g=6 (1-7) 


Es wird g negativ, wenn ö>.d ist; und in diesem Falle erhält 


auch % einen negativen Werth, damit der Quotient 7 positiv bleibe. 
Ö 

Da ferner der Widerstand um so geringer wird, je kleiner qisbso 

muss der Werth von % in der Weise von A abhängen, dass % un- 


. . y Ö . . 
endlich gross wird, wenn 7 verschwindet, also wenn die Bewegung 


im leeren Raume erfolgt. 


Um die Lösung des Problems zu vereinfachen, nehmen, wir an, 
dass die widerstehende Flüssigkeit keine eigenthümliche Bewegung 
habe, dass ihre Dichtigkeit in der ganzen A der ‚Kugel- 
bahn constant, und die Richtung der Schwere mit dem durch einen 
Punkt A der Kugelbahn gezogenen Erdradius parallel sei. Die 
Bahn des Kugelmittelpunktes liegt alsdann in einer durch AB geleg- 
ten vertikalen Ebene, wenn AB die Richtung angiebt, welche die 
Kugel im Punkte A hat. ; In. dieser Ebene legt man durch 4 die 
Abscissenachse AX horizontal und die Ordinatenachse AY darauf 
senkrecht, so dass die Ordinaten in. der Richtung nach oben posi- 
tiv‘genommen werden. Nach Verlauf der Zeit i sei die Kugel mit 
der Geschwindigkeit v in einem Punkte C angelangt, dessen Coor- 
dinaten x und y sind; der zwischen A und € liegende Theil ihrer 
Bahn sei s, und in C bilde die Richtung ihrer Bewegung mit 4X 
den Winkel. 9: dann sind nach bekannten Gesetzen der Mechanik 


dz ww d?ı u 
Te=-r coSs9@, 7 sin P—g] 


ı ı 


die Differentiälgleichungen, aus denen die Gesetze der Bewegung 
ii F ds. 
öe werden. Nun ist bekanntlich er COS sin 9 
— ; folglich hat man die Integration der Gleichungen 
DE 9, ding ya gordl ar 
Ara datt: ©) k 


de” kid I. 





1) 


zu ‘bewerkstelligen . und, wenn im Punkte A die Geschwind Ig- 
keit = a ist, und mit AX den Winkel BAX= « bildet, die Con- 
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stanten so zu bestimmen, dass gleichzeitig =0, 20, y=0, 
ea, © J ithin die h | 
sa a is 08 @, EN —=sin«, mithin die horizontale 


d« 
Geschwindigkeit 77 ecos«, die vertikale Geschwindig- 


keit 2 —a sin « werde. 
Man findet durch tütdgratiön der Gleichungen 1) und 2) 
dx 


kan ned 
d)  qeosa LE 


2 HP =asina gt, 


Aus der Gleichung 3) erhält man durch eine neue Integration 


k ak 
5) t=—.log. nat. eh ; 
END, ak 608 — gx 
oder 
ak c08S & 


6) roll kb d-e- ©), 


wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet. 
| Eben so erhält man aus 4) 


7),.t= Klon. nat. case > 
I u gt 


A 9) yak FEB ame Sy 


Durch, Combination der Gleichungen 3) und 6) findet man die 
horizontale Geschwindigkeit: 


& 
9) GE zacosa e— ka 


und aus 4) und 8) die vertikale Geschwindigkeit: 
t 


Ad & 
10) 3 - (k+asino)e k—k. 
Endlich erhält man durch Verbindung der Gleichungen 5) und 7) 


akcosa _ k+asine f 
Fi ee Ba # I ET ET TE Wehe A 
A EREERCAG kra sine —) — gt 


und wenn wir aus 5) für ? seinen Werth setzen und gehörig redu- 
ciren, so ergiebt sich die Gleichung der Kugelbahn: | 


ktasing bed, akcosa 
41). y= . 4C0S« go GR nal. ak cos a —gx’ 





Theil VI. 27 


418 


oder noch einfacher: 


 k-+asina 


dien IE 
ag aC0oSs« 


Br m none 
<H vu log. nat, 3 ya . 





Es ist also die Bahn eine ebene Curve, deren Gleichung in 
der einfachen Gestalt ! 


Y =pr4 y log. nat. 1 —rx) 


erscheint, wenn man die constanten Factoren der Reihe nach mit 
P, 9, r bezeichnet. 


& 2. 


Eine nähere Untersuchung der obigen Formeln lehrt nun Fol- 
BERIER: Die Gleichung (12) reducirt sich für =, also wenn die 
ewegung im leeren Raume erfolgt, auf | 


Gx? 
u She Porn 
‘ das ist die Gleichung der Parabel, welche eine mit der anfäng- 
lichen Geschwindigkeit a unter dem Elevationswinkel « fortgeschleu- 
derte Kugel im leeren Raume beschreiben würde. 
Für die vertikale Geschwindigkeit erhält man den Werth 


dyisn: k+asine 
RI TR 


wenn man die Formeln (4), (11), (5) in $. 1. combinirt. Dieser 
Werth wird Null, wenn 
| a? sin 2« he 

a sin « 


29 (ET) 


Der 


ist, und dieser Werth verwandelt sich, wenn =», 9=@ wird, 
d. h. wenn der Körper sich im leeren Raume bewegt, in die 


bekannte Formel 
a? sin2« 
= ng 
Die Ordinate des höchsten Punktes der Kugelbahn findet man, 
wenn man den Werth (1) in die Gleichung (12) des $. 1. substi- 





tuirt, nämlich 


i ik? (asin« asin « 
ya Fr (a — log. nat. ar). 
Dieser Werth geht für = über in 


a? sin ?« 


BE TDG | 7 
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Die vertikale Geschwindigkeit erhält von diesem Punkte an 
einen negativen Werth und wird immer grösser, während die Ordi- 
nate abnimmt, so dass die Kugel sich der durch A gelesten hori- 
zontalen Ebene wiederum nähert. Sie erreicht dieselbe, wenn 
y—0V wird; die Abscisse dieses Punktes oder die Wurfweite 
muss durch Auflösung der transscendenten Gleichung 


k+asin« 


ACOSU 





3) En +7 log. nat. Ehe ME )—=0 


ak cos« 
gefunden werden. 


Nun hat aber die Auflösung einer transscendenten Gleichung 
von der Form 


px + q log. nat. 1 —r2)—=0 


keine bedeutenden Schwierigkeiten; es ist also die Wurfweite als 
bekannt anzusehen für jeden Elevationswinkel & und für jede An- 
fangsgeschwindigkeit a, sobald der Coefficient % bekannt ist. Die- 
ser Coefficient kann‘ aber gefunden werden, wenn man bei unverän- 
derter Anfangsgeschwindigkeit unter verschiedenen Elevationswinkeln 
die Wurfweiten beobachtet hat. 


Ferner lehrt die SIBIChUR (3) in $. 1., dass die horizontale 
Geschwindigkeit abnimmt und für die Abscisse 


akcos« 
74 len gen 


verschwindet. Setzen wir 2>x,, so finden wir nach (5) in 
$. 1. für Z einen imaginären Werth, während {= » wird für 2—r, ; 
zugleich erkennen wir aus Gleichung (6), dass mit wachsendem t 
die Abscisse x sich dem Werthe x; in der Weise nähert, dass 
der Unterschied | 


ak cos « 
gi 


ge" 





gt 
kleiner wird, als jede beliebig kleine Grösse , indem e* unendlich. 
gross wird. 
Folglich ist die mit der Ordinatenachse parallele 
gerade Linie 
ak cos «& 
= — 


Y. 


eine Asymptote für den auf der positiven Seite der 
Abscissen abwärts gehenden Zweig der Curve Die 
Bewegung nähert sich. also immer mehr einer geradlinigen verti- 
kalen Bewegung ; und da der Ausdruck der vertikalen Geschwin- 
digkeit: (Gi. (10) in $. 1.) sich dem Werthe — % unbegränzt nähert, 
wenn man t zur Gränze oo wachsen lässt: so wird die Bewegung 


immer mehr gleichförmig. Von dem Augenblicke an, wo = 


27* 
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:=() war, nimmt die vertikale Geschwindigkeit in der Richtung von 
oben nach unten fortwährend zu, ohne den Werth — % in endlicher 
Zeit zu erreichen oder jemals überschreiten zu können. Wir 
schliessen daraus, dass k die grösste Geschwindigkeit ist, 
welche die Kugel in dem widerstehenden Mittelerlan- 
sen kann, wenn sie ohne anfängliche Geschwindigkeit 
unter dem Einflusse der Schwere sich senkrecht ab- 
wärts bewegt. | 

Eine weitere Untersuchung der Gleichung unserer ballistischen 
Curve zeigt uns, dass der auf der negativen Seite der. 
Abscissen liegende Zweig keine Asymptote hat. 

Zuvörderst nämlich ist keine vertikale Linie Asymptote, weil 
y für einen beliebig grossen negativen Werth von x niemals ima- 
ginär wird. Verbindet man aber die Gleichung der geraden Linie 


Yy=px 
mit der Gleichung der Curve (vergl. (12) in $. 1.), so.erhält man 
für-x—=—% nach gehöriger Beseitigung der in O>< liegenden 
Unbestimmtheit | 
| . Ebastte 
PT Tacosa 


Wenn also der auf der Seite der negativen Abscissen liegende 
Theil der Curve eine geradlinige Asymptote hat, so muss dieselbe 


AR /k-+ asin « : 
der geraden Linie y„=————- x parallel sein. Setzen wir aber 
; Ad CoS« 
k+asına 2 
Ta re 
I 4COS« 4 
in die Gleichung der Curve, so finden wir für 2=—x auchg=», 


d.h, es ist keine Asymptote vorhanden. 


38. 


.Da unsere Annahme sich von dem wahren aber unbekannten 
Gesetze des Widerstandes noch weiter entfernt, als die gewöhn- 
liche Voraussetzung: so können wir nicht erwarten, dass die 
gewonnenen Formeln die Resultate der Beobachtung darstellen und 
uns z. B. die wirklich beobachtete Wurfweite eines Geschüt-. 
zes bei dem Elevationswinkel « geben werden, wenn wir für a die 
wahre Anfangsgeschwindigkeit der Kugel, für k die wirk- 
liche grösste Geschwindigkeit einsetzen wollten, welche 
diese Kugel beim Falle in der Luft erreichen kann. Es bleibt also 
nur übrig, zu untersuchen, ob die gewonnenen Formeln 
nicht zur angenäherten Berechnung der Wurfweiten 
für beliebige Elevationswinkel eines Geschützes die- 
nen können, wenn man bei demselben Geschütze mit 
unveränderter Ladung durch Versuche die Wurfweiten 
x', x" und die Flugzeiten 7, {” für die Elevationswinkel 
«', @” gefunden hat. 
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Man kann ausgehen von den Gleichungen 


ak cos«' ARNR ix 
Er hohl 

‘ „ 

akcosa” a H 
X" — — (le k >, 





welche nach (6) in $. 1. gebildet sind. Hieraus ergiebt sich die 
Proportion 


Aare! gi er 
a’: —=cose A—e *):cose(T—e #), 


und daraus die Gleichung 


1) —_ 2'coso” rg cos «" 1-0 
-e BEE SEE = 
x" cos eo x" cos «' { 
- I! u & 
i } ‚x cose« —_:£ 
in welcher a nicht mehr vorkommt. Es sei pe, Bike, 


Dann hat man, um % zu bestimmen, die Gleichung 
2) U — bel" +) —1—=0 


aufzulösen. Es wird hierbei immer genügen, für !' und ?” die ihnen 
zunächst liegenden ganzen Zahlen zu setzen, und dann Fourier's 
8 


Näherungsmethode anzuwenden. Da z—e Fist, und % nicht un- 
-endlich gross angenommen werden kann, so ist z immer ein 
positiver ächter Bruch. 


Nachdem % gefunden ist, erhält man a durch eine der‘ For- 
meln, von denen wir in diesem Paragraphen ausgegangen sind. 


In la Fere hat man 1770 mit einem zwölfzölligen Mörser, des- 
sen Bombe 142 Pfund wog, als Mittel aus je 4 Würfen folgende 
Werthe erhalten: 

ae —50°, x’ —=2982 Pariser Fuss, ?’—=16Secunden, 
BE EU HTTTR 5 nt 33 


Unsere Gleichung wird für diese Werthe 
21° — 3,186 2? + 2,186 =0, 


deren Wurzel ich —= 0,960135 finde. Setzt man nun y=30,196 Pari- 


ser Fuss, so wird 
k—7142,24. 
Darauf erhält man für «' die Anfangsgeschwindigkeit a— 394,46 
und für @” eben so a= 394,47. 


Die wahren Anfangsgeschwindigkeiten sind wahrscheinlich viel 
grösser gewesen ; diese sollen aber jetzt gar nicht ermittelt wer- 


422 


den. Nun ist nicht zu erwarten, dass die gefundenen Werthe von 
a und % die Gleichung. der Kugelbahn peiriediegR werden, wenn 


er 
man in derselben „=0 und 2=,»\ , «= W setzt. Sie würden das 


nicht einmal thun, wenn die mHdötie richtig wäre, weil sie aus 
Gleichungen bestimmt sind, in denen sie von der beobachteten Flug- 
zeit abhängig sind. Sollen aber a und k so bestimmt werden, dass 
sie die Gleichungen 











k+asine' ,, 4 BETTER 
"acos ei) x " log. nat. Be 
k-+asine” Pa VS 

acose" +, "og nat. (dom ae cos = Zr, 


befriedigen , von denen wir Al: erste mit =0, die zweite mit 
u"—0 bezeichnen wollen: so kann man die vorhin gefundenen 
Werthe als angenäherte betrachten, und durch Auftnug der, 
Gleichungen - 


, iu mi 
u" +7 dat 77 Ak=0 





Aa, Ak bestimmen, so dass a+ fa, k+ 2% den wahren Werthen 
von a und % näher kommen. „Man kann auch k als genau ansehen 


und a so bestimmen, dass "pur möglichst klein werde; ja es 
wird sogar genügen können, k als genau bestimmt anzusehen, und 
a so zu bestimmen, dass entweder «—0 oder «”—0 wird. 


Wenn x”—0 werden soll, so wird auch al —0; sieht man 


also en u” als Function von a an, und bezeichnet man dieselbe durch 
f(a), so hat man 
TERN Be 9" 
KO Cosa” I ‚Eon: net ak cos» 
und die Gleichung [0 ist aufzulösen. 


t . 
F_- —p, se und bilde zugleich die 


Differentialquotienten von f(a): dann ist 





Man setze 


r@=# +9+-log. nat. a—) ' 
f (a )= _ 
a (1-5) 





p @— =) 
ON upper 5 
ln) 
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In dem Ausdrucke von f(a) erhält log nat. (1— 7) einen ima- 


ginären Werth, wenn rSs1 gesetzt wird; man weiss also, dass 
a>p sein muss. Dann behält aber. f” (a) für alle Werthe, die man 
für a setzen darf, immer dasselbe Vorzeichen, kann folglich 
bei der Auflösung der transscendenten Gleichung f(a)—=0 als be- 
stimmende Function angesehen werden. hie von Stern in 
Crelles Journal Band XXII. mitgetheilte Methode, transscen- 
dente Gleichungen aufzulösen, ist bei unserer Gleichung äusserst 
einfach. Da für a—p die beiden ersten Glieder in f(a) den Werth 
149g annehmen, während log. 1—)=—® wird, so ist für 
Werthe von «a, die nur wenig grösser sind als p, der letzte Theil 
überwiegend und f(a) negativ; für einen Werth dagegen , wel- 
cher grösser ist als die Wurzel a von f(a)—=0, wird f(a) positiv, 
"während f(a), f”(a) ihre Vorzeichen nicht ändern. Ist also 
p<ea<Pß, und zugleich e<a<Pf, so sind die Zeichenreihen 


(a f'(a) f(a 
a — + — 
ea RE: 
Die obere Gränze « ist dann wegen der gleichen Vorzei- 


chen von f(«) und f”(«) zugleich die äussere, und man findet die 
neuen Gränzen «', ß’ durch die Formeln 
r(®) 


EI LOW TEIL 
Do a 





und hieraus 


DE Le er 19) 
ei Tzap eRnze 





Hierbei ist immer 


az <at....<a<....Br<B'<pß, 
so dass man der Wurzel immer näher kommt. 
In dem gewählten Beispiele setzen wir =742, während 
«” —10°, &"—=1334 Fuss ist. Man findet dann sehr schnell 


f (876,25) = — 0,00001 , f (376,27) = 40,00001. 


Da nun der Werth a=376,27 die Gleichung f(a)=0 auch 
befriedigt, wenn man «', x’ statt «”, x” substituirt, so ist hin- 
reichend genau, um die beiden Versuche darzustellen: 


k=142,; a=3716,217. 


$. 4 


Soll nun die Wurfweite x berechnet werden , welche man mit 
demselben Geschütze und derselben Ladung bei dem Elevations- 
winkel « erhalten würde, so hat man in der Gleichung (3) in $. 2. 
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k+asin« 
Er EN 
1COS« 


k? EU E ATORE, 
+ vr log. nat. (En uU 
für % und a die eben gefundenen Werthe einzusetzen und dieselbe 


nach x aufzulösen. Multiplieirt man den Ausdruck mit 5, und 
setzt man \ 


gt gtange 
bEcosar "eı gem» 








so erhält man 
(m-+ m’) x + log. nat. (1 — mx) —0. 
Nimmt man ferner z=1— mx und bezeichnet man den Werth 
m uz asın «& 
Dr > das ist1+ 7. 





mit 2, so hat man die Gleichung 
"n(1—:) + log. nat. z=0 

aufzulösen, und findet dann die Wurfweite 

1—:z 


m . 





rt—= 


Man wird also nach folgenden Formeln zu rechnen haben: ' 


m— — — 
uk cos« 


o()=n(1— 2) + log. nat.z, 





1 1 
on 
Die Auflösung der Gleichung 9 (z)=0 hat gar keine Schwie- 
rigkeit und wird noch dadurch erleichtert, dass z nur ein positi- 
tiver ächter Bruch sein kann, indem z=1— mx ist und 
log. A— mx) nicht imaginär werden darf. 
Wenn man für diejenigen Winkel die Rechnung ausführt, für 
welche in la Fere im Jahre 1770 Versuche angestellt sind *), so 
erhält man folgende Resultate: 





Elevation | Wurfweite in Par.Fuss| Differenz. | 
re’ SO Rechn. — 


in Graden.| berechnet beobachtet] Beob. 











10 | 1434 1434 0 
90 233 1 28 | — 51 
30 3004 | 2994 | + 10 
40 3170 1 3408 1 — 238 
43 3149-| 3144 | +5 
45 3117 | 300 1 + 97 
50 2982 


2982 (N 


*) Gehler, Phys. Wörterb.T., p. 758. 
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Die Wurfweiten für 10° und 50° sind oben benutzt, um die 
Constanten a und k zu bestimmen. ‚Für die Winkel ‚über 50° wer- 
den die Differenzen der Rechnung und. Beobachtung. bedeutender, 
nämlich — 182, — 194, — 242 für die Elevationswinkel 60°, 70°, 75°. 

Es scheint hiernach möglich, auf dem angezeigten 
Wege die Wurfweiten, welche den zwischen «, und &, 
liegenden Elevationswinkeln zugehören, mit hinrei- 
chender Sicherheit zu berechnen, wenn die zu den Win- 
keln &ı, @& gehörenden Wurfweiten durch Versuche ge- 
funden sind und die Differenz & —«, nicht zu gross ist. 


- 


$. 5. 


Sollen endlich die Gesetze der Bewegung für den Fall ermit- 
telt werden, dass die Widerstand Jeistende Flüssigkeit selbst in 
Bewegung ist, so gehen wir von der. Annahme aus,- dass unsere 
Kugel, wenn sie unter dem Einflusse einer gleichförmigen Strö- 
mung von der Geschwindigkeit  V festgehalten wird, denseiben 
Widerstand leiste, den sie selbst erfahren würde, wenn sie in der 
ruhenden Flüssigkeit sich mit der Geschwindigkeit V bewegte. 
Dann ist die durch die Wirkung dieser Strömung entstehende 


beschleunigende Kraft gleich gr 
Die Kugel habe in einem Punkte A die Geschwindigkeit C und 
elange nach Verlauf der Zeit t zu einem Punkte ZB. Durch A 
Di man die drei auf einander senkrechten Coordinatenebenen XAY, 
.XAZ, YAZ, von denen die erstere horizontal sei. Die Abstände 
des Punktes B von diesen Ebenen seien der Reihe nach z, y, z; 
der Bogen der beschriebenen Curve zwischen A und B sei s und 
die Tangente in 3 habe die Richtung BD. In der Richtung BD 
würde der Körper sich mit der Geschwindigkeit » weiter bewegen, 
wenn in dem durch ? bezeichneten ' Augenblicke alle Kräfte zu wir- 
ken aufhörten und der Körper nur nach dem Gesetze der Trägheit 
weiter ginge. | 


Nun sei während der Zeit t der Körper einem Winde ausge- 
setzt, dessen Geschwindigkeit V ist und dessen Richtung die Linie 
BE augiebt. Man ziehe, durch B die Linien BX, BY’, BZ 

arallel mit den Achsen AX, AY, AZ, und bezeichne die Win- 
el DBX', DBY', DBZ der Reihe nach mit «,, ß,, Yı, sowie 
die Winkel EBX',;, EBY', EBZ' durch «,, ß,, }»- Hk sind 
die Gesetze der Bewegung herzuleiten aus den Gleichungen : 


d?x an 6}, 
TE TV os, —vcosa,), | 


dy 6 
73% (V cosß,—veosß,); 


@”7. 0 Ge 
eg (V eosy— veosy1)—Y 
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Nun ist aber bekanntlich BR: 1 eos 08 Pı» 7 2 
=cosy,; wir erhalten also, wenn wir zugleich 790° one 
uns also auf den Fall beschränken, dass der Wind sont weht: 


d?x dz 
1) a (V cos, — vn 


d2y 
2) di? ;—_ (Weosß— 
d?z g dz 
I) Bm I 
Die Constanten der Integration bestimmen wir so, dass zu 
gleicher Zeit 2, x, y, z Null werden, während PT Ceosa=a, 


en Ccosß=b, ‚= C cos wer —=c sein soll. Der Kürze wegen 
—b'. Wir erhalten dann durch 





di 
setzen wir V cos u =d', os Pa 
Integration der ÄERRKT d), (2), (3) folgende Formeln: 
k a —a 
4) iz log — mr dar 
dt 
k b'—b 
5) =- 1 3 
) g 05 PB dy 
dt 
6) nn log nel | 
7; 


welche mit Leichtigkeit in folgende umgewandelt werden: 
te 
€ 
) Fa (da) e s 
d gt 
rbb > 
gi 


9) E=lk+oe en 


Durch neue Integration leiten wir hieraus her: 
_gt 

DW) 2 di. (a' —a) 1-—e 
_. gt 


11) yabt- We er 
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et 
12) = (ktof—e I—kt. 


Durch Gleichsetzung der Werthe von t aus den Formeln (4) 
und (6) erhält man 


aa ‚k+e 


dt 


woraus sich ergiebt 


dz 1x 
(a’ — a) aret c) 7 (ak’ + ac) =0. 


Hieraus ergiebt sich durch Integration: 
13) (a —a)z+(k+c) 2 — (ak+a'c)t=0. 
Eben so erhalten wir aus (5) und (6) 
14) ("’ —b) z+(k+c)y— (bk+b'c)t=0, 
und aus (4) und (5) 
15) (a — a) y— (b' —b) 2 — (ba' — ab!) =. 


Jetzt sind wir so weit Be yerekk dass wir die Gleichun- 
sen der Projectionen unserer Kugelbahn erhalten können. Wenn 
wir nämlich aus den Gleichungen (13), (14), (15) die drei ‘Werthe 
von t nehmen und den ersten substituiren in (10) oder (12), den 
zweiten in (11) oder (12), den dritten in (10) oder (11): so erhal- 
ten wir die Gleichungen der drei Projectionen auf die Cordinaten- 
Ebenen, nämlich: 

_8 (a—a)z+(k+e)x 
k(ak-+.a'c) Ki aktalce 
——1l-e }, 

I 
(—d)zt+(k+e) 
k(bk-+b'e) | Ba Sonne 1 = 


9 


16) az + kr 


17) bz +ky= s 
(a —a)y—(b/ —) 
k (ba’—ab') 1 4 4 A Ba — ab! - 


I 


| Bringen wir die Exponentialfunction in jeder dieser Gleichun- 
en auf eine Seite allein und gehen wir dann zu den natürlichen 
Logarithmen über, so erhalten wir die Gleichungen der Projec- 
tionen unter folgender Form: 
19 „te. ,„_Hktae) 


ge | ga-—a) log. nat. 


18) a y—b'r = h. 


— 


ak+ac 
ak 4.a'c— 2 — ga 
bk+b'c 


ee TERN 1 15 
bk+ be 2—gy 


k+e k(bk +b'c) 
20) = EN 4 y—,6—0) log. nat. 


) 
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b—b' Z(ba' — ab! ba' b' 
21) re a rar log. nat. se 22 4 © p' 
9 ba' —ab' —-y+Y® 

b k 
Aus den gewonnenen Formeln ergeben sich die Eigenthümlich 
keiten dieser Bewegung ohne grosse Schwierigkeit, Es ist ferner 
leicht, die Gleichung der ebenen Curve herzuleiten, welche beschrie 
ben wird, wenn. die Richtung des Windes und die Richtung der 
Geschwindigkeit im Punkte A in’eine vertikale Ebene fallen. End- 


lich gelangt man zu der Gleichung (12) in $. 1. zurück, wenn man 
die Geschwindigkeit des Windes Null setzt. 


LEI. 


Nachtrag zu dem Aufsatze über den 
Vortrag der Lehre von der Auflösung 
der Gleichungen des dritten Grades. 


@Thl..Vl. Nr&R3; 12) 
Von 


dem Herausgeber. 


re i 

In dem vorher genannten Aufsatze habe ich ganz absichtlich 
mein Augenmerk vorzugsweise auf die reellen Wurzeln der cubi- 
schen Gleichungen gerichtet. Weil: jedoch dieser Aufsatz’ nach 
einigen mir zugekommenen freundschaftlichen Mittheilungen nicht 
sanz ohne Beachtung geblieben und hin und wieder beiim "Ünter- 
richte benutzt worden ist, so erlaube ich mir: meinen früheren 
Entwickelungen jetzt noch die folgenden wenigen Bemerkungen 
über die imaginären Wurzeln hinzuzufügen. 


Die imaginären Wurzeln erhält man, wenn man von der Vor- 
aussetzung ausgeht, dass in den früher gebrauchten Bezeichnun- 
gen nicht 9+9,1=0 sei. Dann hat man zur Bestimmung der 
Grössen 9, 9 Pı> Yı hach ‘8. 2. bloss die vier folgenden Glei- 
chungen: 
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PPı — - 4m, pgı +pı=0; 


P’+rPp Ip’ pm? 6: 
+ — pr — Ipı?qı =O. 


1) 


Aus der zweiten dieser vier Gleichungen folgt 


2) WBı=—Ppg:- 


Multiplieirt man die erste der vier in Rede stehenden Glei- 
chungen mit g, so erhält man 


Pgpı= g —2.ag, 
also wegen der Gleichung 2): 
' | ’ 
PHP )MTTzag. 


Kr ent man die dritte der Gleichungen. 1) mit g°, so er- 
PPRHEP SP Sg PıN— bg); 
und kalekich. weil wegen der Gleichung 2) 
| pp, Ppıyı =—Pg’gı 
ist: 
4) pP I) N). 


Multiplieirt man die vierte der Gleichungen 1) mit g2, so er- 
hält man 


PP IP; 
und folglich, weil wegen der Gleichung 2) 


Pr —p?gı” 


>) (4? —3p2) (+9 )=0. 


Weil aber nach der Yotsapenlung aignt g4+9ı=0, d.i nicht 
7=—gı, ist, so ist auch nicht g a „.d. ı. nicht 9 -+9,°=0, 
und wegen der Gleichung 5) ist folglie 
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6) -3p°=0 


Daher haben wir zwischen den drei Grössen P> 9 9, jetzt 
die drei folgenden Gleichungen: 


1 
(P*+g’)1=—3 ag; 
"b) 


pP (Pr 34°) (N) =bg, 
P-p’—0. | 
Aus der dritten Gleichung in diesem Systeme folgt 
q?=3p?, 
also 
PP +g’=Ap?, PP 3° ——8p%; 
und nach den zwei ersten der Gleichungen 7) haben wir daher die 
beiden folgenden Gleichungen: 
2 zn 1 3 3 679 vater 
8) dp =— zug, pl )=—bgi; 
oder 
9) = —1728p°g1°,(d+8p°)g’=8p’g°. 
Aus diesen Gleichungen ergeben sich die beiden folgenden: 
ag?’—=—1728p°g9,’; 216(d+8p9°)p’g’=11728p°g1°;- 
also durch Addition: 
10) ta? +216(5+8p?)p’}g’=0. 
Ist nun nicht 9=0, so ist ” 
11) a’ +216 (d-+8p°)p°’—=0, 
1 1 
6 her ET RA 3 
2 BT ag 


Löst man diese Gleichung wie eine quadratische auf, so er- 
hält man | 


13) P=—Ttb TV za’), 
also 
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1) p=-} Nuzaerr: 27% 


Nach der dritten der Gleichungen 7) ist 


meh SETS, 
q 3(p?+g°) 12p 


ist; so hat man die folgenden Auflösungen: 


3 mm 0.20 
p=+ er] „v3 i Ya 
„Rn 2 Eu ar = 2 2 iur 


un 


wg a 
pı = I Su 


Neger, zuge Zah va Fre ra 


und 
»=—1 de a An va dr 
2 5 
a ar a 
) (4 re », (ı=tr 3 
RE a N 6+ ua) ‚a? 


Weil nun bekanntlich 


z=p+p +49) —1 


ist, so ist 
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3 


16) a=y d= EB Zar 
ne ARE 


Nee er ers 


+ sy ONE; 








aa. Nm re (ri 


und 





1) &=— Ve 


er -} Fe ai 


+ var Finerr: ET 





u ee 
ern — 374° 


Durch leichte Rechnung überzeugt man sich, Ba 


euer: u ea as Klzszrn, EIGJERW 
34 


ist, woraus man ferner ohne alle Schwierigkeit schliesst, dass die 
beiden letzten Werthe von x von den beiden ersten nicht verschie- 
den sind, und man also, wie es erforderlich ist, für x nur zwei 
Werthe erhält. 


Auch ergiebt sich leicht, dass man diese Werthe von z auf 
folgende Art ausdrücken kann: 


18) 2 =— ‚yet 3% Verze 
AN: = Er Iv=T 


oder 
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19) =. m l una + Br 2 a I 
b4N B—Ha® V DNB a 
Te Ver 





a 1 1 
Aa - | 
Ve vor RZ 3 a? v—i. 
2 BR An: 


Wenn 'g==0 ist, so. ist) wegen der ’drittenider' Gleichungen 7) 
auch »—=0, und wegen der ersten der Gleichungen 1) also a0. 
Die dritte und vierte der Gleichungen 1) werden in diesem Falle 


Pr (Pi? 3) 8591 (pi) 0. 


Weil nun aber .nach der Voraussetzung. nicht „+9, =0 ist, 
so ist nicht 9,=0), und folglich | 


Pd, np}? 


Führt man diesen Werth von g9,? in die erste der beiden vor- 
hergehenden Gleichungen ein, so erhält man 


pı’=—ıb, also m=-ıwv, 


N 


und folglich 


9ı =4p v3=FE Vi. 


A ER in diesem, Palle | 
20), 2==—ı1vVb.(14V3.N 
oder 
1 21) aA). 


kt DEN j T Hr ’ 
Ganz denselben Ausdruck von z erhält man z. B. aus 18), 
wenn man a0 setzt, und sieht also, dass die Gleichung 18), so 
wie eben so jede der Gleichungen 16), 17), 19), ganz allgemein 
gültig ist, d. h. für jedes reelle a, auch für a0, gilt. 
ass sich die vorhergehenden Ausdrücke -auch aus der Glei- 
chung 6) in meinem früheren Aufsatze herleiten lassen müssen, 
versteht sich von selbst, was aber füglich dem Leser überlassen 
werden kann. Meine Absicht im Vorhergehenden war nur, die 
in dem früheren Aufsatze bei der Bestimmung der reellen Wurzeln 
angewandte Methode noch etwas weiter zu verfolgen, aus welchem 
Gesichtspunkte man allein das’ Vorhergehende zu betrachten hat. 


Theil VI, ” 28 
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LIE. 
Ueber bestimmte Integrale. 


n Von 3 
Herrn F. Arndt, 


Lehrer am Gynminasium zu Stralsund. 


I. 
Durch gewöhnliche Division erhält,man die identische Gleichung 
Hatı 
1 leiZ at den. Zn 


Multiplieirt man auf beiden Seiten durch da, und integrirt von 
x—0 bis z=1, so entsteht 


Iradxt 1 zatnfı dx 


o14z =(- 1)" zZ EL VE A 14x 


Differenziirt man nun diese Gleichung nach a, die rösnliigende 
Gleichung wieder nach au. Ss. f., so erhält man mac und nach. 








Lead 
d Ira a 
EN led g 
ee er Einer la) ne a 
EN e Ä a 
i 1) 1+7 ; narsdli e. ı 
1. 1 gatntt (I2)2dz 
N 
SE | 
0 1+r 


nıı f wett (ie)dde 
De, Fate He 
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u. 8. w., also allgemein 


NE da 
R 1-+r 


| 1 | 7 y, L 
ENT IP NND" 2, Grin) 


” lzetatı (Io) de , 
TE, 


oder | ET | 
(—1)r—! L,ra(le)P de 
2.3..(p—1)J 0 142 


AU el n I zetnt! (de) de 
SE er DE ge 


Untersuchen wir-nun zunächst die Grenze, welcher sich das 
auf der Rechten angehängte Integral nähert; wenn » ins Unend- 
liche zunimmt. Zu dem Ende wende man auf dasselbe den be- 


kannten Satz an Sr) ae) fiets(—e)), wo 9 


zwischen Q und 1 liegt. In Bezug auf. unsern Fall. ist dann 
era dr) de yermin ln | 
0 +% }) 1+9 
verschwindet offenbar für n=&, wenn nicht etwa 9 selbst ver- 
schwindet. Fände diess Statt, so hätte man die Grenze von 
Hetnt!(]9)P—' für das unendlich abnehmende $ zu ermitteln, und 
nach bekannten; Principien über die Auffindung der. Grenzwerthe 
würde man Null als Grenze jener Quantität finden. Das obige In- 
tegral verschwindet also stets für ein unendliches n. 





‚ und dieser Ausdruck ver- 


Was ferner die Summe (—1)” = (ati rne 


vergirt sie nach den Prineipien über die Convergenz der Reihen gegen 


betrifft, so con- 


nz 
eine bestimmte Grenze, welche durch (—I)r 2 


n—0 (a+1-+n)r b 


@e- 


zeichnet werden kann. | 
Nach dem Obigen ist daher 


(—I)r—! u ® n—R 1 
12... N, Hm 


Ganz ähnliche Betrachtungen ergeben die Gleichung 


b (—1)r-! zer dr ii TER 1 
Bar. (BED TE Eee 


In dieser Relation darf aber, p nicht 1 sein, weil‘ dann die 
Summe auf der Rechten unendlich wird. In 1) kann aber » die- 
sen Werth haben, indem die betreflende Summe endlich:iist. 


28% 
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Setzt man 1 für !x, so gehen die, “entwickelten Gleichun- 


sen über in die folgenden: 


h 1 120 (7)? "de ed = 1 | 
af er ar 


(1. ba na a Fu 
2.3...(p—1) 142 n—o (a+1-+n)P ' 


Lassen wir nun a sich der Null el und. gehen zu den 
Grenzen über, so wird 


N 1 (7) "de _ 
>) re) Dame 14% 1- Zins ir = Ken 


ATEM n=® 1 
6) 33, anf i are a un 


11. 


4) 


ul 


Die Gleichung 1) wird für y—1 folgende: En 


Inadı ge 1 


o 14 cn ale) z a+l+n' 


Setzt man hierin 2 =tang p2, ‚so findet man nach einigen leich 
ten Reductionen :" 


z7t Ye „n=® 1 | 
7) at tang pdy—= I)” 2, RT 


Nimmt man hierin für a der Reihe nach 0, 2, 4, 6, etc., so 
ergiebt sich: | 





- 


ie dp =1— ja — ++ etc., 
(7, pie N Le, | 
+ } ang pay; —5+7—stefc., 
wi tangptdg=,— 3 —Trtete.; 
allgemein 


4m EP AURR.. FR 02 
fi Bas; gast ne Ric 
Deshalb ist 
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’ 1 £ 
JS o=1r, 
| 0 
Ir 
tang dp —=1—1n, 
0 


l,r 
Jet tang ptelp—3—1 4 47, 
i 0 
uns. ws; also dlruneien ' 


ar 1 1 1- 
8) fa tang p*9 dp = At 37-5 ete.+(—1)21.4 x 


Auf ganz ähnliche Art wird, wenn man für a succ. 1,3, 5,7, 
etc. setzt: 


Ir 1 1 i 
9) her N at ee lrilogt, 
In beiden Formeln ist y eine poßitive ganze Zahl; man erhält 
. dieselben auch durch Anwendung von Reductionsformeln. 


In. 


Setzt man überhaupt in der Gleichung 1) z=tang p? ‚ so ent- 
steht nach einfachen Brdnctioneh 


_A\p— Ayo 4 
10) ee)  tang po“ (ltangp)Pr—!d 
_ 


m fd no: (a4 HER In)P? 


und wenn man a sich der Null nähern lässt: 


1 | 
11) an ST ne (ltangsp)Pr—! dp 


=(-1R2, i aan 


Setzt man in der Gleichung 2) z=sing?, so entsteht nach 
einfachen Reductionen 


19 pP! fPaw sin p“(Isin p)P='dp 
) SEE T ._rcöso 
n—D 1 


2, (a+1+42n)P’ 


und wenn man a sich der Null nähern lässt: 


438 


13) (—1)r—! 37 (Isin pP! dp PR 1 
2.3..(p—1) Jo cs neo (1+2n)P' 
IV. 


‚Die Summen in den. Gleichungen 5), 6),,13) lassen sich be- 
kamntlich durch Bernoullische Zahlen ausdrücken, wenn p 
eine gerade Zahl ist. Weiss man den Ausdruck für die Summe 
in 6), so können die Ausdrücke für die übrigen gedachten Summen 
daraus abgeleitet werden. Diess zu zeigen, sei 


n=R 1 Er 1 1 | 
ur, At tt 3 t etc., 
rt er: 
er I Afny 1 ten eich 
alte 1 1 TR 
oc= 2 


i vet. en 
no (142n)?2 127 tt - 


Man findet leicht die Relationen sts =2%s, sg: 


d : 227 —1 22-1—1 j 
aus denen sich ergiebt Sur Pau eo Sur. pre Demnach hat 
man 
bon 20—1 
a 2a \.B 


u NEN PETE NEE TE 
ae (14+n)21 7° 1.2.3.29 ““ 





3 
14 1 lagen she Bi (227-1—1) Fi 
Na man 123.2 "> 
20—1 
Sit in (#1) B 


za ee ee 
— 2, ns ala 


29—1 
indem B die gte Bernoullische Zahl bedeutet. 
Somit haben wir statt der Gleichungen 5), 6), 13) die folgenden. 


RR “ : Ri 291 
y (15) 28 'da_ (271). B 2 
n | 








1 7 oe h 
1 > 20—1 
++ 1 » 1 
15) HB a = Zu I ’ Kinn , 
0 ans: 29 j 


2a 
pe (Ising)a-"dp.  Qu—1) B 
[) 


—— ame I eu I 


cosp 2.29 
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hp 


Die Summe in der Gleichung 11) ist ein Seeantencoefficient, 
wenn p ungerade ist, denn man weiss, dass 








, 22 n=x is. 
am, 4) "142n 
Arm 
+ 163 Fr ae, “(1-+2n)? 
rt ne | 1 
nn, EI An) 
+ u.s.w | 


Bezeichnet man also’ den (g+1)ten Secantencsefficienten durch 


gH! art 2201? n=o 


a a A 1) 


t 1 
ee (—1)r. ran yar: also 
| ar! 
“=& | 1 Ü nach 
a (— 1 )n. (AH In Jar = a Desshalb hat man nach 11) 
| ia 
H 1.2.3..29. C n21t\ 
1) /'" tan pr = u 
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LEV. 


Nachtrag zu der Abhandlung 
über Systeme von Linsengläsern. 
(Thl. VI. Nr. X. S. 62.) 


Von 
dem Herausgeber. 


‘ 


Ueber ein Paar der in meiner vorher genannten Abhandlung 
bewiesenen Formeln erlaube ich mir in dem vorliegenden kurzen 
Aufsatze noch einige nachträgliche Bemerkungen zu machen. 

Setzen wir, der Kürze wegen 


a _ M®) M®)... MO _ MU) M®)MO)... M® 
HAFT BED ET a 


so haben wir nach 56) oder 57) der genannten Abhandlung die 
Gleichung 


2) (pt )— FO)(p,@=F,0)= (Jo). 


Hat man nun aber überhaupt eine Gleichung von der Form 
(—-a)y—b)=:*, 


so lässt sich dieselbe nach einer wohl von Möbius zuerst gemach- 
ten Bemerkung immer auf die Form | 


1 1 1 


z+z:—a D- y+z—b Fr% 


oder auf die Form 


1 1 1 
4 Ki 3 


w—zı—a'y—ı—bT : 





bringen, was sich leicht durch ganz einfache Rechnung beweisen 
lässt. Wenden wir dies auf die Gleichung 2) an, so erhalten wir 
die beiden folgenden Gleichungen: 


a1 


iü 1 1 


2 RIZFOFRG + 0_F ENE dm = 
und | 
# 1 | 1 1 


„In +, B-FÜ-I = I0- 


Setzen wir nun 


5) P FO +JO—=PV, MP ®—FÖ+JO=P,® 


und } 

6) PD — FO —_ JO IV, p®— F$Ö—-JO=IL®, 
also | | 

N) pP =Fö— JO +P®, pOÖ=F @—Jö4+P,® 
und 


8) PDF 4J0 4.110, pÖ=F,®+JO+ ILO, 


woraus leicht mit Hülfe der Lehre von der Verwandlung der Coor- 
dinaten einem Jeden die. eigentliche Bedeutung der Grössen PO), 
P,®.und II), IIL@®:erhellen wird ; so erhalten die Gleichungen 
3) und 4) folgende Gestalt: 


1 
) nt m 
und - ’ 
Klier, 1 
1 ot 706 
Für PU) unendlich wird A@=J®, und eben so wird für P,® 
unendlich PO) =JÖ. Für NC) unendlich wird HI=EI),; 
und eben so wird für ILCÖ) unendlich N) = —JC). Weitere 
Folgerungen: aus den‘ beiden vorhergehenden Gleichungen zu ziehen, 
ehört hier um so weniger zu meinem Zweck , weil dieselben eines 
Theils schon aus den Arbeiten anderer Mathematiker hinreichend 
bekannt sind, andern Theils ich selbst bald ein: grösseres selbst- 
ea Werk über diese Gegenstände zu veröffentlichen beab- 
sichtige 

In Betreff der Gleichung 66) in meiner oben $dschten Abhand- 

lung, nämlich der Gleichung 


io} SPALTE Sl NE VOIPD-FN). 

(‘ ml) "MO ME MC) MO) M( MO) MC)... MC)’ 
bemerke ich, was früher mit Unrecht unterlassen w ‚orden ist, dass 
dieselbe sich noch wesentlich vereinfachen lässt, wenn man statt 


der Grösse f(!) die Grösse Fi) einführt. 
Weil nämlich nach 37) und 64) meiner früheren Abhandlung. 


MO) IE me 2 
N u 
(MG '))2 
pr IN iR) 
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und 


| GES 
_ (Ma=))? 
' „Adna 
ıst, so Ist 
ee a ENGL 
FÜ) -d)= ONE) (o= Fi BEN () y% 


‘ woraus leicht 


AIR PI-FO)Z-ROPO— FO); 
also nach dem Obigen 
13 In. ar) 
ni) " MC) M@) MG) M&... MC) 
folgt. 
R Nach den beiden Gleichungen 53) meiner früheren Abhandlung, 


in Verbindung mit den Gleichungen 52), erhält man die folgenden 
Gleichungen: 


30-1, 
30)=NO), | 
ZO)=30) NY —3O) Mey: 
ZO)=3C NG) — 3% (MG), 
3V)=-Z3VNG —3% (MH) 
u. S. W. 
“Vergleicht man nun diese Gleichungen mit den era 8. 84. Fa 
wiesenen Meine 
NOo=1, 
RND=NO), 
NIENMONN— RO CME)? 
NEN) MN — — N, (M9),- 
NER GAG—-NOCMH), 
u. Ss. w. 
so 'ergiebt sich auf.der Stelle Hast 
NO=30, RIO), NIE), NOPSEIORE u; 
also allgemein 
12) NIE"). A 
Weil nun aber nach der zweiten der Bleichtmgen 53) meiner 
früheren Abhandlung 
ZEZREG) 


ist, so ist auch 
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13) NOIENG, 


und man kann also die Gleichung 11) "auch auf folgende Art aus- 
drücken: | Bi ur | 
30!) (al) FXi)) 


I RT I Pd EIN), 
14) —— =(—1) " MC) M@) MC) M%... Mi)’ 


(i) 
oder gi 


OT)... 
| auadT "NO M® MM... MC) 





LV. 
Ueber eine Methode zur Bestimmung 
der Ausdehnung der Körper durch 
| die Wärme. 
Von 
dem Herausgeber. 


— 0.2. 


An die eine Wagschale einer genauen Wage, deren Wag- 
schalen auf gewöhnliche Weise unten mit Häkchen versehen sind, 
hänge man mittelst eines feinen Fadens einen festen Körper, senke 
denselben in eine ihn nicht auflösende Flüssigkeit bei drei mög- 
lichst von einander verschiedenen Temperaturen %,, tz, t,, die bei 
jedem der drei Versuche mit einem genauen Thermometer bestimmt 
werden müssen, ein, und lege jedesmal in die andere Wagschale 
so viele Gewichte @,, @2, G3, dass die Wage im Gleichgewichte 
steht, beachte auch, dass bei jedem der drei Versuche ein gleich 
grosser Theil des Fadens, an welchem der feste Körper hängt, in 

ie Flüssigkeit eingetaucht wird. & 

Bezeichnen wir nun das. &ewicht einer Volumeneinheit der 
Flüssigkeit bei der Temperatur 0 durch I‘, und die cubische Aus- 
dehnung der Flüssigkeit für jeden Grad des Thermometers durch 
%; so sind, wie leicht erhellen wird, die Gewichte einer Volumen- 
einheit der Flüssigkeit bei den Temperaturen 4, %, tl, respective 


en Yak 

1+xt’ 14%’ 14% 
Bezeichnen wir also ferner die Volumina des, in die Flüssig- 
keit eingetauchten festen Körpers bei den "Temperaturen #,, tz, t; 
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respective durch F,, Va, Vz; so sind die Gewichte der bei den 
drei Versuchen von dem eingetauchten Körper aus der Stelle‘ ver- 
triebenen Flüssigkeitsvolumina: Ä 


IM Pa, TV 

1+x4’ 14x, 14x’ 
und wenn wir nun das Gewicht des Fadens durch 9, den Gewichts- 
verlust des in die Flüssigkeit eingetauchten Theils desselben in 
der Flüssigkeit, welchen wir wenigstens mit Ag 908 


bei allen drei Versuchen werden als gleich annehmen können, dure 
7 bezeichnen; so sind offenbar 


TV, 
G, Pe 
IV, 
Gt): 
EFa% 


nach einem. bekannten hydrostatischen. Satze drei ‚Ausdrücke für 
das. wirkliche Gewicht des in die Flüssigkeit eingetauchten festen 
Körpers, wodurch wir ‚die Gleichungen‘ 


IV, 
G+jyan (9-9 
IV. 
= Gt (99 


IV. 
; = Gt IN 
oder k, ’ 
IV, a IV, Pe | IV; 
rg ern OH TE 


erhalten. . Bezeichnen wir nun aber die cubische Ausdehnung un- 
sers festen Körpers für: jeden Grad des Thermometers.durch u, 
uud. dessen. Volumen bei der Temperatur 0 durch V, so ‚ist 


n,=(l+ub)P,; r,=(1+ ut) V, V,;=(1+u%) vi. Ä 
folglich nach dem Vorhergehenden "Le Van 


Ey 





re ter 
a 
Aus. diesen Gleichungen ergiebt sich _ hi 
nz I tut 1 Hut, 
hr, Aha) 
G,-G=— 1 tat,  Itub TV: 
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also 1} | 
ıkkat It, 
G— 65. rt Atag 
GG, htah Arte Ä 
Rh - Itxt; 
oder 


142 9 —G;_ (A+ut)A4R)— (+ RU) + ut) 


irn, 6 (Atub) A +%)— (14%) A+uBß); 


also, wie man nach leichter Entwiekelung findet: 





14a GG ur u 
1+ xt, \ G— GT ur th—t, ü 








d. ı. 


14th 6-6 bb 


— 


14, Gi bt 


Aus dieser nur: die eine unbekannte Grösse x enthaltenden 
Gleichung erhält man ohne’ Schwierigkeit 


42 _ = GW) (G- @) 
Gl „ b) (GG — G3)— tb, (4 —1;) (G, — 63) 


oder 


a. BGH) th 


ı bb) GG tb —h) at —L) GG; ’ 


mittelst welcher Formel also # berechnet werden kann. " 
“ Nimmt man statt des Fadens, an welchem der bei den Ver- 
suchen gebrauchte feste Körper aufgehängt wurde, einen feinen 
Draht, legt den festen Körper, nachdem man % bestimmt hat, in 
die Wagschale, an. welcher, derselbe vorher , aufgehängt wurde, 
lässt den Draht wieder eben so weit wie bei den ersten Versuchen 
in die Flüssigkeit hineinhängen und legt nun in die andere Wag- 
schale so viele Gewichte @,, bisıdie Wage im Gleichgewichte 
steht, so ist, insofern man, wenn der Körper nur klein ist, seinen 
Gewichtsverlust in der Luft als ann vernachlässigen kann, 
sein wirkliches Gewicht offenbar G—(g—y), und wir haben 
‘ daher nach dem Obigen die drei, folgenden sen: 


er De az 

„a (g- Nitra, 7 (9); 
| ‚TV, 

G- (I d=l tg (IN: 
IV 

E- INCH IN; 


also, wenn man für V,, Vz, V; ihre aus dem Obigen bekannten 
Ausdrücke setzt: - 
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ehe 





1+ xt, 
t. 
‘= Gr ter, 
1 
G= G, HIV 


Also. ist 
G—G,_ 142, 14u0 
G—-6, Ir Trab 





Dr nn ——_.. 0 


G— G3 1+xt,' run 

















oder 
1+ut,. 1+% EG! 
1+uß 1 +#lg' G— 69’ 
i+ub__ ‚tea G— G m We 
1+u4, Lauer, 
also 


NV) (.+xt)(G- -G)—dtst) (G—G;) 
TBdtrt) (EG) 4 Rt), (EG) 
ya Arzt) -G)—- At) ) 
= bAF+Rt)E— G)—h A + Rt) — a) 
Hat man bei irgend einer bestimmten Temperatur r das Vo- 


lumen ® des bei den Versuchen angewandten festen Kürpere, durch 
wirkliche Abmessungen ermittelt, so ist |, 11.3... air. 


DB= (1+ur)P, also V = „——— del? | i { tr 
folglich nach dem DR ‚wie man leicht findet: Ah 


ee 
Fehr Prim Ye ci 


SEIT Re ala u 


„ital GG G3_ 


wodurch also auch das Gewicht einer : Volumeneinheit der Flüssig- 
keit bei der Temperatur 0 bestimmt ist. 

Wie man aus der cubischen Ausdehnung die’ lineare findet, 
braucht hier nicht weiter erörtert zu werden. 


9) 
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I ER ı- 
Miscellen 


Wenn die Grössen R, 9, % aus den drei Gleichungen A= 
Rcospcosyw, B=Rsinp cos 9, C=R sin y bestimmt werden 
sollen, so wird dabei gewöhnlich noch die Erfüllung der Bedingung 
verlangt, dass R positiv werde. Soll diese Bedingung erfüllt wer- 
den, so muss man die Winkel 9, % auf eine bestimmte. Weise 
nehmen. Da sichere Regeln hierfür gemeiniglich nicht ‚gegeben 
werden, so wollen wir dieselben hier einmal im Folgenden zusam- 
menstellen, indem wir dabei zugleich von der Annahme ausgehen, 
dass @ immer positiv und von O bis 360°, dagegen positiv und 
‘negativ, aber rücksichtlich seines absoluten Werths nur. von ‚0 bis 

enommen werden soll. Wollte man auch stets positiv und 
‚von 0 bis 360° nehmen, so würden die Regeln anders ausfallen, 
werden sich aber, nach Anleitung des Folgenden ‚immer leicht 
aufstellen ‘lassen, was auch zu zweckmässigen Uebungen im 
Gebrauche der Zeichen beim trigonometrischen ‘Unterrichte Verän- 
lassung geben kann. i 


Zur Bestimmung von @ hat man die Formel 


B 
‚tang 1 7: 
Zur Bestimmung von ”» hat man 
12 RT > 
tang y= awesp=gsinp 
und R ergiebt sich mittelst der Formeln 


A BB RC 


— en EEE ——— 


Soll nun R positiv werden, .so müssen die Winkel p, ı unter 
den oben gemachten ' Voraussetzungen auf folgende Art genom- 
men werden: 
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“ 


0 <p< 90%, 0<y< +90; 
0 <p< 90%, 0>y>— 0°; 
90 <P<180%, 0<yP<+ N; 
90° <p< 180%, 0> y>— 900; 
: 180° <p <270%, 0<y<+WP; 
: 1800 <p <270%, 0> y> — 0°; 
: 2700 << 360°, 0 <yp<+ 900; 
: 2700< 9 <360%, 0> > — 900. ” 


+++ 


I+I+ı+1+8 


| 


Nach einer Bemerkung des Herrn J. A, K in Liouvil- 
le’s Journal de Mathematiques. T. IX. p. 436. kann das 
im Archiv. Thl. IV. S. 116. besprochene bestluiane Integral 


Il +e)y, a ker 
Darra » isdalı biive 02 


| sehr leicht auf folgende Art gefunden werden. 
Man setze 2=tangp, so ist De —Arctang x, und folglich 


. ; Br j 
‚Also ist offenbar " ne sry ne none Es nyon 


Daran Id +tang p) dp Kia: de 4 
EITERTLE TE 
=a. [7 f" ‚eos Gm Yen En Ieospdg. Re 


% 
Aus der Natur der bestimmten Integrale erhellet aber ‘sehr 
leicht, dass 


Jeospdp = lcos 4n— op) dp | 
0 0°, 


ist. Also ist 





; I(l+z) 


3 m 


8 


wie a. a. O. gefunden worden ist. 





Greifswald, gedruckt bei F. W. Kunike. N 
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Hauschild, 3. W.: die Arithmetik, Ein Handbuch für alle Stände - 
Nordhausen. 1844. 8 ggr. 
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Sass, J. B.: Proportionen und kaufmännisches Rechnen.‘ Erste 
Abtheilunug der Fortsetzung des ‚‚Rechenbuchs für Volksschulen ‘“. 
8. Altona. 1844 4 Thlr. 


Derselbe: Resultate dazu. +4 Thlr. 


Humpoltz, L.: Handbuch der Arithmetik in einer gründlichen 
und leichtfasslichen Darstellung, mit vorzüglicher Rücksicht auf 
praktische Anwendung. Prag. 1844. gr. 8. 1 Thlr. 12 ggr. 


Preyssinger, P.: Leitfaden zum Unterricht in der niederen, 
reinen und angewandten Arithmetik, *2te Aufl. gr. 8 Ulm. 1844. 
18 ggr. u 


Hartmann, Dr. F. F. G.: arithmetischer Kursus für die oberen 
Gymnasial- Klassen, enthaltend die Grund-, Rang- und Ordnungs- 
operationen mit vielen Uebungsaufgaben. Iste Abtlı.: Die Grund- 
operationen. ?2te Abth.: Die Rangoperationen. 8. 1844. Hildes- 
heim. 12 Thlr. 


Anleitung, leichtfassliche, zum Gebrauch des Rechenstabes bei 
Multiplication, Division, verkehrter ünd gerader Regel de tri, Ge- 
sellschaftsrechnuug, Quadriren, Wurzelausziehen, Bestimmung des 
geometr. Mittels, Verwandlung von Vierecken und Dreiecken, Kreis. 
umfangs- und Flächenrechnungen , Ellipsen, Kugeloberflächen, Be- 
rechnungen des freien Falles, dann der Körperinhalte von Würfelus 
Prismen, Cylindern, Kugeln, Pyramiden und Kegeln, endlich der 
Auflösung rechtwinkeliger Dreiecke. Eingerichtet für Solche, wel- 
che nur im Besitze der gewöhnlichen Elementarkenntnisse sind. 8. 
Wien. 1844. + Thlr. ß 


Lehrbuch der Arithmetik von J. G. Brehmer, Doctor 
der Philosophie, Oberlehrer der Mathematik und Phy- 
sik am Pädagogium zu Putbus auf Rügen. Stralsund. 
1844. 8. | io | 
....Der Verfasser hat sich in dieser Schrift vorzüglich'eine' streng 
systematische Entwickelung der Arithmetik' aus‘ einem’ Principe, 
nämlich aus dem Principe des Zählens, welches der Verfasser als 
besonderes oder determinirtes Princip der Arithmetik bezeichnet, 
heraus zur Aufgabe gemacht, weshalb in derselben auch das Stre- 
ben nach einer philosophischen Behandlung der Arithmetik sehr 
deutlich hervortritt, worin daher auch ihre Eigenthümlichkeit vor- 
züglich zu suchen sein dürfte. 387 | | 
Nach einer Einleitung in die gesammte Mathematik wird S. 12 
die folgende Erklärung der Arithmetik gegeben: 

„Der Gegenstand der Aritlimetik ist die Zablgrösse, ibr Princip 
das Zählen, welches sich sofort als Zuzählen oder Wegzählen: dar- - 
stellt; die Arithmetik ist die Wissenschaft vonder discreten. Ver: 
änderung einer Zahlgrösse und deren Folgen, sie untersucht 1) die 
discreten Veränderungen selbst, welchen eine Zahlgrösse unterliegt, 
betrachtet, 2) das in Folge solcher: Veränderungen immer mögliche 
Verhältniss. zwischen zwei oder mehreren gegebenen Grössen, und 
bestimmt ‚3) die Zahlgrösse, welche.zu einer gegebenen Zahlgrösse 
ein gegebenes Verhältniss hat. BIEERRT, 7 
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Jede Veränderung, welche mit einer Zahlgrösse vorgenommen 
wird, heisst auch eine Operation oder Rechnung.“ 

Auf S. 14 wird hierauf die folgende Uebersicht des ganzen Sy- 
stems gegeben: 

Erstes Buch. Erste Zählstufe. 

Cap. 1. Erste Operationsstufe. 
Cap. 2. Erste Verhältnissstufe. 
Cap. 3. Erste algebraische Stufe. 

Zweites Buch. Zweite Zäblstufe. 

Cap. 4. Zweite Operationsstufe. 
Cap. 5. Zweite Verhältnissstufe. 
Cap. 6. Zweite algebraische Stufe. L 

Drittes Buch. Dritte Zählstufe. 

Cap. 7. Dritte Operationsstufe. 

Cap. 8. Dritte Verhältnissstufe. 

Cap. 9. Dritte algebraische Stufe. ' 

Anbang. ‘Beweis, dass nicht mehr Zählstufen möglich sind. 

Viertes Buch. Verhältnisse zwischen mehreren Grössen. 

Cap. 10. Diese Verhältnisse nach der ersten Zählstufe. 
Cap. 11. Desgleichen nach der zweiten Zählstufe. 
Cap. 12. Desgleichen nach der dritten. Zählstufe. 

Das Weitere über diese für sich freilich nicht ganz verständ- 
liche Eintheilung muss man in dem Buche selbst nachlesen, da uns 
zu weiteren Erläuterungen hier leider der Raum fehlt. 

Jedenfalls verdient das, so wie in dieser, auch in mehreren 
anderern neueren Schriften, deutlich hervortretende Streben nach 
einer streng systematischen Entwickelung der Arithmetik aus ei- 
nem Principe, wozu dieselbe unter den mathematischen Disciplinen 
vorzugsweise geeignet ist, alle Anerkennung. Uebrigens aber kön- 
nen wir den Lesern des Archivs die Versicherung geben, dass die 
vorliegende Schrift sich keineswegs, wie manche andere vorzüg- 
lich nach einer sogenannten philosophischen Darstellung strebende 
Schriften, in ein mystisches Dunkel hüllt, sondern vielmehr überall 
sich eine völlig klare und deutliche Darstellung zur besondern Auf- 
gabe macht, weshalb deren Inhalt auch unter der Leitung eines 
geschickten Lehrers Schülern an höhern Unterrichtsanstalten ohne 
alle Schwierigkeit recht wohl zu völligem Verständniss wird ge- 
bracht werden können. . Zugleich ist, ohne sich irgendwo auf ein 
blosses vages philosophisches Raisonnement einzulassen, was na- 
mentlich bei dem mathematischen Unterrichte auf Schulen sehr ge- 
fährlich sein würde, überall die strenge mathematische Form der 
Beweise festgehalten, und eine hinreichende Anzahl erläuternder 
Beispiele beigegeben worden, was der Schrift ebenfalls nur zur 
Empfehlung gereichen kann. 


Lehrbuch der Aritbhmetik mit Einschluss der Algebra. 
Fürhöhere Lehranstalten und zum Selbstunterricht. Von 
Dr. K.6. Reuschle, Professor am Gymnasium zu Stutt- 

art. Erster Theil: Arithmetik. Stuttgart. 1844 8. 
Thlr. 3.ggr. 
Bei der Abfassung dieses deutlich geschriebenen Lehrbuchs hat 
sich der Verfasser vorzüglich an Ohm gehalten, und stellt als lei- 
tende Grundsätze seiner Behandlung in der Vorrede die drei fol- 
genden auf: 1) die Zahl ist keine Grösse; 2) alles Rechnen ist 
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nichts anderes, als ein Umformen von Zahlenverbindungen; 3) alle 
Zahlenverbindungen kommen letzlich auf sieben Arten’zurück, zwei 
Zahlen mit einander zu verbinden. Uebrigens hat sich der Verfasser 
keineswegs sklavisch an sein Vorbild gehalten, sondern ist in mehr- 
fachen Beziehungen seinen eignen Weg gegangen. Ob es übrigens 
nicht hin und wieder zur Abkürzung und Deutlichkeit der Beweise 
beigetragen haben würde, wenn der Gebrauch allgemeiner Symbole 
nicht, wie es scheint, absichtlich vermieden worden wäre, wollen 


wir dahin gestellt sein lassen. 


Sass, J. B.: Buchstabenrechnung und Algebra. 2te' Abtheilung 
der Fortsetzung des ‚‚Rechenbuchs für Volksschulen“. 8. Altona. 


1844. 1 Tiir. | | 
Derselbe: Resultate dazu. Ebend. 4 "Thlr. 


Sachs: Auflösungen der in Meier-Hirsch’s Sammlung von Bei- 
spielen etc. enthaltenen Gleichungen und Aufgaben. Zum 'Selbst- 
‚ unterricht bestimmt. Sechste Auflage. 8. Berlin. 1844. 13 Thlr. 


Baltshausen, H.: Die Grundlehren der Algebra, theoretisch ent- 
wickelt und mit einer grossen Anzahl von Beispielen und Aufgaben 
zur praktischen Eipübung derselben versehen. Nit besonderer Rück- 
sicht auf den Gebrauch in Schulen. gr. 8 1844. Solothurn. 


1 Thlr. 
‚Derselbe: Der Schlüssel zu den Aufgaben. 10 ggr. 


Prochaska, L.: Kurze und leichtfassliche Anleitung, Gleichun- 
gen des 1. und 2, Grades aufzusetzen und aufzulösen. 8. Wien. 


1844. 8 ger. 


Ingram and Trotter, Elements of Algebra, Theoretical’ and- 


Practical: for the use nf Schools and Private Students; containing 
the Fundamental Rules, Fractions, Involution and Evolution,’ Surds, 
Equations of all Degrees, Progressions, ‚Series, Logaritlims and their 
Applications, Properties of -Numbers, Continued Fractions and their 
Uses, the Indeterminate or Diophantine Analysis, Probabilities, Life 
Annuities ete.: witb numerous Exercises under each Head, and a 
large Collection of Miscellaneous Questions. 12. Edinburgh, 1844. 


A sh. 


Götz, J.: Lehrbuch der Mathematik. 2ter Theil: Differential- 


und Integralrechnung. gr. 8. 1844. "Leipzig. 20 ggr. | 
(Bis jetzt ist dieses Buch noch nieht in unsere Hände gelangt, 


und wird später ausführlicher angezeigt werden.) 


Bell. A.: Mathematical tables, consisting of logarithmie and 
other tables, required in the various brauches of mathematics. 


London. 34 sh. 
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Geometrie. 


Lehrbuch der Mathematik für Gymnasien und Real- 
schulen nehst vielen Uebungsaufgaben und Excursen, 
von J. H. T. Müller, Schulrathe und Director des Real- 
gymunasiums zu Gotba. Zweiter Theil, Erste Abthei- 
lung, die Grundeigenschaften der unbegrenzten geome- 
trischen Gebilde im Raume und die gesammte Planime- 
trie enthaltend. -Auch unter. dem besonderen Titel: 
Lehrbuch der Geometrie für Gymnasien und Realschu- 
len, nebst vielen Uebungsaufgaben und Excursen, von 
J. H. T. Müller. Erste Abtheilung, die -Grundeigen- 
schaften der unbegrenzten geometrischen Gebilde im 
Raume und die ganze Planimetrie enthaltend. Mit zehn 
Kupfertafeln und den zum gesammten mathematischen 
Unterricht erforderlichen vierstelligen Hülfstafeln als 
besonderer Beilage. Halle. 1844. 8. 1 Thlr. 6 ggr. 

Dieses Lehrbuch der Geometrie ist nach einem ganz neuen 
Plane bearbeitet, und unterscheidet sich von allen übrigen uns be- 
kannten in mehreren wesentlichen Punkten, die wir jetzt den. Le- 
sern in möglichster Kürze vor ‚die Augen zu führen versuchen 
wollen. 

Der allgemeine Grundgedanke, welcher bei der Abfassung die- 
ses Werks den Verfasser fortwährend geleitet hat, ist zuvörderst 
der, dass die Sätze nicht in der Folge, wie sie sich den Bewei- 
sen nach am bequemsten an einander reihen lassen, sondern wie 
sie sich ihrem Inhalte nach einander am besten anschliessen, ge- 
ordnet worden sind, so jedoch, dass darunter .die Folgerichtigkeit 
der Beweise durchaus keinen Abbruch erleidet. 

Eine nothwendige Folge aus diesem leitenden Grundgedanken 
war nun aber, dass der Verfasser die seit Euclides fortwährend 
festgehaltene. Trennung der sogenannten Planimetrie und Stereo- 
metrie von einander gleich von vorn herein ganz aufheben, und 
vom Anfange an der Raum als Object der Geometrie sogleich in 
völliger Allgemeinheit auffassen musste. Die Nothwendigkeit die- 
ser allgemeineren Auffassung wird bei dem Zwecke, dessen Errei- 
chung der Verfasser sich überhaupt vorsetzte, sogleich einleuchten, 
wenn man z. B. nur überlegt, dass, wenn von den möglichen La- 
gen zweier Geraden die Rede war, natürlich die kreuzende Lage 
nicht fehlen durfte; bei drei Geraden war deren Parallelität ım 
Raume nicht zu umgeben; an die Lehre von den Winkein musste 
sich als das durchaus Analoge unmittelbar die Lehre von den Kei- 
len oder Flächenwinkeln anschliessen; drei Ebenen bedingten die 
Aufvahme der Ecken; u. s. w. 

Ueberhaupt aber musste der.Verfasser, wenn er sich selbst treu 
bleiben wollte, die meisten geometrischen Objecte aus allgemeine- 
ren Gesichtspunkten auffassen, als dies sonst meistens zu geschehen 
piegt; in welcher Beziehung wir hier nur u. A, die gleich anfäng- 
ich ganz allgemeine Darstellung der Lehre von den Winkeln her- 
vorheben, welche, worin jeder erfahrene Lehrer dem Verfasser voll- 
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kommen beipflichten muss, für den künftigen Unterricht in der Tri- 
gonometrie von der grössten Bedeutung ist, und zu dessen Erleich- 
terung die erspriesslichsten Dienste leistet. a 

Aus dem Grundgedanken, welcher bei der Abfassung dieses 
Werks leitend war, geht endlich auch von selbst hervor, dass auf 
möglichste Gruppirung der Sätze, ferner auf das Hervorheben 
des Dualismus in der Geometrie besonderer Fleiss verwandt, und 
auch von den Analogieen so oft wie möglich Gebrauch gemacht 
werden musste, so dass nämlich die für die Punkte und Geraden 
erwiesenen Sätze überall, wo es thunlich war, beziehungsweise auf 
die Geraden und Ebenen übertragen wurden. 

Nachdem wir jetzt das vorliegende Werk, so weit es’die uns 
vorgeschriebene Kürze gestattet, im Allgemeinen zu charakterisiren 
versucht haben, fühlen wir, bevor wir zur Angabe des Inhalts der 
einzelnen Abschnitte übergehen, uns gedrungen, der grossen Con- 
sequenz, mit welcher der Verfasser den sich selbst vorgezeichneten, 
nicht leichten Weg gegangen ist, die rühmlichste Anerkennung zu 
Theil werden zu lassen. Und bei der ungemein grossen Erweite- 
rung der Geometrie in neuerer Zeit, wö es auclı selbst für den, 
welcher sich fortwährend speeiell mit diesen Gegenständen beschäf- 
tigt, sehr schwierig ist, die Uebersicht nicht zu verlieren, kann 
über den Nutzen eines solchen Werks wie das vorliegende keine 
Frage sein; vielmehr ist dasselbe längst ein Bedürfniss gewesen. 
Da es ferner eine wahre Sünde an der Wissenschaft sein würde, 
wenn man die neueren Eroberungen auf dem Gebiete derselben 
dem Unterrichte, für welchen dieselben jedenfalls von der grössten 
Bedeutung sind, noch länger entziehen wollte, so ist auch in die- 
ser Rücksicht das vorliegende Werk von besonderer Wichtigkeit, 
und muss den Lehrern an höheren Unterrichtsanstalten dringend 
empfohlen werden, wobei wir zugleich die Ueberzeugung auszu- 
sprechen nicht anstehen, dass schwerlich auf einem anderen Wege, 
als dem von dem Verfasser eingeschlagenen, dieses Ziel glücklich 
zu erreichen sein dürfte. | | 

Nachdem nun der Verfasser in dem ersten Abschnitte, welcher 
die Ueberschrift führt: Grundeigenschaften der unbegrenz- 
ten und halbbegränzten geometrischen Grössen, und des- 
sen Zweck und Wichtigkeit aus den vorhergehenden gegebenen all- 
gemeinen Andeutungen über den Zweck des Werks von selbst er- 
hellen wird, eine. möglichst breite Basis für alles Folgende zu ge- 
winnen versucht hat, geht er im zweiten zu den begränzten 
ebenen Figuren über, und stellt mit absichtlicher Vermeidung der 
Congruenz, ohne die eine Figur mit der anderen zu vergleichen, 
wodurch natürlich viele Abweichungen von den gewöhnlichen Be- 
weisarten nöthig gemacht werden, dem Verfasser aber der grosse 
Vortheil gebracht wird, dass später die Zusammenstellung fremd- 
artiger Sätze umgangen werden konnte, die hauptsächlichsten Eigen- 
schaften der begränzten ebenen Figuren zusammen. 

Den natürlichsten Eintheilungsgrund für die drei übrigen Ab- 
schnitte boten die verschiedenen geometrischen Verwandtschaften 
dar, nämlich die Congruenz, die Gleichheit mit Einschluss der Afflı- 
nitätsgleichheit, die Aehnlichkeit und Affinität. Die Folgerungen 
aus den verschiedenen Verwandtschaftseigenschaften wurden in je- 
dem Abschnitte abgesondert nachgegeben, so dass auch hierbei das 
Zusammengehörige möglichst bei einander bleiben konnte. 
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Einen sehr wesentlichen Theil des Werks bilden endlich die 
Anhänge zu den einzelnen Abschnitten, welche nicht für den öflent- 
lichen Unterricht bestimmt sind, und in die Alles verwiesen wor- 
den ist, was mehr die Anregung der Selbstthätigkeit der Schüler 
zum Zweck hat. Aber auch hier hat der Verfasser möglichst 
auf die Gruppirung von Sätzen und Aufgaben gesehen, und je- 
den Gegenstand als ein kleines abgeschlossenes Ganzes darzustellen 
versucht. 3 

Den sehr reichen Inhalt der einzelnen Abschnitte und der An- 
hänge speciell anzugeben, verbietet uns hier leider die Beschränkt- 
heit des Raumes, weshalb wir aus diesem grossen Schatze nur Ei- 
viges herausgreifen, was uns besonders auch durch seine Neuheit 
bemerkenswerth zu sein scheint. Dahin gehören u. A. auf 8. 122 
vier neue allgemeine Congruenzsätze für Dreiecke, bei denen als 
drittes Element der Congruenzbedingungen die Gleichheit des Flä- 
cheninhalts hinzugezogen worden ist; 8. 147 — S. 151 eine voll- 
ständige Zusammenstellung aller möglichen Coordinatenmethoden; 
Manches über die geometrischen Oerter und die harmonischen Be- 
ziehungen, wobei der Verfasser, ‚auch um des Folgenden willen, 
mit Recht kein Bedenken trug, den Begriff des Sinus und Cosinus 
mit aufzunehmen; die än verschiedenen Stellen gegebenen Zusam- 
menstellungen geometrischer Beziehungen, u.s. w. In den Anhän- 
gen ist auch aut das Rücksicht genommen worden, was von prak- 
tischer Bedeutung ist, z. B. auf die Theorie des Proportionalzir- 
kels, des Pantögraphen oder Storchschnabels und des Nonius oder 
Verniers. 

Schliesslich müssen wir noch einer sehr mühsamen, aber auch 
sehr verdienstlichen, und namentlich denen, welche ihre Zeit dem 
Studium der Werke der griechischen Geometer im Original widmen 
wollen, sehr nützlichen Arbeit gedenken, welcher sich der Ver- 
fasser unterzogen hat, indem derselbe nämlich in einer Ausdehnung, 
wie dies wohl noch nicht geschehen ist, überall die griechischen 
Kunstausdrücke nebst ihren lateinischen Bedeutungen aufgenommen 
hat. Die durch den Mangel an allen Vorarbeiten nur noch ver- 
grösserte Schwierigkeit einer solchen Arbeit ist allein derjenige 
gehörig zu würdigen im Stande, welcher die Schriften der griechi- 
schen Mathematiker selbst aus den Originalen kennt. 

Die_auf ähnliche Art wie bei Kunze’s Geometrie in grosser 
Sauberkeit ‘ausgeführten Figurentafeln, welche auch bei anderen, 
vorzüglich für den Unterricht bestimmten Werken nachgeahmt zu 
werden verdienten, gereichen dem Werke ebenfalls zu besonderer 
Empfehlung. 
Nochmals empfehlen wir dieses neue System der Geometrie, 
dessen Fortsetzung wir mit Verlangen entgegen sehen, allen denen 
angelegentlichst, welche sich für die Fortschritte dieser herrlichen 
Wissenschaft und deren ungemein grosse Wichtigkeit für das ge- 
sammte Unterrichtswesen interessiren. | 


Zugleich mit dem vorhergehenden Werke sind erschienen: 

Vierstellige Logarithmen der natürlichen Zahlen 
und Winkelfunctionen nebst den Gaussischen und an- 
dern Hülfstafeln zur Auflösung der höhern numerischen 
Gleichungen und zur Anwendung der Methode der klein- 
sten Quadrate von J. H. T. Müller, Schulrathe und Di- 
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rector des Gothaischen Realgymnasiums. Halle, 1844. 
rs 

Diese Tafeln enthalten: 

1. Auf S. 1 die fünfstelligen Logarithnen der gerade am 
Häufigsten vorkommenden Zahlen von 10000 bis 15000. 

2. Auf S. 2 und 3, älso neben einander, die vierstelligen 
Logaritbmen aller Zahlen von 1 bis 10000. 

3. Auf S. 4 bis 9 die Gaussischen Tafeln zur einen Hälfte 
in einer den Gebrauch wesentlich erleichternden Gestalt. Es ver- 
ursachte nämlich bei der zeitherigen Einrichtung der Tafeln für 
log(@ — 2) wegen der doppelten Columnen nicht allein das Auf- 
schlagen sondern auch die jedesmal aus zwei Rechnungen beste- 
hende Interpolation mehr Zeitaufwand und grössere Aufinerksam- 
keit, indem die durch die Zwischenrechnung gefundene Zahl bald 
additiv, bald subtractiv war. Um dies zu vermeiden, hat der Ver- 
fasser die Werthe zu log(#—Ö) für gleichmässig fortschreitende 
Argumente neu berechnet, und dann mit den Matthiesen’schen Ta- 
feln verglichen, wobei er, so wie auch hin ‘und wieder bei der 
nachher zu erwähnenden Formelsammlung, von Herrn Director 
Hansen durch manchen Wink über die zweckmässige Einrichtung 
des Ganzen unterstützt wurde. Dadurch ist nicht nur das Auf- 
schlagen, sondern auch das Einschalten erleichtert und letzteres 
durchgängig gleichförmig ‘geworden. 

4. 8. 30 und 11 die vierstelligea Quadrate aller Zahlen von 
0 bis 1 durch alle Zehntausendtel. 

d. 8. 12 bis 15 die Viertelquadrate aller Zahlen von 0 
bis 2 durch alle Zehntausendtel, weiche bei der Anwendung der 
Methode der kleinsten Quadrate, so. wie der Gräfe’schen Methode 
zur Auflösung der numerischen Gleichungen, eine grössere Erleich- 
terung als die Logarithmen gewähren. 

6. Die Logarithnen der goniometrischen Functionen, 
welche in einer solchen Ausdehnung gegeben worden sind, dass 
sie, soweit dies bei vierstelligen Logarıthmen möglich ist, eine 
Schärfe von 1 Secunde gewähren. 

7. Eine Tafel der Kreisbogen in Theilen. des Halbmessers 
— 1, so wie der wichtigsten Functionen von z. | 

8. Alle natürlichen goniometrischen Functionen. von 
30 zu. 30 Minuten. | 


9. Eine kleine Tafel der dreistelligen Logarithmen, . welche 
gerade noch Platz fand. 

Eine sehr deutliche Anleitung zum Gebrauche der sämmtlichen 
Tafeln, so wie eine Sammlung der wichtigsten Formeln. auch für 
die ebene und sphärische Trigonometrie, ist der Schrift voraus- 
geschickt. 

Durch die mühsame Zusammenstellung dieser so vieles Nütz- 
liche enthaltenden Sammlung abgekürzter Tafeln hat sich der Ver- 
fasser nicht bloss um die Schulen, für welche gerade eine solche 
Sammlung allerdings ein Bedürfniss war, sondern auch um viele 
Praktiker ein dankbar anzuerkennendes Verdienst erworben, und 
wir können daher nur wünschen, dass sein Fleiss, sein Eifer und 
seine Geschicklichkeit durch einen recht weit verbreiteten Gebrauch 
dieser auch äusserlich sehr gut ausgestatteten Tafeln die gebührende 
Anerkennung finden und einigermassen ‘belohnt werden möge. 


x 


321 


Grossmann: Genetisches Lehrbuch der ebenen Geometrie. Für 


Realschulen und Gymnasien. Mit 2 Tafeln. Stuttgart. 1845. 8. 
; Thlr 
F . 


Löschke, K. A. J.: Geometrie für den Schul- und Privatgebrauch. 
8. -Schweidnitz. 1844. 8 ggr. 


Lehrbuch der ebenen Geometrie. Von Dr. Chr. Nagel, Rector | 
der Realanstalt in Ulm. Ate verbesserte und vermehrte Aufl. Mit 
16 lithogr. Tafeln. Ulm. 1844. 20 ggr. 


Lehrbuch der Stereometrie und der ebenen Trigonometrie. Von 
Dr. Ch. Nagel. I. Abth.: Stereometrie. Il. Abth.: Ebene Trigono- 
metrie. Zweite Auflage. Ulm. 1844. 8. 23 ger. 


Finck, P._J.. E.: Geometrie el&mentaire, suivie.de la Trigono- 
metrie rectiligne et splerique. Troisieme edition. In - 8. Strass- 
bourg. 1844.» avec 12 pl. A fr. | 


Adhemar, J.: Descriptive Geometrie, deutsch bearbeitet mit An- 
wendung. der isometrischen Projectionslehre von Mollinger. gr. 8. 
Mit 80 Tafeln in Folio. Solothurn. 1844... 8 Thlr. 


Praktische Geometrie. 


Littrow, J. J. v.: Vergleichung der vorzüglichsten Maasse, Ge- 
wichte und Münzen mit den im Oesterr. Kaiserstaate gebräuchlichen. 
2te, für Decimal- und gewöhnliche Rechnung eingerichtete Auflage 
von L. v. Littrow. gr. 8° Wien. 1844. 2 Thlr. 

(Sehr vollständig und empfehlenswerth.) 


Cubik-Knekt för Uträkuing af Fyrkantigt och Rundt Wirke. 
Stockholm, Berg; 59 sid. 8:0, h. 36 sk. (Bokb. Westerlunds förl.) 


Andre, E.: Kubik- Tabellen für alle runden Hölzer in denen 
man richtig und schnell ihren wahren Holzgehalt, in Kubik-Schu- 
hen, findet. Lex. 8. Wien. 1844. 2 Thlr. 


Pfeil, J. F.: Tabellen zur Berechnung des Kubikinhalts run- 
der und vierkantig geschnittener Hölzer nebst Preisberechnungs- 
tabelle in Thhaler- und Guldenwährung. Für Forstbeamte bear- 


beitet und mit einer Gebrauchsanweisung versehen. 8. Leipzig. 
1844. 14 Thlr. 


[4 
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Trigonometrie. 


Recht, G.: Die Elemente der Trigonometrie und der Anwen- 
dung der Algebra auf Geometrie. gr. 8 München 1844. 12 ggr. 


Mechanik. 


 Compendium der populären Mechanik und Maschi- 
nenlehre, von Adam Burg, k.k. Regierungsrathe, or- 
dent. öffentl. Professor der Mechanik und Maschinen- 
lehre am k.k. polytechnischen Institute in Wien. Erster 
Theil. Mechanik fester Körper. Beide Theile 4 Tllr. 

Dieses in zweckmässiger Kürze abgefasste Compendium ver- 
dient seiner Deutlichkeit wegen vorzüglich Praktikern empfohlen 
zu werden, da es, ohne sich übrigens auf weitläufige Beschreibun- 
gen und Berechnungen zusammengesetzter Maschinen einzulassen, 
alle wesentlichen Grundlehren, auf die es bei Maschineneinrichtun- 
gen in den gewöhnlicheren Fällen ankommt, enthält. Dass die 
Anwendung des höheren Calculs überall vermieden worden ist, 
versteht sich von selbst. Der zweite Theil wird die Mechanik 
flüssiger Körper enthalten, Die schön ausgeführten Kupfertafelu 
sind in einem besonderen Hefte beigegeben. 


Elementar- Lehrbuch der Mechanik fester Körper. 
Nach den neuesten Quellen für die k..k. Artillerieschu- 
len bearbeitet von Anton Fink, Hauptmann und Profes- 
sor der Mathematik im k. k. Bombardier-Corps. Wien. 
1845. 8 2 Thlr. 16 ggr. 

Dies deutlich geschriebene Lehrbuch enthält eine grösstentheils 
analytisch gehaltene Darstellung der gewöhnlichen Lehren der Sta- 
tik und Mechanik fester Körper, ohne Anwendung der Differential- 
und Integralrechnung, mit Rücksicht auf praktische Anwendung. 
Dass die Lehre von der Wurfbewegung und andere in der Ar- 
tillerie besonders in Anwendung kommende Lehren der Mechanik 
ausführlicher als in anderen Elementar-Lehrbüchern. dieser Wissen- 
schaft behandelt worden sind, lässt die Bestimmung des Buchs schon 
von selbst erwarten. In der Statik geht der Verfasser von dem 
Parallelogramme der Kräfte aus, und hat sich bei der Darstellung 
dieses wichtigen Prineips an den allgemein bekannten Beweis von 
Duchayla gehalten. Ä 


Biering’s Mechanik. Heft 3. Kopenhagen. 3 Rbd. 


Buquoy, Prof. v.: Prodromus zu einer neuen verbesserten Dar- 
stellungsweise der höhern analyt. Dynamik. gr. 8. 2te Lieferung. 
1844. 8 ger. 

(Erste Lieferung erschien 1842. 8 ggr.) 
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Coriolis, &.: Trait& de la mecanique des corps solides et du 
caleul de l’effet des machines. Seconde &dition. In-A., plus 2 pl. 
Paris. 1844. 15 fr. 


_ 


Praktische Mechanik. 


Schubert, J. A.: Elemente der Maschinenlehre, 2te Abtheil. 
Von der Bearbeitung fester Körper im Allgemeinen, von den einfa- 
chen Werkzeugen und von den Werkzeugsmaschinen. gr. 8. Mit 
35. Tafeln in Fol. Dresden. 1844. 10 Thlr. 


Astronomie. 


Astronomische Briefe von J. H. Mädler. Mitau. 1844. 
8. 18 ggr. 

Diese astronomischen Briefe sind zuerst in den wissenschaftli- 
chen Beilagen der Augsburger Allgemeinen Zeitung veröffentlicht 
worden, und erscheiner hier nochmals überarbeitet und vervollstän- 
digt in einer geordneten Sammlung. 


Comte, Aug.: Trait€ philosophique d’astronomie populaire, ou 
Exposition systematique de toutes les notions de philososhie astro- 
nomique, soit scientiligues, soit logiques, qui doivent devenir uni- 
versellement familieres. In-8. plus une pl. Paris. 1844. 7 fr. 


Biot: Trait& el&mentaire d’astronomie physique. A volumes 
in-8., avec 4 atlas. En vente: Tome I. Ame edition avec 10 plan- 
ches. 7 fr. 50 c. Tome Il. avec atlas de 23 pl. 12 fr. 


Narrien, John: Practical Astronomy and Geodesy. 8. Lon- 
don. 1844. - 


Om Himmelskropparne och Deras Rörelse; eller De Första &run- 
derna af Astronomien Populärt Framställda af F. Arago. Ofwer- 
sättning af Clemens Ullgren. Calmar, Wahlin; 279 sid. 8.o, med 
5 pl., h. 1 R:dr 32 sk. (Bokh. Looströms förl.) 


Kreil, K.: Beobachtungen über den grossen Kometen von 
1843. gr. 4. 1844. 6 ggr. 


Jahn, G. A.: Leipziger kleine astronomische Ephemeriden für 
das Jahr 1845. 8. Leipzig. 1844. 16 ggr. 


Seidelin, J.: Tabel over Solens Declination og Tid-Equatio- 
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nen. til hver Dags Sandmiddag og 'Middelmiddag, samt over Maa- 
nens ovre Culminations Middelklokkeslet for ‚Greenwichs Meridian 
ı 1846. 32 ss. 


Littrow, E.L.v.: Kalender für alle Stände für das Jahr 1845. 
gr. 8. Wien. 1844. 10 ger. 

(Auf den nützlichen Inhalt dieses Kalenders ist schon früher 
mehrmals hingewiesen worden.) 


Die Chronologie inihrem ganzen Umfange, mit vor- 
züglicher Rücksicht auf ihre Anwendung in der Astro- 
nomie, Weltgeschichte und Urkundenlehre, nebst einem 
Vorschlage zu einer streng wissenschaftlich geregelten 
Zeitrechnung, durch höhere Aritlhmetik begründet und 
erläutert von Wilhelm Matzka, Dr. der Philosophie, k.k. 
öffentl. ordentl. Professor der Mathematik an der k.k. 
philosophischen Lehranstalt zu Tarnow. Wien. 1844. 
8 2 Tblr. 12 ggr. 1 

Dieses mit dem grössten Fleisse und der grössten Sorgfalt 
ausgearbeitete Werk enthält eine vollständige Darstellung der ma- 
thematischen Chronologie und hilft einem wahren Bedürfnisse ab, 
da in Ideler’s beiden bekannten Werken (Berlin 1825 und Berlin 
1831), vortrefflich in ihrer Art, doch mehr das Historische als das 
Mathematische hervortritt. Ganz recht hat aber der Verfasser des 
vorliegenden Werks gethan, dass er, wie er auch in der Vorrede 
ausdrücklich erklärt, von der ihm durch Ideler dargebotenen histori- 
schen Grundlage bei seinen mathematischen Entwickelungen unmit- 
telbar ausgegangen ist, da er in dieser Beziehung gewiss keinen bes- 
seren Gewährsmann finden konnte. Die Beschränktheit des Raums 
verbietet uns, den reichen Inhalt dieses Werks bier im Detail an- 
zugeben; schwerlich wird aber Jemand in demselben über irgend 
einen Punkt vergeblich Belehrung suchen. Sehr zweckmässig sind 
unter dem Titel Vorbegriffe der Chronologie die Lehren der 
höheren Arithmetik oder der sogenannten Zablenlehre, welche in 
der Chronologie vorzüglich zur Anwendung kommen, im Zusam- 
menhange dargestellt worden, und dabei hat der Verfasser zugleich 
durch Einführung zweckmässiger, zum Theil neuer Bezeichnungen für 
möglichste Abkürzung der allgemeinen Rechnungen gesorgt. Dass 
in einem so speciell und gründlich wie das vorliegende seinen Ge- 
genstand behandelnden Werke auch manche neue Untersuchungen 
nicht fehlen können, versteht sich von selbst, und als besonders 
verdienstlich müssen auch noch die meist neu entworfenen, in einem 
besondern Anhange beigefügten, so wie auch hin und wieder in dem 
Werke zerstreu’t vorkommenden Hülfstafeln zur, Abkürzung chro- 
nologischer Rechnungen hervorgehoben werden. Ausserdem ist das 
Werk auf schönes Papier vortrefflich gedruckt, und verdient daher 
nochmals in jeder Beziehung der Aufmerksamkeit der Leser des 
Archivs, auch ausserhalb Deutschland, empfohlen zu werden, da 
uns wenigstens auch in einer anderen Sprache kein so vollständi- 
ges und gründliches, die neueren Forschungen so sorgfältig und 
vielseitig berücksichtigendes Werk über mathematische Chrono- 
logie bekannt geworden ist. t 


Bobrik, Dr. Eduard: Handbuch der practischen See- 
fahrtskunde. Mit einer vollständigen Sammlung logarithmischer, 
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 geographischer und astronomischer Tabellen, Kupfertafeln und Kar- 
ten, und einem Wörterbuche der nautischen Kunstausdrücke in‘ den 
verschiedenen europäischen Seesprachen» Zum Selbstunterrichte und 
für Lehrer in der geographischen und astronomischen Steuer- 
mannkunde, in der Journalführung, in der Zutakelung und Len- 
kung des Schiffs, oder in der pracetischen Schifferkunde, 'so 
wie in den Vorbereitungen durch matbematische und physische Geo- 
graphie; durch Arithmetik, Geometrie; durch Hydrostatik, Hydrody- 
vamik und Schiffbaukunde. 2 Bde. gr. 8 8 Thlr. 


Physik. 


Baumgartner, A.: Die Naturlehre in ihrem gegenwär- 
tigen Zustande mit Rücksicht auf mathematische Be- 
gründung. Ste Aufl. gr.8. 2 Theile Wien. A Thlr. 

Diese bis jetzt erschienene erste Abtheilung der achten Auf- 
lage enthält die Einleitung und die zwei ersten Abschnitte des all- 
gemein bekannten Werks. 


Örsteds Naturlare, 2. H. Kopenhagen. 1844. 90 s. 


Faraday, M.: Experimental Researches in Electricity. Vol. 2. 
8. London. 1844. 9 sh. 


Kreil, K.: Magnetische und meteorologische Beobachtungen 
zu Prag. Ater Jahrgang. gr. 4. ‚Prag. 1844. 3 Thlr. 12 ger. 


Der Kreislauf des Blutes und die Planetenbahnen. 
Ein physiologisch-mathematischer Versuch von Dr. med. 
König. Weissensee 1844. 8 15 ggr. - 

„Schon längst legte ich mir‘, sagt der Verf. in der Vorrede, 
„in Erwägung der unleugbaren Thatsachen, dass das Blut in sei- 
ner Balın oft in einer der Schwerkraft entgegengesetzten Richtung 
strömt, was weder durch Venenklappen, noch durch Saugkraft, 
noch durch die Muskelkraft des Herzens allein befriedigend zu er- 
klären ist, und dass zweitens diese Bahn eine in sich selbst zurück- 
laufende geschlossene ist, die Frage vor, ob es nicht denkbar sei, 
dass es im menschlichen Körper eine, der allgemeinen Schwerkraft 
analoge Kraft gebe, durch deren Wirkung, gleichsam eine Art or- 
ganischer Gravitation, der Blutumlauf so vermittelt werde, wie die 
Balınen der Planeten, und welche daher den Menschen zu dem in 
der Wirklichkeit machte, wofür er schon so lange dem Namen nach 

egolten hat, zu einem Mikrokosmus. Die’ Beobachtung, dass die 
BE fieunealen sich umgekehrt verhalten wie die Quadratwurzeln 
aus den Körperlängen, musste mich in dieser Idee nur bestärken, 
denn, wenn man, wie es üblich ist, die Pulsfrequenz als einen Aus- 
druck für die Blutgeschwindigkeit ansieht, so enthält diese Beo- 
bachtung eine unmittelbare Bestätigung derselben. Dies gab dem 
nun folgenden Versuch, die erwähnte Hypothese durch Anwendung 
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auf einen concreten Fall so viel als möglich an den Prüfstein der 
Erfahrung zu legen,, seine Entstehung.“ 

So wenig ich selbst.wegen Mangels an hinreichenden anatomi- 
schen und physiologischen Kenntnissen mir ein Urtheil über diese 
Schrift anmaassen darf, so glaube ich doch dem Verf. die Bemer- 
kung schuldig zu sein, dass dieselbe, wie dies öfters bei: solchen 
Schriften der Fall ist, keineswegs in das Gebiet luftiger naturphi- 
losophischer Reflectionen gehört, sondern dass in derselben überall 
eine gesunde Anwendung mathematischer Sätze und Rechnungen 
hervortritt, und dass dieselbe daher wohl eine nähere Prüfung durch 
einen hinreichend mathematisch gebildeten Anatomen und Physiologen 
verdienen möchte, was ich dem Verf. schon um seines warmen Ei- 
fers willen, mit welchem er in der Vorrede der Anwendung der 
Mathematik in der Arzneiwissenschaft das Wort redet, von Herzen 
wünsche, Bei den Herren Aerzten wird er da freilich meistens tau- 
ben Ohren predigen. 


Vermischte Schriften. 


Jahresbericht für die Mitglieder der Hamburgischen 
Gesellschaft zur Verbreitung mathematischer Kennt- 
nisse. Fastnacht. 1844. 

Inhalt: Bericht über die zur Auffindung und Bezeichnung. von 
Höhen in dem abgebrannten T'heile der freien Hansestadt Hamburg 
ausgeführten und für den nicht abgebrannten "Theil derselben vor- 
geschlagenen Nivellirungen. Von dem Herrn Ingenieur Röbbelin. 
— Nachtrag zu dem Aufsatze: „Ueber die Höhen einiger Gebäude 
in Hamburg, im: Jahresbriefe für 1842.“ Von dem Herrn Conferenz- 
rath Schumacher in Altona. — Tafeln zur Verwandlung Hamburgi- 
scher Gewichts-Einheiten in Französische und Englische, so. wie 
umgekehrt. 


Unterhaltungen aus dem Gebiete der Naturkunde von 
D. Fr. Arago, Aus dem Französischen übersetzt von Dr. 
E.F, Grieb. Sechster Theil. Schluss des Werkes, Stutt- 
gart. 1844. 8 1 Thir 23 ggr. 
| Dieser Theil enthält die von Arago gehaltenen. historischen 
Lobreden aut Laplace (S. 1 — S. 9), Fourier (S. 10 — S. 22), 
Alexänder Volta (S. 23 — 8. 114), Thomas Young (S. 115 
— S, 157), Humphry Davy (8. 158 — 188); ferner die Höhen 
der wichtigsten Punkte der Erde:üher der Meeresfläche 
(S. 189 — S. 196), Tafeln zur Verwandlung der Barometer- 
und Thermometerscalen (S. 197,— 199), und zur Verwand- 
lung der französischen Maasse (8. 200 — S. 208). Hierauf . 
folgt eine sehr ausführliche und mit ‚grosser, Sorgfalt verfasste Hi- 
storisch-kritische Analyse des Lebens und der Arbeiten 
Sir William Herschel’s (S. 209 — S. A489), und den Beschluss 
machen ein Aufsatz über die totale Sonnenfinsterniss vom 
Sten Juli 1842 (S. 490 — 514), und der in der Sitzung der De- 
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putirtenkammer vom 16ten Mai 1842 von Arago erstattete Bericht 
über die neue, auf Staatskosten. zu veranstaltende Aus- 
gabe der mathematischen Werke des ehemaligen Insti- 
tutsmitgliedes Laplace (S. 515 — 8. 549). — Man sieht hier- 
aus, dass in diesem Theile des Interessanten viel enthalten ist. Die 
‚Uebersetzung könnte hin und wieder etwas fliessender sein und 
weniger an das französische Original erinnern, liest sich jedoch im 
Ganzen gut. 


Gruithuisen, Fr. v. P.: Naturwissenschaftlich - astronom. Jahr- 
buch für physische und naturhistorische Himmelsforscher und Geo- 
'logen mit den für das Jahr 1846 vorausbestimmten Erscheinungen 
am Himmel. 7. Jahr. Mit 2 lithogr. Tafeln. 8. München. 1844. 
23 Thlr. 


Astronomisch -meteorologisches Jahrbuch für Prag 
von Karl Kreil. Vierter Jahrgang: 1845. Prag. 1844. 8. 
1 Thlr. 8 ggr. 

Ausser der gewöhnlichen astronomischen Ephemeride enthält 
dieser Jahrgang zwei grössere Abhandlungen unter den Titeln: 
Erläuterung des Jahrbuchs und Geschichte des Entste- 
hens und der bisherigen Leistungen des magnetischen 
Vereins, von denen besonders der letztere vielfaches Interesse, 
und zwar nicht bloss für Laien in der Wissenschaft, darbietet. Der 
erste dieser beiden Aufsätze kann eigentlich als eine allgemein ver- 
ständliche Erläuterung des Kalenders betrachtet werden, und wird 
daher auch für ein grösseres Publikum sehr lehrreich sein, so wie 
diesem Jahrbuche wegen seines allgemein lehrreichen und verständ- 
lichen Inhalts überhaupt eine möglichst grosse Verbreitung zu 
wünschen ist. | 


- Memoires de l’acad&mie imper. des sciences de St. Petersbourg. 
6 serie, 1. partie: sciences mathemat. et phyaiguen, Tome 4. ın 
6 livrais. A. St. Petersburg. . 1844. 6 Thlr. 18 ggr. 


I 


Nachricht. 


Die Akademie der Wissenschaften zu Petersburg bereitet eine 
neue Ausgabe aller Werke Eulers vor. Die ganze Sammlung wird 
25 bis 28 Bände in gross Quart umfassen, jeden zu 80 bis 90 Bo- 
gen, und soll in 10 Jahren vollständig erschienen sein. Die Her- 
ausgabe ist einer Commission übertragen, bestehend aus den Aka- 
demikern Fuss, Ostrogradsky, Struve, Lenz, Bouniakovsky und 
Jacobi. Besonders bemerkenswerth ist es, dass Herr Fuss eine 
grössere Anzahl noch ungedruckter und bis jetzt unbekannter Werke 
Kulers aufgefunden hat, welche der neuen Sammlung einverleibt 
hiy sollen. Die Titel der wichtigsten dieser Werke sind fol- 
gende: | 
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Fragmens de grands ouvrages. | 


1. Manuserit sans titre, contenant les chapitres 1 A 16 d’un 
Traite de la theorie des nombres. 587 $$. 112 pages in-4. En 
latin. 

2. Manuscrit sans titre, sur l’application du calcul differentiel 
a la geometrie des courbes, destine, a ce’qu’il parait, a former la 
troisieme partie des Institutiones calculi differentialis. 
L’enveloppe contient la table des chapitres 1 a 6, mais le 6me et 
la fin du 5me manquent. 179 $$. 104 pages in-4., et 8 feuillets 
de figures. En latin. | | we; 

3. Manuscrit. intitule: Statica. 18 $$. de notions ‚prelimi- 
naires, et 193 $$. sur l’&quilibre des forces appliquees a un point. 
68 pages in-4. En latin. au at 

A. Manuserit intitule: ‘Astronomia mechanica. Chapitre 
147; 219 $$. et un appendice; le tout 182 pages in-4. et A feuil- 
lets de figures. En latin. u 

5. Manuscrit sans titre, renfermant les chäpitres 1 a 7 d’un 
ouvrage de dioptrique. , 141 $$.. 88 pages in A. et 3 feuillets de 
figures. En frangais. 

6. Manusecrit intitule: Theorie generale de la dioptrique. 
186 $$. A8 pages in-A4. et 2 feuillets de figures. , En frangais. 

„NB. Ces deux dernieres pieces paraissent entierement diffe- 
rentes et du grand ouvrage sur la dioptrique, publie en latin en 
3 volumes, et du Precis d’une theorie gen£rale de la dio-. 
ptrique, insere dans les Memoires de l’Academie de Paris de l’an 
1765. — Tous ces manuscrits en general quoique fragments, ne 
sont cependant pas des brouillons (a l’exception peut-&tre du No. 3), 
mais des copies nettes, tres serrees, et tellement soignees qu’on peut 
les lire sans la moindre difficulte. . 


Memoires. 


1. Theorema arithmeticum ejusque demonstratio. 

2. Considerationes circa analysin diophanteam, ; 

3. Vera aestimatio sortis in ludis. ne SEE 

4. Reflexions sur une espece singuliere de loterie nomm&e lo- 
terie genoise. | 


nk "XXTr. | 
Literarischer Bericht. 





Geschichte der Mathematik und 
Physik. 


Sedillot, M. L. A., Materiaux pour servir & T'histoire com- 
nu. des seiences mathematiques chez les Grecs et les Orientaux. 
remiere livraison. In 8. 1844. Paris. 


Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


— Wörterbuch der angewandten Mathematik. Ein 
Handbuch zur Benutzung beim Studium und prakti- 
schen Betriebe derjenigen Künste und Gewerbe, wel- 
che Anwendungen der reinen Mathematik erfordern. 
Zugleich als Fortsetzung des Klügel’schen Wörter- 
buchs der reinen Mathematik. Im Vereine mitmehre- 
ren &elehrten und Praktikern herausgegeben von &. A. 
Jahn, Dr. philos. und Lehrer der Mathematik zu Leip- 
zig. Erster Band. A—L. Mit acht Tafeln Abbildun- 
gen. Leipzig.. 1845. 3thlr. 18 ggr. 

Als Klügel im Jahre 1803 sein mathematisches Wörterbuch 
begann, hatte er. laut der Vorrede zum ersten Theile die Absicht, 
dasselbe in drei Abtheilungen herauszugeben, von denen die erste 
der reinen, die zweite der angewandten, die dritte der technischen 
Mathematik *) gewidmet seyn sollte. Es war ihm aber nur ver- 


) M. 8. über. diese Eintheilung den Artikel Mathematik im drit- 
'ten Theile. 
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gönnt, die erste Abtheilung bis zu dem Buchstaben PD fortzufüh- 
ren, und deren Vollendung anderen Händen zu überlassen, welche 
im Jahre 1834 erfolgte. Dreissig Jahre waren also seit dem An- 
fange dieser ersten, nebst den Supplementen aus acht Theilen be- 
stehenden Abtheilung verflossen. Es ist schwer die Anzahl der 
Bände zu bestimmen, welche die angewandte und technische Ma- 
thematik umfasst haben würden. Aber zwölf sehr starke Bände 
hätte man doch mindestens nur auf die angewandte Mathema- 
tik, nämlich auf die mechanischen, optischen und astronomischen 
Wissenschaften rechnen müssen, wenn dieselben nur einigermassen 
in einer der in der ersten Abtheilung gegebenen Bearbeitung ent- 
sprechenden Weise hätten bearbeitet werden sollen. Ueber den 
Dallane der technischen Mathematik wagen wir hier gar kein Ur- 
theil zu fällen. Ein Werk von solcher Ausdehnung, dessen Voll- 
endung in einer kürzern Reihe von Jahren nach den bei der ersten 
Abtheilung gemachten Erfahrungen gar nicht abzusehen war, zu 
beginnen, musste namentlich bei den grossen Fortschritten, welche 
die angewandte Mathematik täglich macht, um so mehr sehr be- 
denklich erscheinen, weil in vielen Theilen eine scharfe Gränzlinie 
zwischen Mathematik und Physik gar nicht mehr zu ziehen ist, 
und ein vielfaches Hinüberstreifen in die letztere Wissenschaft, die 
schon ein vollständiges Wörterbuch besitzt, daher nicht wohl um- 
gangen werden kann. Man konnte sich, wenn etwas geschehen 
sollte, nur darauf beschränken, wieder eine Theilung der ange 
wandten Mathematik vorzunehmen, und besondere Wörterbücher 
der Mechanik, Optik und Astronomie herauszugeben, und. sollte 
es noch einmal dazu kommen, dass eine dieser -drei Abtheilungen 
wirklich in Angriff genommen würde, so würde dies jedenfalls 
zuerst die Astronomie sein, da für diese ein ausführliches Wörter- 
buch für Theorie und Praxis von vielen Seiten her als ein drin- 
gsendes Bedürfniss erkannt wird, und in ihr nach der gegenwärti- 
sen. Lage der Sache wohl noch am Ersten eine gewisse Vollen- , 
dung zu erreichen seyn dürfte. Aber auch schon diese Abtheilung 
allein, für welche bereits mancherlei Vorbereitungen, auch rück- 
sichtlich der Herbeischaffung des ‚literarischen Apparats gemacht 
worden sind, würde gewiss wenigstens sechs Bände umfassen. Das 
vorliegende jetzt bis zudem Buchstaben £ fortgeschrittene Wörter- 
buch der angewandten Mathematik, welches sich auf dem Titel zugleich 
als eine Fortsetzung des Klügel’schen Wörterbuchs 
der reinen Mathematik ankündigt, soll die ganze ange- 
wandte und technische Mathematik umfassen, und ist im 
Ganzen auf 9 bis 10 Lieferungen, jede von etwa 10 Bogen, über- 
haupt also auf zwei mässig starke Bände berechnet, aus, welchen 
geringen Umfange. wohl schon von selbst hinreichend hervorgehen 
dürfte, dass dasselbe keineswegs als eine Fortsetzung des Klü- 
sel'schen Wörterbuchs im eigentlichen Sinne betrachtet werden 
ann, da es mit diesem in jeder Beziehung streng wissenschaftli- 
chen, auch die Geschichte der Wissenschaft überall ausführlich 
berücksichtigenden Werke einen Vergleich nicht auszuhalten im 
Stande ist, wie jedem Unbefangenen der flüchtigste Blick in beide 
Werke auf der Stelle lehren wird. 
Dieses unumwundene Urtheil glaubte der Unterzeichnete dem 
Klügel’schen Wörterbuche, ganz abgesehen von dem nicht unbe- 
deutenden Antheile, welchen er selbst an diesem in der Wissen- 
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schaft einzig dastehenden Werke hat, und zugleich der Verlags- 
handlung, welche für dasselbe: die grössten Opfer gebracht 
hat, eälihg zu sein, auch namentlich deshalb, weil eine Fort- 
setzung desselben in einer oder der anderen Weise von den un- 
mittelbar dabei betheiligten Personen noch keineswegs gänzlich 
aufgegeben, sondern vielmehr neuerlich nur erst wieder in Anre- 
gung gebracht worden ist. Nur. bedarf eben die Art und Weise 
der Fortsetzung die reiflichste Ueberlegung, und den Rath ein- 
sichtsvoller Männer, ehe man überhaupt wagen darf, Hand an’s 
Werk zu legen. 

Wenn. nun aber auch das vorliegende Wörterbuch durchaus 
nicht eine Fortsetzung des von Klügel unternommenen Werks im 
eigentlichen Sinne genannt werden darf, so ist doch auf der andern 
Seite der Nutzen und die Verdienstlichkeit desselben, als selbst- 
ständiges für sich bestehendes Werk betrachtet, in gewisser Be- 
ziehung nicht zu verkennen. Dasselbe liefert über die sämmtli- 
chen wichtigeren Theile der angewandten und technischen Mathe- 
matik ganz kurze Artikel, die nur selten theoretische Ausführungen 
enthalten, begnügt sich vielmehr meistens mit einer allgemeinen Er- 
läuterung der Begriffe und blossen Angabe der wichtigsten, die un- 
mittelbarste Anwendung gestattenden, und zu derselben nöthigsten 
Resultate, und dann mit der Angabe der besten Werke, in denen 
der Leser weitere Belehrung suchen kann, in welcher letzteren Be- 
ziehung, wie es scheint, ohne die literarischen Notizen auf eine 
oft sehr nutzlose Weise zu häufen, meistens eine verständige Aus- 
wahl getroffen worden ist. Jedoch ist dabei eine gewisse, in 
der Mehrzahl der Bearbeiter aber hinreichende Entschuldigung 
findende, Ungleichheit nicht zu verkennen, indem u. A. die zu den 
Kriegswissenschaften und der Feuerwerkerei gehörenden, und die 
kaufmännischen Artikel, meist mit einer weit grösseren Aus- 
führlicehkeit bearbeitet worden sind als die meisten eigentlich ma- 
thematischen Artikel, wofür sich viele in die Augen fallende Bei- 
spiele anführen lassen würden, wenn dies die uns hier gebotene 
Kürze gestattete. Ueberhaupt ist uns wenigstens das ganze Werk 
mehr in der Art eines mathematischen Conversations-Lexikons als 
eines die Wissenschaft nach allen Seiten hin ergründenden Werks, 
wie doch das Klügel’sche Wörterbuch seiner ganzen Änlage nach 
ist und sein soll, erschienen. Aber gerade deshalb kann das- 
selbe für einen Jeden, der eine augenblickliche kurze Belehrung 
über irgend einen Gegenstand wünscht, in vielen Fällen recht 
nützlich sein und überhaupt in einem gewissen Kreise recht vor- 
theilhaft wirken und zur weitern Verbreitung der Wissenschaft 
beitragen, weshalb wir es besonders allen denjenigen empfehlen, 
die nicht Mathematiker von Professian sind, aber doch für die ge- 
wöhnlichern Anwendungen der Mathematik ein lebendiges Interesse 
haben, namentlich auch : allen Praktikern und Künstlern, so wie 
unter den Lehrern der Mathematik an höheren ÜUnterrichtsanstal-- 
ten vorzugsweise denen, welche, wie dies häufig der Fall ist und 
begreiflicherweise sein muss, ihre Studien hauptsächlich ‘der reinen 
Mathematik zugewandt haben, aber doch bei IR ihnen meistens 
nur wenig freie Zeit übrig lassenden mathematischen und physi- 
kalischen Unterrichte öfters in den Fall kommen dürften, eine 
augenblickliche nur wenig Zeit in Anspruch nehmende nicht tiefer 
eingehende Belehrung über einen Gegenstand der angewandten oder 
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technischen Mathematik in möglichster Kürze für die Zwecke des 
Unterrichts zu wünschen. Bei der Schnelligkeit, mit denen die fünf 
Lieferungen des ersten Bandes auf einander gefolgt sind, lässt sich 
auch einer baldigen Vollendung des zweiten Bandes, den wir seiner 
Zeit gleichfalls in diesem literarischen Berichte anzeigen werden, 


wohl mit Sicherheit entgegen sehen; und gewiss wird dieses Werk - 


seiner ganzen vorher näher charakterisirten Anlage nach das Seinige 
zu der sehrzu wünschenden immer grösseren Verbreitung mathema- 
tischer Kenntnisse in den gewöhnlichern Kreisen des Lebens 
beitragen, weshalb wir ihm möglichst schnellen Fortgang wünschen. 
Die äussere Ausstattung ist sehr anständig. In dem ersten Bande 
haben wir u. A. in dem ziemlich ausführlichen , auch die neueren 
Untersuchungen berücksichtigenden, und zu dem besten im ganzen 
Buche gehörenden Artikel „Linsengläser‘“ die Figuren auf 
den dem ersten Bande beigegebenen acht Figurentafeln vermisst, 
die daher in dem zweiten Bande noch nachzuliefern sein werden. 


Arithmetik. 


Theorie der periodischen Decimalbrüche nebst 
Tabellen zur leichten Verwandlung: gewöhnlicher 
Brüche in Decimalbrüche. Von Dr.E.H. Nagel, Rec- 
tor der Realschule ‘in Ulm. Ulm. 1845. 8 20 ggr. ' 

Durch Abfassung dieses Schriftchens, in welchem man die 
Theorie der periodischen Decimalbrüche auf eine ‚sehr‘ fassliche 


Weise vollständiger entwickelt findet als in den Lehrbüchern der. 


Arithmetik, so wie durch die angehängten Tafeln, hat sich der 
Herr Vf. um den arithmetischen Unterricht auf Schulen ein Ver- 
dienst erworben. > 


Peto, T., neue Potenziallehre sammt dem Beweise der Un- 
richtigkeit der von den Mathematikern bis jetzt angenommenen De- 
finition vom -Potenziren. Oedenburg. 1844. 6 ggr. 


J. G. Arbon, (Lector in de Wis- en Zeevaartkunde by de 
Koninklyke Marine, Honorair Lid van de Commissie tot het exa- 
mineren der Zee -Officieren, enz.) Verhandeling over de binomiaal 
coefficienten, bevattende een aantal merkwaardige eigenschappen 
van dezelve, benevens eene beknopte theorie der getallen -reeksen, 
naar. de binomiaal-wet geordend; gr. 8. Te Rotterdam, by de 
Wed. A. H. Krap. 1844. f 2, 40. | 


San-Matino, Agatino, Demonstrazione del teorema fonda- 


a | Kin teoria delle funzioni analitiche di Lagrange. Cata- 
nia. In | 
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Jerome della Lande’s logarithmisch trigonometrische 
Tafeln. Vermehrt durch die Tafeln der Gaussischen Logarithmen; 
durch die Logarithmen der: Atomgewichte unzerlegter und einiger 
zusammengesetzten chemischen Stoffe; durch die Logarithmen an- 
derer Zahlen, die in der Chemie und Physik oft gebraucht werden 
und durch einige mathematische Formeln. Herausg. von Heinr. 
Gottl. Köhler. 2. Stereotypausg. 16. Leipzig 1844. 14 ggr. 


Geometrie. 


Wolff, F., Lehrbuch der Geometrie. 1. Theil. Ebene Fle- 
mentar- Geometrie, Trigonometrie, Theilungslehre. 4. verb. Auf- 
lage, mit, 7 lithogr. Tafeln. Berlin 1845. gr. 8. 1 thlr. 16, ggr. 


Nagel, Dr. Chr., Lebrbuch der ebenen Geometrie. Ulm 
1844. 20 ggr. | 


Kauffmann, E. F., Lehrbuch der Stereometrie. Zum 
Gebrauche beim Unterricht in Realschulen und Gymvasien, sowie 
zum, Selbstunterricht. 2. verbesserte u. verm. Aufl. Mit 4 Kupfer- 
tafeln.: Stuttgart 1844. 8. 18 ıggr. 


Lehrgebäude der; niederen Geometrie. Für den 
Unterricht an Gymnasien und höheren Realschulen 
‚entworfen von Carl Anton Bretschneider, Professor 
am Realgymnasium zu Gotha. Mit neun in Kupfer ge- 
stoehenen Figurentafeln. Jena 1844. 2 thlr. 16 ggr. 

So weit es die Beschränktheit des uns hier verstatteten Raumes 
erlaubt, wollen wir versuchen im Folgenden den Lesern des Ar- 
chivs eine möglichst klare Anschauung von diesem in vielen Be- 
ziehungen ausgezeichneten Werke: zu verschafien, welches der Auf- 
zıerksamkeit nicht bloss aller: Lehrer an höheren Unterrichtsanstal- 
ten, sondern überhaupt aller Derer, welche sich für die Fortschritte 
der Geometrie in formeller und materieller Beziehung: interessiren, 
sehr empfohlen 'zu werden verdient. 

In einer kurzen; Einleitung wird von den Grundbegriffen und 
der Eintheilung' der Geometrie gehandelt, und eine Uebersicht‘ der 
wichtigsten ‚Sätze aus der allgemeinen ‚Grössenlehre : gegeben, 
welche in der: Geometrie zur Anwendung kommen. » Den ganzen 
Stofi der niederen Geometrie theilt der Vf. in zwei Abtheilungen, 
welche mit den Namen Synthetische Geometrie und Ana- 
lytische @eometrie bezeichnet werden, und jede dieser beiden 
Abtheilungen zerfällt in drei. Bücher, nämlich die ‚Synthetische 
Geometrie in die Geometrie der Lage, die Geometrie der Gestalt 
und die Geometrie des Maasses; die Analytische Geometrie in die 
Goniometrie, Trigonometrie (ebene und sphärische), und die Coor- 
dinaten- Geometrie mit Einschluss der Lehre von den Kegelschnit- 
ten.. Fünf Anhänge beschliessen. hierauf das Werk: I; Die wich- 


334 


tigsten geometrischen Constructionen in der Ebene. Tl. Von den 
geometrischen Oertern in der Ebene, und von den Kegelschnitten 
insbesondere. {ll. Von der Methode der Projectionen und einigen 
damit zusammenhängenden Gegenständen. IV. Von der Quadratur 
der Parabel und Ellipse. V. Bestimmung des Flächeninhalts sphä- 
rischer Dreiecke und Polygone. 

Schon aus dieser allgemeinen Angabe des Inhalts sieht man, 
dass der Vf. sich eine systematische Behandlung der Geome- 
trie zu einer ganz besondern Aufgabe gemacht, und nach einer 
möglichst einfachen und naturgemässen Verknüpfung der einzelnen 
Sätze vorzüglich gestrebt hat, weshalb er denn auch den seit alter 
Zeit herkömmlichen Unterschied zwischen ebener Geometrie und 
Stereometrie gleich von vorn herein ganz aufgegeben hat, was ge- 
wiss in der vorher angegebenen Rücksicht nur vollkommen gebilligt 
werden kann. Alle einzelnen Kapitel sind sehr vollständig, jedoch 
meistens in der Art bearbeitet worden, dass die betreffenden Fun- 
damentalsätze, welche Jeder unbedingt kennen muss, von der wei- 
teren Ausführung des Gegenstandes getrennt worden sind, was 
jedenfalls dem Unterrichfe sehr förderlich sein muss und den er- 
fahrenen Lehrer bekundet. Ihrer grossen praktischen Wichtigkeit 
wegen sind die Goniometrie und Trigonometrie besonders ausführ- 
lich dargestellt, und der ersteren ist die ihr vollkommen zuste- 
hende Würde einer für sich bestehenden selbstständigen Wis- 
senschaft mit Recht gesichert worden. Einen geringeren Raum 
hat der Vf. dagegen für die Coordinaten - Geometrie in Anspruch 
genommen. Die Anhänge enthalten vieles aus der sogenannten neue: 
ren (reometrie, und in Bezug auf dieselben muss noch beson- 
ders lobend hervorgehoben werden, dass in dem zweiten Anhange 
die drei Kegelschnitte als Oerter in der Ebene rein geometrisch 
betrachtet worden sind, da nach unserer Ueberzeugung eine rein 
geometrische Darstellung der Lehre von den Kegelschnitten über- 
all einen wesentlichen Theil des mathematischen Elementar- Un- 
terrichts bilden sollte, weshalb wir auch gewünscht hätten, dass 
der Vf. diesem Anhange eine noch etwas grössere Ausführlichkeit 
gegeben hätte. | 

Dass es an vielen eigenthümlichen Darstellungen und Ausfüh- 
rungen nicht fehlt, versteht sich bei diesem Vf., dessen frühere 
sämmtlich durch besondere Eleganz und Nettigkeit sich auszeich- 
nende geometrische und namentlich trigonometrische Arbeiten 
bekannt genug sind, von selbst, weshalb wir. uns begnügen, in 
dieser Beziehung hier nur Zweierlei hervorzuheben, ohne damit 
sagen zu wollen, dass nicht noch andere ganz eben so empfehlens- 
werthe Ausführungen an vielen Stellen des Buchs anzutreffen 
sein sollten. Einmal meinen wir die Lehre von der Lage der Gera- 
den und Ebenen im Raume, welche der Vf. ohne alle anderen 
Hülfsmittel als die bekannten Sätze von den Winkeln und Paral- 
‘lellinien durchgeführt hat; und dann die in den Vorbemerkungen 
zu der analytischen Geometrie gegebene Entwickelung der geome- 
trischen Bedeutung der negativen und imaginären Zahlen, die übri- 
gens, wie der Vf. in der Vorrede auch selbst sagt, ihren eigent- 
lichen Urheber nicht verleugnet. 

Die Vorrede enthält mehrere sehr richtige pädagogische Be- 
merkungen und darf bei'm Lesen des Buchs nicht überschlagen 
. werden. Da das Buch bei dem geometrischen Unterrichte auf dem 
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Realgymnasium zu Gotha als Lehrbuch zum Grunde gelegt werden 
soll, so muss dies wegen der Reichhaltigkeit seines Inhalts ein 
sehr gutes Vorurtheil für den Zustand des mathematischen Unter- 
richts auf dieser Lehranstalt erwecken. 

Die äussere Ausstattung ist, auch was die Figurentafeln be- 
trifit, in jeder Beziehung ausgezeichnet. 


Catalan, Eugene, Elemens de Geometrie, avec planches. 


Paris 1843. 5 fr. 50 e. 


Lardner, Dr., Treatise on Geometry and its Application to 
the arts. London 1844. 8. with 200 figures. 6 sh. 


Newman, F. W., The Difficulties of Elementary Geometry, 
especially those which concern the Straight Line, the Plane, and 
the Theory of Paralles.. Oxford 1844. 8. 5 sh. 


Kuhn, C., Descriptive Geometrie. Mit Einschluss der 
Principien der Isometrischen Projeetionslehre, für Schulen und 
zum Selbstunterrichte. Mit 60 Tabellen gravirter Constructionen. 
Gross Median - Quart- Velin. Augsburg 1844. 3 thlr. 


Olivier, Th., Cours de k&ometrie descriptive. 2eme Partie avec 
Atlas 4. Paris 1844. 


Boucharlat, J. L., Theorie des Courbes et des Surfaces du 
second Ordre, ou trait& complet d’application d’Algehre a la Geo- 
metrie. Paris 1844. 


Praktische Geometrie. 


Die praktische keometrie ohne Instrumente. Mit 
einem Anhange enthaltend: Kreisbogen und Segmen- 
ten-Tabellen nebst einer Aufgabe aus der Markschei- 
dekunst. Ein nützliches Taschenbuch für praktische 
Geometer, von Friedrich Pross, Professor der Mathe- 
matik an derKönigl. polytechnischen Schule zu Stutt- 
.gart. Mit 5 Figurentafeln. Stuttgart 1844. 20 ggr. 

Diese kleine Schrift scheint uns nicht bloss für praktische 
Geometer, sondern auch für Lehrer an höheren Unterrichtsanstalten 
empfehlenswerth zu sein, weil letztere darin manche zweckmässige 
Uebungsaufgaben für ihre Schüler finden werden. Der Inhalt der- 
selben ist folgender: Lehrsätze aus der theoretischen Geometrie, 
das Ziehen und Ausstecken gerader Linien, das Bestimmen der 
Distanzen, das Errichten und Fällen der Perpendikel, das Ausmes- 
sen und Ausstecken der Winkel, das Ziehen der Parallellinien, 
das Ausmessen der Figuren, das Vertheilen der Flächen, Kreis- 
bogen- und Segmenten-Tafeln, eine Aufgabe aus der Markscheide- 
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kunst. Bei der Lösung aller dieser Aufgaben bedient sich‘ der 
Herr Vf. keiner anderen Instrumente als der Kette und Stäbe, und 
ist wegen dieser geringen praktischen Hülfsmittel' natürlich: genö- 
thigt, überall die besondere Hülfe der Geometrie‘in Anspruch zu 
nehmen, aus welchem ‘Grunde eben fast alle, diese Aufgaben, wie 
schon oben bemerkt wurde, sieh zu zweckmässigen geometrischen 
Uebungen für Schüler eignen. Unter den vorbereitenden geome- 
trischen Lehrsätzen finden sich einige an sich bemerkenswerthe- 
Sätze, und vorzüglich nimmt der Herr Vf. von dem folgenden Satze 
seinen Auslauf: Wenn zwei Dreiecke einen gleiehen Winkel haben, 
oder wenn ein Winkel des einen Dreiecks einen Winkel des andern 
zu zwei Rechten ergänzt, se verhalten sich die Producte der diese 
Winkel einschliessenden Seiten wie die Ueberschüsse der Sum- 
men ‚der Quadrate dieser Seiten.über das Quadrat. der. dritten 
Seite. — Eine noch grössere Mannigfaltigkeit würde der Herr V£. 
den behandelten Aufgaben und deren Auflösungen ‚haben geben 
können, wenn er sich an Instrumenten ausser der Kette und der 
Stäbe noch den Gebrauch des eben so einfachen als in der Praxis 
nützlichen Winkelkreuzes oder der Kreuzscheibe (equerre d’arpen- 
teur) gestattet hätte. Endlich wollen. wir noch bemerken, dass 
eine gleiche Tendenz mit der vorliegenden . Schrift ein anderes 
schönes, aber wohl nur wenig bekannt gewordenes Werkchen hat, 
welches ebenfalls der Aufmerksamkeit der Lehrer an höheren Un- 
terrichtsanstalten bei dieser Gelegenheit recht ‚sehr empfohlen: zu 
werden verdient, und folgenden Titel führt: Solutions peu 
connues.de,differens problemes de Geometrie, pra- 
tique; pour servir desupplement aux Traites connus 
de cette Science; I ZoR par F. J. Servois, Pro- 
fesseur de Mathematiques aux Ecoles d’Artillerie. A 
Metz eta Paris. An X1l. In dieser Schrift, in welcher sich 
mehrere elegante Auflösungen geometrischer Probleme finden ,„ ge- 
stattet sich der Vf. den Gebrauch der Piquets ou Jalons avec le 
Cordeau ou la Chaine und tout au plus des Equerre d’Arpenteur 
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Trigonometrie. 


Steiner, Elemente der ebenen Trigonometrie u. d. Stereometrie. 
Breslau 1844. 8. 10 ggr: DER 
Lehrbuch der ebenen Trigonometrie für .die obe 
ten Klassen höherer Lehranstalten, so wie für den 
Selbstunterricht. Nach einer streng wissenschaftli- 
ehen Methode bearbeitet und mit einem'Anhange ver- 
sehen von Dr. August Wiegand. Halle 1845. 8.8 ggr. 
Ein kurzes, aber recht deutliches Lehrbuch der ebenen 'Tri- 
gonomefrie, in welchem der Herr Vf. sich neben der Strenge der . 
Beweise namentlich auch deren Allgemeinheit hat besonders an- 
gelegen sein lassen. - >00 
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Meyer, .A., Lecons de trigonometrie spherique. In 8. avec 
une planche. Bruxelles 1844. 


Die:Gauss’schen Gleichungen der Bogendreiecke 
und zwei merkwürdige Sätzevom Raum. Vom .Profes- 
sor. Dr. Georg Paucker: Mitau 1844. 8. 9 ggr. 

‚Eine schöne. kleine Schrift, die insbesondere, auch der Auf- 
merksamkeit der Lehrer an höheren  Unterrichtsanstalten em- 
pfohlen zu werden verdient. Der Herr Vf. giebt in derselben zuerst 
einen, eleganten geometrischen Beweis. der,Gausssischen Gleichun= 
gen; - ‚die unsers Wissens bisher wohl nur analytisch bewiesen 
worden sind, und entwickelt dann ebenfalls grösstentheils nur durch 
- geometrische ‚Betrachtungen ‚verschiedene, besonders, aber zwei 

oder drei merkwürdige Sätze, von. denen .der erste S. 30. auf-fol- 
ende Art ausgedrückt, wird: Der sechsfache Inhalt des 
er mit.dem Halbmesser der umschriebe- 
nen Kugel verbunden, giebt eine Grösse, welche äuf 
dieselbe Art aus den drei Verbindungen der Gegen- 
kanten zusammengesetzt ist, wie der Inhalt eines 
ebenen Dreiecks aus den drei Seiten. Der Herr Vf. sagt, 
dass er diesen Satz bereits im Jahre 1813 bei Gelegenheit der 
Ausarbeitung seines stereometrischen Hefts für das Gymnasium zu 
Mitau gefunden, seine Bekanntmachung damals aber unterlassen 
habe, weil er ihm in seiner Abfassung zu vereinzelt erschien; 
seitdem habe ihn auch Herr Professor Bretschneider zu Gotha 
seinerseits gefunden und in diesem Archiv. Thl. I. S. 6. bekannt 
‚gemacht, jedoch ohne die in der vorliegenden Schrift gegebenen geo- 
metrischen Beweise. Einen zweiten Satz vom Parallelepipedon drückt 
der Herr. Vf. S. 35. auf folgende Art aus: Die Endflächen 
und Querflächen (Diagonalparallelogramme) eines 
Scheibenraums (Parallelepipedums) stehen in den- - 
selben Beziehungen zu einander wie die Seiten und 
Querbänder (Diagonallinien) einer Zeilung (Paralle- 
logramms). Ein dritter Satz endlich wird S. 37. auf folgende 
Art ausgedrückt: Der Inhalt eines Scheibenraums, mit 
dem Halbmesser desselben verbunden, giebt eine 
Grösse, welche auf dieselbe Art aus den drei @Quer- 
flächen zusammengesetzt ist, wie der Inhalt eines 
Dreiecks aus den drei Seiten. Insbesondere auch wegen 
der Zierlichkeit der in‘sderselben; angesteilten geometrischen Be- 
trachtungen wünschen wir nochmals, dass diese kleine Schrift von 
den Lehrern an höheren Unterrichtsanstalten nicht unbeachtet blei- 
ben möge. \ 


Praktische Mechanik. 


- 


Schubert, .J. = Elemente der Maschinenlehre. 1. Theil. 
2. Dresden 1844. 10 thlr. N} 


Band VI, 30 * 


Lehrbuch der Anwendung der Mechanik’ auf Ma- 
sehinen. Von J. V. Poncelet. Deutsch herausgegeben 
von Dr. C. H. Schnuse. Erster Band. Mit acht litho 
sraphirten Tafeln. Darmstadt. 1845. 8& 3thln 

ieses Werk eines der ersten französischen Mathematiker, der 
sich nicht bloss um die Mechanik, sondern bekanntlich insbesondere 
auch um die Geometrie die grössten Verdiensteerworben hat, verdiente 
eine Verpflanzung auf deutschen Boden vollkommen, weil in unserer 
Literatur schwerlich ein eben so treflliches , mit wissenschaftlicher 
Strenge abgefasstes, Lehrbuch der praktischen Mechanik existiren 
dürfte, und weil durch die Uebersetzung gewiss insbesondere man- 
chem Praktiker ein angenehmer Dienst geleistet werden wird, auch 
überhaupt die, durch den hohen Preis des Originals 'erschwerte, 
möglichst grosse Verbreitung dieses vorzüglichen‘ Werks ‘sehr: zu 
wünschen ıst. Die äussere Ausstattung der Uebersetzung ist'in 
jeder Beziehung vorzüglich, und wir sehen der Fortsetzung mit 
Verlangen entgegen. a 


Moseley, H., Illustrations of practical Mechanies. London 
1844. .8. with numerous woodeuts. 8 sh. | 


Optik. 


- Brewster, D., Treatise on Optics, new Edition. London 1844. 
with 176 woodeuts. 6 sh. Inn h 


Rosse, Earl of, The Monster Telescopes with. an Account 
of the Manufacture of the Specula, and full Deseriptions. of all the 
Machinery connected with there Instruments. 8.  Illustr.. with en: 


sravings. London 1844. 2 3.6.d. 
/ 


Astronomie. 


Fleischhauer, Versuch einer gemeinfasslichen, nur auf Ele 
mentarkenntnisse gegründeten Volkssternkunde für Schule und Haus. 
“ Nach den neuesten Ergebnissen astronom. Forschungen bearbeitet. 
Erster Theil: Die Sonnenweltordnung. Mit einem biogr. Anhange 
älterer und neuerer Astronomen und Mathematiker. 12. Darm- 
stadt 1844. ei Di N. 


Diesterweg, F. A. W., Lehrbuch der mathematischen Geo- 
graphie und populären Himmelskunde. Zum Schulgebrauch und 
Selbstunterricht. Mit 5 Tafeln und 3 Sternkarten. 2. verm. und 
verb. Aufl. 8. Berlin 1844. 1 thlr. 4 ger. 2 7 
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os Wöckel, Populäre Vorlesungen über die Sternkunde. Nürn- 
berg 1844. 1 thlr. 16 ger. 


Herschel, John, Treatise on Astronomy „ new Edition. 8. 
laondon 1844. 6 sh. | 


"Dent, Edward J., Le Dipleidoseope, ou Instrument meri- 
dien, brevete. - 8. Paris 1845. 


Pearson, W., AnIntroduetion to the practical astronomy. 2. 
vol. London 1844. 4. with Pl. 7 L.7 =. 


Plantamour, E., Observations astronomiques faites A l’obser- 
vatoire de Geneve, dans l’ännee 1841, 42.,43. 4. Genf 1844. 3thlr. 


Plantamour, E., Resultats des Observations uagn oa 
faites a Geneve dans les änndes 1842, 43. gr. 8. Genf 1844. 
1 thlr. 16 ggr. 


Smyth, W. H., Cycle of Celestial Objects, for the Use of 
Naval, Military, and Private Astronomers. Observed, reduced, 
and discussed. 2 vols. 8. London 1844. 2 Ss. 


Karsten, H., kleiner astronomischer Almanach auf das Jahr 
1845. Rostock 1844. 12 ggr. 


Almanacco nautico per anno 1845, re dell’ingegnere 
dottor Vincenzo Gallo. Anno quinto. Triest 1844. In 8. Con 
e tavola incisa. 


Verzeichniss geographischer Ortsbestimmungen 
nach. den neuesten Quellen und mit Angabe derselben, 
von C.L. v. Littrow, Director der k. k. Sternwarte zu 
Wien und Professor der Astronomie an der Universi- 
tät Aus dem neuen physikalischen Wörterbuche be- 
sonders abgedruckt. Leipzig 1844. 526 Seiten. 8. 
2 thlr. 12 ggr. 

Dies ist jedenfalls das  vollständigste. Verzeichniss. geographi- 
scher Längen und. Breiten, welches die gesammte geographi- 
sche . Literatur ‚bis jetzt besitzt, und mit grosser Mühe und 
Sorgfalt zusammengestellt, wodurch der Herr Vf. sich ein 
grosses Verdienst um die Wissenschaft erworben hat; dasselbe 
wird: künftig ein- unentbehrliches Hülfsmittel für jeden Geographen, 
Astronomen und Physiker sein, und in den Händen keines die- 
ser Gelehrten fehlen dürfen, wenn namentlich, was sehr zu wün- 
schen ist, der Herr Vf. sich entschliesst, von Zeit zu Zeit Nach- 
träge zu demselben zu liefern, insofern späterhin, wie dies kaum 
anders sein kann, theils ganz neue, theils genauere Bestimmungen 
zu Seiner Kenntniss gelangen. Die Einrichtung dieses Verzeich- 
nisses ist sehr bequem. Zuerst folgen ohne Rücksicht auf die 
Erdtheile und einzelnen Länder die verschiedenen Orte in alphabe- 
tischer Ordnung auf einander, und daneben in vier Rubriken: 1) 
die nördliche oder südliche Breite; 2) die östliche oder westliche 
Länge von Paris in Bogen und, was besonders des astronomischen 
Gebrauchs wegen sehr zu loben ist, 3) auch in: Zeit; 4) die Angabe 
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der Autorität oder der Quelle der aufgeführten Bestimmungen. 
Dann sind in einem zweiten Verzeichnisse die verschiedenen Orte 
nach den Erdtheilen und einzelnen Ländern wieder in alphabetischer 
Folge zusammengestellt, natürlich ‘ohne neue Angabe der Längen 
und Breiten, da diese in dem ersten alphabetischen Verzeichnisse 
leicht aufgeschlagen werden können. Dass der Herr Vf. sich eifrig 
bemüht hat, überall aus den besten Quellen zu schöpfen, und dass 
zu der Abfassung dieses Werks die Herbeischaflung eines sehr 
bedeutenden literarischen Apparats nöthig gewesen ist, sieht man 
- aus der den beiden alphabetischen Verzeichnissen vorausgeschick- 
ten Uebersicht der Verweisungen; aus der Vorrede “ergiebt sich 
aber, dass dabei auch ein ausgedehnter Briefwechsel und gelegent- 
liche Nachforschungen auf Reisen erforderlich gewesen sind, wo- 
durch der Werth des Buchs nur erhöhet werden muss. Bei dem 
Anublicke dieses so vollständigen Verzeichnisses der Längen und 
Breiten lässt sich schwer der Wunsch unterdrücken, dass "immer 
' mehr vervielfältigte hypsometrische Bestimmungen den Herrn Vf. 
in den Stand setzen möchten, durch ein eben so ausführliches 
Verzeichniss der Höhen: über der Meeresfläche, als der dritten 
Coordinaten, welche zur vollkständigen Bestimmung der Lage eines 
Orts auf der Erde noch nöthig sind, das sich bereits erworbene 
Verdienst noch zu erhöhen. 


Handbuch der Schifffahrts-Kunde, mit einer Samm-: 
lung von Seemanns-Tafeln, einer See-Karte und einer 
magnetischen Karte. Im Auftrage der Hamburgischen 
Gesellschaft zur Verbreitung mathematischer Kennt- 
nisse verfasst von C. Rümker, Director der Stern- 
warte und Navigations-Schule in Hamburg. Vierte 
Auflage Hamburg 1844. 5 thlr. 

Da dieses Buch, wenn auch in dem Kreise, für 'welchen’es 
zunächst bestimmt ist, wie schon die wiederholten Auflagen deut- 
lich genug zeigen, bekannt genug, doch nicht zur Kenntniss sehr 
vieler Leser des Archivs gelangen möchte, so’ dürfte "hier eine’ 
etwas ausführlichere Anzeige desselben wohl am Orte sein, 'da'es 
allerdings, besonders in der ihm von Herrn Director Rümker' in’ 
dieser vierten Auflage gegebenen neuen Gestalt, recht sehr verdient, 
in einem grössern Kreise bekannt und auch von Lehrern an höhe- 
ren Unterrichtsanstalten überhaupt nicht unbeachtet‘ gelassen ' zu 
werden. | | 
Dem ganzen Werke ist eine für den beabsichtigten Zweck gewiss 
völlig ausreichende, in der vorliegenden neuesten Ausgabe viel voll- 
ständigere, und dem gegenwärtigen Zustande der Wissenschaft weit 
mehr als in den älteren Ausgaben sich anschliessende Darstellung der 
ebenen und sphärischen Trigonometrie vorausgeschickt, 
wogegen, was jedenfalls nur vollkommen gebilligt werden’ kann, 
die in den älteren Ausgaben sich findende Einleitung in die Arith- 
metik und Geometrie ganz weggelassen worden ist, da es andere 
Bücher genug giebt, aus denen die Schüler der Navigationsschulen 
diese Dinge auch ganz so, wie sie dieselben für ihren nächsten 
Zweck gebrauchen, erlernen können. Bei der Entwickelung der 
Beweise dev Sätze in beiden Trigonometrieen hat der Herr Vf. 
sich hauptsächlich der eonstructionellen Methode bedient, wie Jeder 
weiss, der die Bedürfnisse und Wünsche’ der Schiffer in diesen 
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Dingen einigermassen kennt, ganz in deren Interesse, da von_die- 
ser sehr achtbaren, meist mit einem sehr: gesunden Verstande 
begabten‘ Klasse von Leuten, wenn sie überhaupt sich wissen- 
schaftlichen Bestrebungen hingeben, stets eine vollkommen deutli- 
che und klare, dabei aber; auch möglichst anschauliche Einsicht 
in die Natur des Gegenstandes verlangt wird. ' Unter den von 
dem ‘Herrn Vf. ‘gegebenen geometrischen Darstellungen finden 
sich, namentlich in der 'sphärischen Trigonometrie, mehrere, die 
auch in einem weiteren Kreise bekannt zu werden verdienen, so 
wie auch eine grosse Anzahl vollständig ausgeführter numerischer 
Beispiele, die von allen Lehrern an höheren  Unterrichtsanstalten 
bei ihrem trigonometrischen Unterrichte vortheilhaft benutzt werden 
können. — Auf die Trigonometrie folgt die Steuermanns-Kunde, 
und wir können ‘allen Lehrern, keineswegs bloss denen an Navi- 
gationsschulen;' die Versicherung geben, . dass sie in diesem Ab- 
schnitte eine nicht‘ geringe Anzahl allgemein interessanter 
trigonometrischer: Aufgaben finden werden , u: A. die in dem Auf- 
satze Nr. XXX. in diesem Hefte des Archivs behandelte Aufgabe, 
für welche Herr Director Rümker sowohl 8. 72. eine eigne, als 
auch 8. 81. eine von Herrn Hofrath Gauss ihm mitgetheilte ele- 
gante Auflösung gegeben hat. Sämmtliche Aufgaben in diesem, so 
wie überhaupt in allen Abschnitten sind durch vollständig ausge- 
rechnete Beispiele erläutert. — Auf die Steuermanns - Kunde folgt 
unter der Ueberschrift Astronomische Vorkenntnisse eine 
sehr deutliche, durch sehr gute Zeichnungen erläuterte Darstellung 
aller derjenigen Lehren der Astronomie, welche vorzüglich bei 
Beobachtungen nöthig sind ‚: wobei: wieder viele schöne durch nu- 
merische Beispiele. erläuterte Aufgaben vorkommen, u. A. S. 151. 
des Pothenot’schen Problem auf der Sphäre, mehrere 
Aufgaben von Gauss u. dergl. — Auf: diesen: Abschnitt folgt nun 
der letzte ausführlichste und wichtigste Theil des Werks, welcher 
unter der Ueberschrift Astronomische Schiffs-Rechnung 
eine sehr ausführliche, im höchsten Grade deutliche und durch eine 
Menge ausgerechneter Beispiele erläuterte Darstellung der nauti- 
schen Astronomie enthält, wobei wir aber bemierken müssen, dass - 
wir der Meinung sind, dass es überhaupt für alle diejenigen, 
welche, bloss mit transportabeln Instrumenten ausgerüstet, 
sich astronomischen Beobachtungen, namentlich Zeit , Längen- und 
Breitenbestimmungen widmen wollen, kaum einen besseren prakti- 
schen, immer aber auf die strenge Theorie zurückgehenden Wegweiser 
geben dürfte, als diesen Theil des vorliegenden Handbuchs, wes- 

alb wir dasselbe namentlich auch allen Lehrern der Mathematik 
empfehlen, die in demselben Alles mit grösster Deutlichkeit dar- 

estellt finden werden, ‘was für: den vorher ‘näher bezeichneten 

weck: in Bezug auf‘ die zweckmässigsten Beobachtungs - ‘und 
Rechnungsmethoden,, so wie auf Kenntniss des Gebrauchs und der 
Berichtigung der Instrumente zu wissen nöthig ist. — Eine sehr 
vollständige Sammlung nautischer Tafeln (XXXVI Tafeln auf 531 
Seiten) beschliessen das Werk, von denen wieder ganz dieselbe 
Bemerkung gilt wie vorher, dass diese Tafeln nämlich, die wir 
leider der Beschränktheit des Raums: wegen hier nicht einzeln 
anführen 'können, überhaupt eine für alle Beobachter mit transpor- 


ha Instrumenten sehr nützliche Sammlung astronomischer Tafeln 
bilden. 
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Einiges dem: Herrn Verfassers: vorzugsweise Eigenthümliche 
ist schon vorher hervorgehoben worden. Die Beschränktheit des 
Raums erlaubt uns nur noch unter mehrerem Anderen auf..die:Er- 
klärung der Merkator’schen Projection (8. 85: und 8. 86.), die Re- 
duction der Zeit des Mittels der Höhen auf: das Mittel: der Zeiten 
(S. 181.); und auf die für ‚Längenbestimmungen so wichtige Re- 
duction der Monddistanzen nebst den dazu gehörenden Tafeln hin- 
zuweisen. Besonders machen wir auch nochmals auf,.die durch 
das. ganze Werk 'sich hindurch. ziehende mehr synthetische als 
analytische Methode, und die erläuternden an die:besten englischen 
Werke ähnlicher Art erinnernden Holzschnitte, so wie auch auf 
die grosse Anzahl numerischer Beispiele aufmerksam. | 

Vergleichen wir endlich im Allgememen diese neueste Ausgabe 
mit den früheren, so zeichnet sich dieselbe vor diesen durch einen 
weit wissenschaftlicheren. Charakter auf das Voortheilhafteste aus, 
ohne dabei etwas von ihrer praktischen Brauchbarkeit zu verlieren, 
und legt dadurch zugleich ein höchst: erfreuliches  Zeugniss. von 
dem übrigens auch anderweitig hinreichend bekannten (mı. s. z. B 
das Vorwort des Herrn Conferenzraths Schumacher zu Herrn Rüm- 
kers Sterncatalog. Hamburg 1843. 4.) treffllichen Zustande 'der 
Hamburger Navigationsschule ab. | 

Ein genaues und vollständiges ;Druckfehlerverzeichniss ist 
nachträglich noch ‘gedruckt worden, und wird von den Besitzern 
des: Buchs auf dem Wege des Buchhandels bezogen werden kön- 
nen , worauf wir hier besonders hinzuweisen absichtlich nicht unter- 
lassen wollen. ollı 

Je: schwerer es für einen ‚scharf begränzten Kreis von Lesern 
zunächst bestimmten Büchern gewöhnlich wird ‚ sich 'allgemeinern 
Eingang zu verschaffen, desto mehr haben wir es für unsere Pflicht 
gehalten, diejenigen Leser des Archivs, ‘welche. sich: überhaupt 
für die Anwendungen der Mathematik interessiren, auf das vor- 
liegende Werk aufmerksam zu machen. Fınyk 


Mittlere Oerter von 12000 Fixsternen für den An- 
fang von 1836, abgeleitetaus den Beobachtungen auf 
der Hamburger Sternwarte von Carl'Rümker. -Ham- 
burg 1843. 4. 3 thlr. | sale 

Dieser Fixstern- Catalog ist wohl nur jetzt erst vollständig-in 
.den Buchhandel gekommen. Alle Beobachtungen, auf denen der: 


selbe beruhet,, sind ‘allein von Herrn Rümker. an’ dem vortreflli-, 


chen Repsold’schen Meridian- Kreise der Hamburger Sternwarte 
gemacht, der im Jahre 1836 aufgestellt wurde, welehes ‚auch : der 
Grund ist, dass alle-Fixsternpositionen auf den‘ Anfang von 1836 
reducirt worden sind. Es lag vorzüglich in Herrn Rümker’s Ab- 
sicht, die noch in der Histoire Celeste und in Bessel’s 
Zonen vorkommenden Lücken zu ergänzen, und zu den in.diesen 
reichen Sammlungen 'aufgehäuften . Schätzen neue hinzuzufügen, 
weshalb dieser Catalog wesentlich nur: kleine bisher ‘noch nicht 
bestimmte Sterne enthält, ohne dabei schon früher: bestimmte 
Sterne, die sich dem Beobachter darboten, auszuschliessen. Daher 
wird dieser neue Sterncatalog, welchen Herr Conferenzrath Schu- 
macher in Altona auf Herrn Rümkers Wunsch mit einem Vor- 
wort begleitet hat, insbesondere bei Kometen - Beobachtungen künf- 
tig unentbehrlich sein, weshalb auch vorzüglich auf solche kleine 
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Sterne ‚die Aufmerksamkeit gerichtet worden ist, die bei früheren 
Kometen; z.B. dem Halley’schen, als Vergleichungssterne gedient 
haben. 


Newton, W., Familiar Introduetion to the Science of Astro- 
nomy, illustrated by numerous Diagrams; to which are added 
Problems on the Use of the Globes, and a Description of the Or- 
rery and Armillary Sphere. 3d edition. London 1844. 12. 3 sh. 


Weiland, C.F,, der nördliche gestirnte Himmel. — Die sicht- 
bare Seite der Mondoberfläche. "Planiglob. Weimar 1844. gr. 4. 


a 1ı Ngr. 


Dubus, F.J., Types de caleuls de navigation et d’astronomie 
‚ nautique> "In 4.  Saint-Brieux. 1845. 2:thlr. 20 ggr. 


Physik. 


Brandes, H. W., Vorlesungen über die Naturlehre , für Le- 
ser, denen es an mathematischen Vorkenntnissen fehlt. 4. Lieferung 
mit Kupfern.. ‚gr. 8. Leipzig 1544. 1 thlr. 


Botto, G.D., Elementi di fisica generale esperimentale ad uso 
delle regie scuole .di filosofia. Torino 1843. In 8. 4 tavole. 5. 50. 


Stöpel, A., die Lehre vom Magnetismus und von der Elec- 
trieität, für Lehrer an Mittelschulen und Freunde der Naturkunde. 
Tangermünde 1844. Mit 2 Figurentafeln. 8. 16 ggr. 


Herger, J., die Systeme der magnetischen _Curven,, Isogonen 
und Isodynamen, nebst anderweitigen empyrischen ‚Forschungen 
über die magnetischpolaren Kräfte, ausgeführt in 37. graph. Darstel- 
lungen auf 31 Tafeln in Folio. Leipzig 1844. 1. Lieferg. 3-thlr. 


Lardner and Walker, , Treatise on Electricity, Magnetism 
and Meteorology.. 2 vol. London 1844. 8. 12 =. 


Haldat, docteur de, Recherches sur la concentration .de la 
force magnetique. vers les surfaces des corps magnetises. In 8. 
Nanci 1845 


_  , Nuovo igrometro, memoria del professore G. Alessandro Ma- 
joechi. Estratta dagli- Annali di. fisica, chimica etc. In 8. con 
e tavola litografica. | 


.Kämtz, L. F., A complete course of Meteorology. With 
Notes by Martins, and an appendice by L. Lalanne. Translated, 
with additions, by Charles V. Walker. 1 vol. post Syo 15 Plates. 
London 1844. 12 s. 6.d. 
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Chavannes de la Giraudiere, Le Vapeur depuis sa «decouverte 
jusqu’ä nos -jours.,'» Resume: historique de son, application aux 
usines, etc. In 18. plus une pl. Tours 1844. 


Oersteds Naturlare. 2 H. Copenhagen, 1844. Ws. 


Mathematische Psychologie. 


Neue Behandlung des mathematisch - psychologi- 
schen Problems von der Bewegung einfacher Vorstel- 
lungen, welche nach einander in die Seele eintreten. 
Zugleichals Beitrag zu einer schärfern Begründung 
der mathematischen Psychologie Herbart’s. Von 
Theodor Wittstein, Dr. Phil. «Hannover 1845. 4. 

Bekamntlich hat Herbart der Psychologie eine mathematische 
Grundlage zu geben und diese Wissenschaft dadurch schärfer als 
früher zu begründen gesucht. Unter den Mathematikern, die sonst 
mit Recht so gern Alles eifrig ergreifen, was eine neue Anwendung 
ihrer Wissenschaft darzubieten verspricht, ist indess, so viel uns 
bekannt geworden ist, bis. jetzt nur Herr Professor Drobisch 
in Leipzig mit Glück auf dem von Herbart eingeschlagenen Wege 
weiter gegangen. Daher ist es sehr erfreulich, dass nun auch der 
Herr Vf. der. vorliegenden Schrift seinen Scharfsinn dieser neuen 
Anwendung der Lehren der Mathematik zuwendet. Auch ist die- 
selbe allen denen, welche die mathematische Psychologie noch 
gar nicht kennen, vorzüglich deshalb. zu empfehlen, weil der Herr 
Vf., ohne sonst irgend etwas vorauszusetzen, von den ersten Be- 
griffen beginnt und nimentlich auch, was insbesondere die Mathe- 
matiker. dankbar erkennen werden, alle diejenigen Sätze deutlich 
und bestimmt hervorhebt, welche als Axiome der neuen Wissen- 
schaft zum Grunde gelegt werden; denn nur auf diese Weise wird 
es möglich, über die Sicherheit und Strenge der weiteren Betrach- 
tungen gehörig urtheilen zu können. Ausser der erwähnten kurzen 
Darstellung der Elemente der mathematischen. Psychologie über 
haupt, welche den Inhalt der Vorbegriffe und der ersten und 
zweiten Abtheilung bildet, wird dann in der dritten _Abkthei- 
lung noch eine neue, von den von Herbart selbst und nachher 
von.Drobisch in der Schrift Quaestionum mathematico- 
psychologicarum Fasec. 1. Spec. IV. gegebenen Auflösungen 
verschiedene, Auflösung des auf dem Titel näher bezeichneten psy- 
chologischen Problems gegeben. Je mehr es allerdings zu -wün- 
schen ist, dass immer mehr Kräfte sich ‚der weiteren Bearbei- 
tung der mathematischen Psychologie zuwenden, desto mehr em- 
pfehlen wir den Lesern des Archivs neben den frühern Schriften 
von Drobisch auch die vorliegende Schrift. | 





XXI. _ | 
Literarischer Bericht. _ 





Ueber mathemathische Methode. | 


Untersuchungen über die wissenschaftliche Me- 
-thode mit besonderer Anwendung auf die Mathematik, 
von Dr. Aloys Mayr, öffentlichem ordentlichem Pro- 
fessor der Mathematik und Astronomie an der Julius- 
Maximilians - Universität zu Würzburg, ' Würzburg. 
1845 8 1 Thlr 12 ggr. | 

In den nachfolgenden Untersuchungen, sagt der: Herr Vf. in 
der Vorrede, habe ich die wesentlichsten Fragen über die wissen- 
schaftliche Methode erörtert, die Fragen über die Hilfsmittel des 
Denkers, über die Definitionen und Zeichensprachen, über die 
Axiome und Beweise, über die Auffindung. der Lehrsätze und 
über die Elementarisirung und Ordnung aller Wissenschaften. 
Mehrere dieser Fragen habe ich von einem neuen Gesiehtspunkte 
aus betrachtet, wie die Lehren über die Zeichen und Axiome; für 
andere, wie für die Lehren über die Analogie und Induction, habe 
ich bestimmte und unabänderliche Gesetze festzustellen gesucht. 
Ich war bemüht, die Beweise, sowohl die direceten als die indi- 
recten, ihrem innersten Wesen nach aus einander zu setzen, und 

leichsaın zu zergliedern, und den ganzen Vorgang, wie er inallem 

Deukän stattfindet, und immerdar stattfinden wird, zu enthüllen 
und aufzudecken. Vor allem wünsche ich aber, dass die Unter- 
suchungen über die bestimmten, der Mathematik coordinirten, Ver- 
nunft- Wissenschaften ‚beachtet, und einer ernsten Prüfung unter- 
worfen werden mögen. Ich habe die Lehren über ‘die Methode 
mit beständiger Rücksicht auf die Mathematik untersucht und vor- 
getragen, und die gefundenen Resultate in dieser sichersten und 
am meisten vorgesehrittenen Wissenschaft zu erproben gesucht, 
einmal weil in ihr die meisten Aussichten auf einen günstigen 
Erfolg gegeben sind, und dann, weil es besser ist, sogleich zu 
bestimmten Untersuchungen überzugehen, und die strengen For- 
derungen der Methode an sich selber zu stellen, anstatt. die Un- 
tersuchungen im Aligemeinen zu halten, und Forderungen an An- 
dere zu machen, die man vorher nicht an sich selber gemacht hat. 
Endlich kann es für eine allgemeine Methodenlehre nur erwünscht 
sein, wenn sie die Probe einer wirklichen Wissenschaft aushalten 
kann. Uebrigens bin .ich bemüht. gewesen, die Gesetze in solcher 
Allgemeinheit zu entwickeln, dass sie nicht für die Mathematik 
allein, sondern für alle Wissenschaften gelten mögen. 


Band VI, "22 


346 


Ueber diese vorzugsweise ein philosophisches Interesse in 
Anspruch nehmende Schrift, deren eigentliche Tendenz vorher 
absichtlich mit’ den eigenen Worten des Herrn Vfs. angegeben wor- 
den ist, ein bestimmtes Urtheil auszusprechen, darf sich der Un- 
terzeichnete nicht anmaassen, weil strenge gründliche umfassendere 
philosophische Studien ihm seit längerer Zeit ferner gelegen haben. 
Aber so viel darf derselbe versichern, dass ihn bei der Lectüre 
dieser Schrift die nüchterne und deutliehe, mehr an ältere philoso- 
phische Schulen erinnernde, ein vages philosophisches Räsonne- 
ment überall verschmähende Darstellung wohlthuend angesprochen, 
und er selbst aus derselben manche Belehrung geschöpft hat. Er 
wünscht daher auch, dass diese Schrift insbesondere auch von 
Lehrern der Mathematik an höhern Unterrichtsanstalten nicht ganz 
unbeachtet bleiben möge, welches öfters das unverdiente Loos 
solcher die Philosophie mit der Mathematik in Verbindung brin- 
genden oder die erstere auf die letztere anwendenden Schriften zu 
sein pflegt. Auch glaubt derselbe, dass die Mathematiker in der 
vorliegenden Schrift mehr für ihre Wissenschaft wirklich Erspriess- 
liches finden werden, als in manchen andern zu seiner Kenntniss 
gekommenen Schriften von ähnlicher Tendenz, so sehr dieselben 


auch olt auf einem hohen Kothurn einherschreiten mögen. 
G. 


-. Geschichte der Mathematik. 


Storia della scienze matematiche in Italia, di Guglielmo Libri. 
Versione di Luigi Masicri dottore in fisica € matematica.— Milano 
1845 —44. Puntata V e VI. In 8. 1.30. | 

(M. s. Literar. Bericht Nr. XVII, S. 257.) 5 


5 


— 


Sysieme, Lehr- und WOrterbücher. 


Rost, F. M., die Elemente der Zahlen und Raumgrössen- 
dehre. I. Band. Arithmetik und ebene Geometrie. 2te vermehrte 
Aufl. mit 3, Figurentafeln. gr. 8. Berlin 1845. 1 Thlr. 16 ggr. 


Lehmus, Dr. D. C. L., die reine Mathematik und die mecha- 
nischen Wissenschaften. — Zum Leitfaden für den Lehrer, zur 
Ergänzung für den Schüler bearbeitet. Mit einer Figurentafel. _ 


gr. 8. Berlin 1845. 1 Thlr. 12 ggr. 


. Reynaud, Baron, Traite elementaire de mathematiques et 
de physique suivi de notions sur la chimie et sur l’astronomie, 
4eme edition.e Tom. I. Paris 1845. 7 fr. 50 e. 
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Christie, S. H., Elementary Course of Mathematics, for the 
use of the Royal Military Academy, and for Students in general. 
Vol. I. Arithmetic and Algebra. 8vo. London 1845. . 21 s. 


Elementi di matematica, continenti laritmetica, la geometria 
solida e piana e Ja trigonometria piana e sferia. Napoli.‘ Quattro 
volumi in 8 11. 20. 


Arithmetik. 


Pelliat, A. Examen eritique de l’arithmetique et exposition 
de la theorie rationelle de cette science. Memoire adresse al’acad. 
des sciences. Paris 1845. 4. 40 cent. 


Ohm, Dr. Martin, Kurzes, gründliches und leichtfassliches 
Rechnenbuch, brauchbar in allen Bürger-, Gewerbs- und Militair- 
Schulen, besonders aber an lateinischen Schulen und Gymnasien. 
Nebst einem Anhange, Tabellen zur Vergleichung der Maasse und 
Gewichte verschiedener Länder und namentlich der Zollvereins- 
Staaten enthaltend. Zweite vermehrte und verbesserte Auflage. 
Erlangen 1845. gr. 8. 10 ggr. 


Emerson’s Unterricht im Kopfrechnen, für. deutsche Schu- 
len bearbeitet von Dr. Bassler. 8vo. Leipzig 1845. 6 ggr. 


Francoeur, L. B. Thraite d’arithmetique appliquee & la 
banque, au commerce, ä Vindustrie etc. In 8. Paris 1845. 4 fr. 


Exercises in Arithmetie, after the Method .of Pestalozzi. Lon- 
don 1844. 1=.6.d 


Lübsen, H. B., ausführliches Lehrbuch der Arithmetik und 
Algebra, zum Selbstunterricht und mit Rücksicht auf die Zwecke 
des prakt. Lebens bearbeitet. 2te verb. und verm. Aufl. gr. 8. 
Oldenburg 1845. 1 thlr. 8 ggr. 


Lefebure de Fourcy, Lecons d’algebre. Cinquieme edi- 
tion. In 8. Paris 1844. 7 fr. 50 e. 


Young, J. R. An Elementary Treatise on Algebra, Theore- 
tical and Practical; with an Appendix on Probabilities and Life 
Annuities. 4. edit., considerably enlarged. 12mo. Lond. 44. 6 sh. 


Arndt, J. A., Beispiele und Aufgaben aus allen Theilen der 
Arithmetik und Algehra. 2. Aufl. gr.8. Leipzig 1845. 1 thlr. 6 ggr. 
Die erste Auflage dieser zu empfehlenden Aufgabensammlung ist im 
Literarischen Bericht. Nr. Il. 8. 25. angezeigt. 
22 * 
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Poinsot, M., Refiexions sur les principes fondamentaux de 
la theorie des nombres. (Aus Liouville's Journal.) 


Theoriederindependenten Darstellung der höhern 
Differentialquotienten. Von Reinhold Hoppe. Leip- 
zig. 1845. 8. 1thlr. 


Es ist in dem Archive öfters darauf hingewiesen worden, wie sehr 
in.der Analysis noch eine vollständigere Ausführung der Lehre von 
den höhern Differentialquotienten, namentlich eine Darstellung 
derselben für die verschiedenen Functionsformen in allgemeinen 
Formeln zu wünschen sei. Denn wenn auch für die ältere Ana- 
Iysis diese: Lehre von geringerer Bedeutung war, weil bei den 
Reihenentwickelungen durch den Maclaurin’schen Satz die Unter 
suchung der Convergenz oder Divergenz der Reihe auf eine unver- 
zeihliche Weise bei Seite gesetzt wurde, und deshalb bloss die 
Werthe der Differentialguotienten von den verschiedenen Graden 
für den speciellen Werth Null der unabhängigen veränderlichen 
Grösse zur Anwendung kamen, so erfordert doch das gegenwär- 
tige strengere Verfahren der neueren Analysis bei der nicht mehr 
zu umgehenden Entwickelung des sogenannten Restes der Maclau- 
rin’schen Reihe durchaus die Kenntniss des allgemeinen nten Dif- 
ferentialquotienten der betreffenden Function in seiner allgemeinsten 
Gestalt für jeden Werth der unahhängigen veränderlichen Grösse 
x, oder die allgemeine Darstellung dieses nten Differentialquo- 
tienten in. independenter Form als Function von „x.  Uebrigens 
aber ıst die Kenntniss der allgemeinen Werthe der höhern Diffe- 
rentialquotienten auch noch für manche andere Geschäfte der Ana- 
Iysis von Wichtigkeit. Daher halten wir es für ein verdienst- 
liches Unternehmen, dass der Herr Vf. der vorliegenden Schrift 
in derselben die Theorie der independenten Darstellung der höhern 
Differentialguotienten in einer solchen Ausführlichkeit im Zusam- 
menhange zu entwickeln versucht hat, wie dies früher noch nicht 
geschehen ist. Das wissenschaftliche Interesse dieser von dem 
mathematischen Scharfsinne des Herrn Vfs. und seiner Gewandt- 
heit in analytischen Entwickelungen, namentlich auch in der Zu- 
rückführung sehr zusammengesetzter Ausdrücke auf einfachere 

Formen, theilweise durch Einführung zweckmässiger Bezeichnun- 
gen, ein recht erfreuliches Zeugniss ablegenden Schrift wird aber 
jedenfalls besonders noch dadurch erköhet. dass es demselben 
gelungen ist, eine allgemeine Methode zur Herleitung allgemeiner 
Ausdrücke für die höhern Differentialquotienten zu finden, und die- 
ses ganze Geschäft, mehr als dies bisher geschehen ist, auf all- 
gemeine Principien zurückzuführen und, gewissermassen wenigstens, 
zu einer eigenthümlichen Rechnungsmethode abzurunden, worüber 
hier nach dem Zwecke und der ganzen Anlage dieser Literarischen 
Berichte leider etwas Näheres nicht beigebracht werden kann, 
sondern auf die Schrift selbst verwiesen werden muss. Nur so 
viel wollen wir bemerken, dass in der Einleitung die Theorie des 
Summenzeichens ausführlich entwickelt, und A. von den einfachen 
Summen; 2. von den Doppelsummen; ©. von den vielfachen Sum- 
men; D. von der Anwendung des Summenzeichens auf Summen 
unendlicher Reihen; E. von der Anwendung des Summenzeichens 
zur Multiplication der Reihen, gehandelt worden ist. Ausser den 
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ihm eigenthümlichen Untersuchungen hat der Herr Vf. auch die 
mehr vereinzelt stehenden Arbeiten seiner Vorgänger nicht unbe- 
rücksichtigt gelassen, und besonders im letzten (vierundzwanzigsten) 
Kapitel von denselben gehandelt, wenn wir auch der Meinung 
sein müssen, dass er in dieser Beziehung noch etwas mehr hätte 
thun können, was aber wohl zum Theil in einer besonders bei jün- 
eren (elehrten leicht zu entschuldigenden, nicht vollständigen 
enntniss der betrefienden Literatur seinen Grund haben mag. 


Ausser wegen ihres vorher hervorgehobenen allgemein wissen- 
„schaftlichen Interesses glauben wir die vorliegende Schrift auch 
allen den Studirenden, welche, nachdem sie einen Cursus. der 
Differentialrechnung gehört haben, sich in diesem wichtigen Theile 
der höheren Analysis noch mehr festsetzen und Uebung in allge- 
meinen analytischen Entwickelungen erwerben wollen, aus Ueber- 
zeugung empfehlen zu dürfen, indem sie aus dem auf verständige 
Weise betriebenen Studium derselben gewiss einen weit grösseren 
und weit reellern Gewinn für ihre weitere Ausbildung ale 
werden, als aus den gewöhnlichen Beispielsammlungen,, weshalb 
wir wünschen, dass diese Schrift in die Hände recht vieler soleher 
Studirender. kommen möge. 

» Zugleich haben wir durch die vorhergehende etwas ausführ- 
lichere Anzeige dem Herrn Vf. das Interesse, mit welchem wir 
seine Schrift gelesen haben, an den Tag legen wollen. 


Thomas Tate, Treatise on Factorial Analysis, with the 
Summation of Series; containing New Developments of Functions 
ete. Liondon 1845. 4 sh. 


In. der neuesten Nummer der astronomischen Nachrichten (No 
529. Bd. XXIII. S. 1.) empfiehlt Herr Geheimerath Bessel als die 
besten jetzt existirenden logarithmischen und trigonometrischen 
Tafeln unter denen, welche die trigonometrischen Linien von Se- 
eunde zu Secunde bis auf sieben Decimalen enthalten, die kürz- 
lich von dem in Diensten der Ostindischen Compagnie stehenden 
Capitain Herrn Shortrede herausgegebenen, schon im. Lite- 
rarischen Berichte Nr. XIX. S. 291. kurz angezeigten, Tafeln. So 
bald ich selbst diese Tafeln erhalten habe, werde ich von den- 
Dee eine ausführlichere Anzeige in dem Literarischen on ie 
iefern. i 


J. A. Hansen, (Onderwyzer in de Wiskunde te Deventer.) 
Tafels ten dienste bij het meetkunstig rekenen, bevattende de Kwa- 
draten en Kubieken, de Kwadräat- en Kubiekwortels, en de Loga- 
rithmen der gefallen van 1 tot 1000; benevens de Logarithmus- 
Sinus en Tangen, voor de vijf eerste of laatste graden voor elke 
minuut, overigens van 10 tot 10 minuten; kl. 8vo. Te Deventer, 


bij J. P. Brinkgreve. 1844. f 0,40. 


Böhm, J. G., logarithmisch - trigonometrisches Handbuch. 
gr. 8. Innsbruck, 1845. 14 ger. 
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Geometrie. 


Elemente der Geometrie, oder theoretische und 
praktische Planimetrie, von Dr. Constant Wurzbach, 
vormals Officier in der k. k. Armee, gegenwärtig Uni- 
versitäts-Bibliotheks-Scriptor und Mitglied der phi- 
losophischen Facultätan der k. k. Franzens Universi- 
tät zulLemberg. Mit 352 Figuren auf 19 Tafeln. Lem- 
berg 1845. 8. 1 thlr. 12 ggr. 

Diese zunächst für den Gebrauch solcher Zöglinge, welche 
sich zum Eintritt in’s Militair vorbereiten, bestimmte Schrift ent- 
hält, ohne irgend eine besondere Eigenthümlichkeit, die gewöhnli- 
chen Elemente der ebenen Geometrie und die ersten Anfangsgründe 
des Feldmessens, so weit dabei trigonometrische Kenntnisse nicht 
in Anspruch genommen werden, in leicht verstäudlicher Darstellung. 
Ausser den gewöhnlichen Messinstrumenten sind in der Lehre vom 
Feldmessen auch einige andere kleine, aber zweckmässig eingerich- 
tete Instrumente beschrieben, wie z. B. der sogenannte Katopter zum 
Abstecken senkrechter Ordinaten auf einer gegebenen Abscissen- 
linie, welcher bekanntlich aus nichts weiter als aus einem gegen 
eine bestimmte Visirlinie unter einem Winkel von 45° geneigten 
ebenen Spiegel besteht und hiernach gewiss leicht von einem Jeden 
selbst construirt werden kann, aber allerdings allgemeiner als 
bisher eingeführt zu werden verdient, da er die Stelle des 
Winkelkreuzes oder der Kreuzscheibe vertreten kann, und vor 
letzterer jedenfalls den Vortheil der weit leichteren Transportabili- 
tät besitzt, da man ihn in der Tasche bei sich tragen kann. Ge- 
wiss wird übrigens die Genauigkeit dieses kleinen sehr zweckmäs- 
sigen Instruments erhöhet werden, wenn man es mit einem kleinen 
Fernrohre versieht und die nöthige Vorrichtung zur Correetion der 
Lage des Spiegels gegen die Visirlivie anzubringen nicht versäumt, 
Alles natürlich auf die einfachste Weise. 


Die harmonischen Verhältnisse. Ein Beitrag zur 
neueren GeometrievonC. Adams (Lehrer der Mathe- 
matik an der Gewerbsschule zu Winterthur). Erster 
Theil. Mit 4 Kupfertafeln. Winterthur 1845. 8. 

Seiner Lehre von den Transversalen, welche die Leser des 
Archivs aus Nr. XV. des Literarischen Berichts. S. 230. kennen, 
lässt der Herr Vf. jetzt die vorliegende Schrift über die harmoni- 
schen Verhältnisse folgen, deren erster Theil den folgenden Inhalt 
hat: Erster Abschnitt. Die, Verhältnisse und Strahlenbüschel: 
a) das harmonische Verhältniss; b) das anharmonische Verhältniss ; 
c) die Involution. Zweiter Abschnitt. Anwendung der harmoni- 
schen Verhältnisse auf geometrische Figuren: a) geradlinige Figu- 
ren; b) der Kreis. — Der zweite künftig erscheinende Theil wird 
die harmonischen Verhältnisse des körperlichen Raumes, und eine 
ausführliche Theorie der Kegelschnitte, der dritte (vielleicht 
noch erscheinende Theil) die Theorie der Flächen des zweiten 
Grades enthalten. Der Herr Vf. bezeichnet in der sehr lesenswer- 
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then Vorrede, in welcher er das Verhältniss der älteren und neue- 
ren (Geometrie zu einander auf eine, wie es uns. scheint, sehr 
richtige Weise würdigt, dieses Werk im’ Allgemeinen als einen 
Versuch, in einem einzelnen Zweige die neuere Geometrie so mit 
der alten zu verschmelzen, dass jene ihren Charakter der Allge- 
meinheit, diese ihre wohlbegründete Strenge der Form beibehält, 
‚ und dennoch beide ein eng verbundenes, abgeschlossenes und or- 
ganisches Ganze bilden, wobei sich von selbst verstehe, dass er 
die vorhandenen ihm zugänglichen Hülfsquellen benutzt habe, dass 
aber manche Partieen, wie z. B. die Collineation, in ganz, neuer, 
rein geometrischer, Darstellung erscheinen. Wir können diesem 
Decke: welchen der Herr Vf. sich bei dem vorliegenden Werke, 
und auch schon früher bei seiner Lehre von den Transversalen 
vorgesetzt hat, nicht bloss unsern vollkommenen Beifall geben, 
sondern haben von jeher selbst die Ueberzeugung gehabt, dass 
eine solche Verschmelzung der sogenannten neueren Geometrie 
mit der alten dringend Noth thue, wenn erstere wahrhaft frucht- 
briogend wirken soll, weshalb wir der Meinung sind, dass die 
vorliegende, von uns freudig begrüsste Schrift, einem wahren Be- 
dürfnisse theilweise abhelfe, und der Herr Vf. alle Ermunterung 
verdiene, auf dem betretenen Wege rüstig vorwärts zu schreiten. 
Zugleich wird er dann sehr dankenswerthe Vorarbeiten zu einem 
das ganze Feld der Wissenschaft umfassenden, völlig conseguent 
durehgeführten Lehrgebäude der Geometrie liefern, welches frei- 
lich immer noch ein sehr fühlbares Bedürfniss bleibt, wie der 
Herr Vf. auch selbst in der Vorrede angedeutet hat. Dass die 
rechte Zeit zur Herausgabe eines solchen grossen Werks aber 
noch nicht gekommen ist, davon sind wir ebenfalls vollkommen 
überzeugt. 

Die Darstellung in der vorliegenden Schrift ist sehr deutlich, 
einfach und streng, und dass dabei überall die euklidische 
Methode, welche ihr altes wohlbegründetes Ansehen, so viel man 
dasselbe auch zu schmälern sich von manchen Seiten her bemühen 
mag, doch gewiss niemals verlieren wird, befolgt worden ist, ver- 
dient besondere Anerkennung, und wird gewiss zur Erhöhung des 
Nutzens, welchen der Herr Vf.durch diese Schrift zu stiften beab- 
sichtigt und gewiss auch stiften wird, wesentlich beitragen. Eben 
so war es der Tendenz derselben völlig angemessen, dass analyti- 
sche oder vielmehr sich algebraischer Hülfsmittel bedienende Be- 
trachtungen ganz ausgeschlossen worden sind, und die Darstellung 
durch Proportionen nach der Weise der Alten consequent durch- 
seführt worden ist. Dass endlich auch manches Neue in dieser 
sich auch durch ihre äussere Ausstattung sehr empfehlenden Schrift 
enthalten ist, haben wir schon oben angedeutet. | 

Wir glauben daher, dass diese Schrift in jeder Beziehung den 
Liebhabern der feineren Geometrie empfohlen zu werden verdient, 
und auch wegen ihrer grossen Deutlichkeit von gründlich vorberei- 
teten Schülern zu ihrer weitern geometrischen Ausbildung mit 
‘grossem Vortheil benutzt werden kann, eben so wie des Herrn 
Vfs. früher erschienene Lehre von den Transversalen. 


Lentherie, Cours de geometrie theorique et pratique. Mont- 
pellier 1845. In 8. Avec 9 planches. 4 fr. 


Demonstration geometrique de la faussete de ce principe: 
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Dans tout triangle les angles egaux sont opposes A des Cötes 
egaux, et reeiproquement, sur lequel reposent nombreux: theoremes. 
Avec figures. Reforme de la geometrie. Premier age. In 
Tours 1844. | | 

L. Dupin, Stereometrie „ou: Decomposition du,cube en. po- - 
Iyedres reguliers, irreguliers et corps ronds formant-entre eux Man 
de 120 polyedres, appliques a l’etude de la geometrie, etc. . 1n 12, 
avec 12 pl. Paris Isua. 


G.P. Dandelin, Memoire sur quelques points de metaphy- 
sique, geometrique presente A Vacad. le 3. Dec. Bruxelles 1842. 
4. mit 3 Taf. (Auch im 17. Bande der ‚‚Nouveaux memoires de 
l'acad. .de Brux.‘ abgedruckt). 


Guiot, Auguste, Elemens de perspective lineaire, compre- 
nant la theorie et les procedes pratiques de cette science, etc. 
in 8. plus un atlas in 4. oblong d’un quart .de feuille et 37 pl. 
Paris 1845. 15 Fr. 


Thomson, J., First Six and the Eleventh and Twelfth Books 
of Euclid’s Elements, with Nots and Illustrations, the Elements 
of Plane Trigonometry, and an Appendix; in Four Books. 3d edi- 
tion. Part 1. containing the First Six Books of Euclid, and the 
Elements of Plane Trigonometry. 12. London 1844. 3 =. 


The Elements of Euclid; containing the First Six Books, and 
the First Twenty-one Propositions of the Eleventh Books. With 
the Planes Shaded. From the Text of Dr. Simson. 12. Cambridge 
1845. 6. 


W.Rutherford & S.Fenwick, elementary Propositions in 
the geometry of Coordinates, both of two and three dimensions. 
London. 1845. 2 sh. 6 d. 


Dietrich, Carl, analytische Geometrie auf der Kugel. gr. 8. 
mit 1 Figurentafel. Berlin 1845. 8 ggr. 


A Treatise on the Application of Analysis to Solid 'Geo- 
metry,; by D. F. Gregory and W. Walton. London 1845. 
cloth. 10 s. 6 d. | | 


Lucas, 8. P. A., (auteur de la ‚‚Quadrature du cercle“) 
traite Aa Baker des traces geometriques aux lignes et aux sur- 
faces du deuxieme degre.- Tome 1. 4. Paris 1844. 


-Anger dela Loriais, Traite des lignes du second ordre. 
2. Bde. Paris. 1845. Mit 47 ‚Tafeln. 
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Praktische Geomeirie. 


Elliol, complete treatise on praetical keometry and mensu- 
ration with numerous exereices. 8. Edinburgh 1845. 5 sh. 


Elliol, Key to it. 6 sh. 


Bonajuto Del-Vecchio, Brevi cenni geometrico - pratici. 


Florenz. 12. Mit 2 Taf. 331. 


ETrigonomeitrie. 


Rummer, F., Lehrbuch der ebenen Trigonometrie nebst einer 
Sammlung von Aufgaben. Als Anhang zu dessen Lehrbuch der 
Geometrie. Mit 2 Figurentafeln. 8. Heidelberg 1845. 9 ggr. 


Mazure et Bellissant, Tables trigonometriques, donnant 
pour touts les angles de quart de cercle caleules de 5 en 5 nfinutes 
centesimales et appliques & toutes les hypotenuses possibles, les 
sinus, cosinus ou segments des bases avec des deeimales, ainsi 
Er les complements de touts les angles;.servant de table des cor- 

es et propres A ramener A l’horizont les lignes et surfaces incli- 
nees, etc. Paris 1544. In®8. 6£. 


Mechanik. 





Denzler, L., Theoretische Abhandlung über d. Flugbahn d. 
Geschosse. Nebst einem Anhang, enth. versehiedene dem Artil- 
lerieofficier unentbehrliche mathemat. Notizen. Mit 25 Figuren 


auf 2 Tafeln. Zürich 1845. 10 sgr. 


Praktische Mechanik. 


Gerstner, Franz Joseph, Ritter von, Handbuch der Me- 
chanik, mit Beiträgen von neuern englischen Constructionen ver- 
mehrt und herausgegeben von F. A. Ritter von Gerstner. gr. 4. 
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3 Bde. (I. Bd: 83 Bogen, H. Bd. 69 Bogen u. II. Bd. 72 Bogen). 
Mit 109 Kupfertafeln in'gr. 2. Wien 1844. 24 thir. 


Demme, der praktische Maschinenbauer. Ein Hand- 
buch für Maschinenbauer, Mechaniker, Kunstdrechsler und 
Fabrikbesitzer.. Nach den besten Werken über diesen Gegenstand 
bearbeitet. 18. Lief. Mit 31 Taf. Abbildungen. 8.. 2 thlr. 16 ggr. 


Demme, der DE ne Maschinenbauer. 19. Lieferung. 8. 
Mit 24 Tafeln Abbildungen. Quedlinburg 1845. 2 thlr. 12 ggr. 


Poncelet, J. V., Traite de mecanique industrielle, exposant 
les difierentes methodes pour determiner et mesurer les forces 
motrices ainsi que le travail mecanique des forces. Bruxelles. 
Avec beaucoup % planches. 1844. 18 fr. 


De Pambour, Theorie des machines ä vapeur, suivi d’un 
appendice, contenant etc. 2me edition. In 4. avec un atlas in 4. 


Paris 1844. 50 fr. 


Astronomie. 


Eichstrom, F., graphische Darstellung des Laufes der Pla- 
neten im J. 1845. Ein Blatt gr. Imp. Fol. Mit erläuterndem Text 
in 8. Stuttgart 1845. 12 ggr. . 


Le Hon, Manuel d’astronomie, de meteorologie et de geolo- 
gie, a lusage des gens du monde, accompagne de planches pour 
intelligence du texte, in 8. Bruxelles 1844. 1 thlr. 12 ggr. 


Blunt, C. F., The Beauty of the Heavens, a practical Dis- 
play of the Astronomical Phenomena of the Universe, exhibited 
in 104 Scenes, accompanging and illustrating a fämiliar Lecture on 
Astronomy, from original Drawings, Paintings and Observatory 
Studies. New edit. London 1845. 2 sh. colorirt 28 sh. 


Practical Astronomy and Geodesy. By John Narrien, Pro- 
fessor of Mathematics in the Royal Military College, Sandhurst. 
Being the Third Volume of the Sandhurst College Text-Books. 8vo. 
London 1845. 14 sh. N 

Connaissance des temps ‘ou des mouvemens celestes, ä [usage 
des astronomes et des navigateurs, pour l’an 1847; publiee par le 
bureau des longitudes (avec des additions). In 8. Paris 1845. 
Avec additions. 8 fr. 50 c.; sans additions. 5 fr. 


F. Kaiser, De Sterrenhemel, verklaard. ‚Amsterdam 1845. 
35 fl. 


— 


Physik 


Pouillet, Elemens de physique experimentale et de meteo- 
rologie. 4. edition. 2vol. 8. Paris 1844. 16 fr. 


Archives de la Societe magnetique de Cambrai. Vol. 1. In 8. 


Cambrai 1845. 24 fr. 


Sabine, Observations made a the Magnetical and Metereolo- 
sical Observatory at Toronto, in Canada. Printed by Order of 
er Majesty’s Governement, under the superintendence of Lieut.- 


Col. Edw. Sabine. Vol. 1. London 1840. 41. 42. A. 21.2 sh. 


Hopkins, T., On the Atmospheric Changes which produce 
Rain, ind, Storms, and the Fluctuations of the Barometer. 
Manchester 1845. 8. 4 s. 


Vermischte Schriften. 


% 


- The Cambridge Mathematical Journal. Nr. XXI 
Mai 1844. 1. On a Law existing in the Successive Approxima- 
tions to a Continued Fraction. — II. Notes on Conic Sections. — 
11. On the Theory of Algebraice Curves. — IV. The Polar Equa- 
tion to the Tangents to a Conic Section. — V. Demonstration of 
a Proposition in Physical Opties. — VI. On a Multiple Definite 
Integral. — WVIl. Chapters in the Analytieal Geometry of (n) Di- 
mensions. — VIII. On a Question in the Theory of k-robabilities. 
— IX. On the Balance of the Chronometer. — X. On a Problem 
in Precession and Nutation. — XI. Notes on Magnetism. Nr. I. 
— XII. Mathematical Note. 

„Nr. XXII. November 1844. I. Memoir of the late D. F. 
Gregory, M. A., Fellow of Trinity College, Cambridge. — II. On 
the Partial Differential Equations to a Family of Envelops. — 
Ill. On the Axis of Spontaneous Rotation. — IV. On Brianchon’s 
Hexagon. — V. Notes on Linear Transformations — VI. Ona 
Problem in Central Forces. — VII. Note on the Spontaneous Axis 
of Rotation. — VIII. Applications of the Symbolical Form of Ma- 


claurin’s Theorem. — IX. On the use of the Symbol eeY = in 
certain Transformations. — X. Note on Orthogonal Isothermal 
Surfaces. — XI. On the Solution of Equations in Finite Differen- 
ces. — XII. Note on Geometrical Discontinuity. — XIII. Note 
on the Law of Gravity at the Surface of a Hetolving Homogeneous 
Fluid. — XIV. Mathematical Note. 


The Mathematician. Edided by Thomas Stephens 
Davies, F.R. S. L. et Ed. F. S. A.; William Rutherford, 
F. R. A. S.; and Stephen Fenwick. London 1844. 


“ 


% 
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Number I. Prospeetus. — On Conditional Coefficients, and 
on some Elementary Expansions. — On the letersection of two 
Curves of the Second Degree. — Properties of the Associated 


Spherical Triangles. — On the Determination of the Magnitude 
and Position of a Sphere Tangent to four given Spheres in mutual 
contact. — On the same. — On the Theory and Application of 
Lagrange’s Method of Multipliers. — On Conjugate Diameters of 
Lines and Surfaces of the second order. — Mathematical Exerei- 
ces. — On the Algebraical Analysis of Porisms. | 

Number Il. On the Algebraical Analysis of Porisms (con- 
cluded). — Geometrical Propositions. — Solutions of a Problem 
relating to Attraction, — Analytical Demonstration of a Geometri- 
cal Theorem. Interesting Applicaton of the preceding Theorem. — 
On Horner’s Synthetie Division. — On the Straight Line of 
Quickest Descent. —. Properties of the Parabola. — On the 
Transformation of Algebraic Equations — Demonstration of the 
Four Fundamental Formulas of Trigonometry. — ‚Solutions of Ma- 
thematical Exereices (continued). — A. Locus: from Lhuilier’s Po- 
Iygonometrie. — On the Conditions of Equilibrium of Forces acting 
on Four Spheres in mutual contact. — Mathematical Notes. — 
Horner on Algebraic Transformation (to be continued). | 

(Preis der Nummer 5 s. 6 d.). 

Auch von dieser neuen englischen mathematischen Zeitschrift 
wird das Archiv nicht bloss fortlaufend den Inhalt, sondern auch 
Auszüge, insofern dieselben für das betreffende Publikum vorzugs- 
weise von besonderem Interesse sind, liefern. 


Annuaire pour Yan 1845. Presente au Roi par le bureau des 
longitudes. In 18. Paris. Sans notices. 1 fr. 


Berichtigung. 


- 








In dem Ausdrucke des. vorletzten Integrals auf S. 191. (Z. 6. v. u.) 
im, 2ten Hefte des sechsten Theils setze man log8 (2m —1) für leg2 (2m)?. 
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B XXIV. 
Literarischer Bericht. 





Arithmetik. 


Guy, M. P.: La division abregee, ou Methode rigoureuse 
et facile pour simplifier cette operation de larithmetique. In 8. 
1 pl. Parıs 1845. 1 fr. 50 ce. | 


Lehrbuch der Mathematik für den Schul- und 
Selbstunterricht von Dr. W. A. Wilde, Professor am 
Gymnasium zu Stargard. Erster Band. Auch unter 
dem Titel: Lehrbuch der Arithmetik für den Schul- 
und Selbstunterricht. Erster Band. Die sechs Grund- 
rechnungen. Leipzig 1845. 18 ggr. 

Dieses neue Lehrbuch der Mathematik ist auf vier Bände 
‚berechnet, von denen die beiden ersten der Arithmetik, die bei- 
den andern der Geometrie gewidmet sein werden. Es soll die 
Elementar-Mathematik mit Einschluss der Kegelschnitte enthalten, 
und jedes Bändchen soll ein für sich abgeschlossenes Ganze bil- 
den, auch einzeln ausgegeben werden, was dem zweckmässigen 
Gebrauche des Buchs beim Unterrichte offenbar nur förderlich sein 
kann. Der vorliegende erste arithmetische Theil enthält nach einer 
Einleitung in die Mathematik überhaupt in neun Abschnitten: die 
Lehre von der Zahlenbildung im Allgemeinen (Anhang: Von Zah- 
lensystemen im Allgemeinen); die Addition und Subtraction; die 
negative Zahl; die Multiplication und Division; unbestimmte Divi- 
sion oder von der Theilbarkeit der Zahlen im Allgemeinen; die 
gebrochene Zahl; denDecimalbruch; Potenziation und Radication; 
die irrationale Zahl (Anhang: die imaginäre Zahl). 

Schon in dieser Aufzählung wird man ein Streben nach syste- 
matischer Anordnung bemerken. Die Beweise sind überall voll- 
ständig gegeben, da der Vf., der Vorrede zufolge, es aus mehre- 
ren triftigen Gründen nicht billigen kann, wenn in den meisten 
Lehrbüchern die leichtern Beweise ganz ausgelassen und viele 
andere nur kurz angedeutet werden. Die Methode der Darstellung 
ist mit Recht die euklidische, und überhaupt haben wir, so weit 
wir uns bis jetzt mit dem Buche bekannt gemacht haben, Strenge 
und Deutlichkeit nirgends vermisst. An einer hinreichenden An- 


Band VI. 23 


358 


zahl von erläuternden Beispielen fehlt es gleichfalls nicht, und die 
Arbeit kann daher überhaupt als eine wohlgelungene bezeichnet 
werden. Das baldige Erscheinen der übrigen Theile ist zu wünschen. 


Encyklopädische Darstellung der Theorie der Zah- 
len ner anderer damit in Verbindung stehen- 
der Gegenstände; zur Beförderungundallgemeineren 
Verbreitung des Studiums der Zahlenlehre durch den 
öffentlichen und Selbst-Ünterricht a und 
fasslich vorgetragen von A. L. Crelle. (Besonders ab- 
gedruckt aus dessen Journal für die reine und ange- 
wandte Mathematik, Bd. XXVU, XXVIH und XXIX.) 
Erster Band. Berlin 1845. 4. Athlr. 

Nachdem der geehrte Herr Vf. in der Vorrede dieses ausführ- 
lichen Werks über die Zahlenlehre oder Theorie der Zahlen 
deren Begriff! und Verhältniss zu den übrigen Theilen der Mathe- 
matik gehörig festgestellt, sich über den Nutzen dieser grössten- 
theils der neueren Zeit angehörenden Wissenschaft ausgesprochen 
und endlich auch darauf hin gewiesen hat, dass dieselbe noch 
weit weniger allgemein bekannt und verbreitet sei als die mei- 
sten übrigen Theile der Mathematik, spricht er sich von 8. XI. 
an über den eigentlichen Zweck und die Einrichtung seines Werks 
bestimmter auf folgende Art aus. ai Di 

„Aus diesen Erwägungen“ sagt er „geht nun-hervor, dass 
es vielleicht ein nützliches Bemühen sein dürfte, zu versuchen, 
ob sich nicht dazu beitragen lasse, die Theorie der Zahlen mehr 
zum kemeingut zu machen; und von diesem Bemühen geht 
die folgende Sammlung von Sätzen aus. Ihrer Einrichtung und 
Anordnung liegen folgende Betrachtungen zum Grunde.“ 

„Damit Wahrheiten, deren Erkenntniss die Urtheilskraft in 
Anspruch nimmt, recht Vielen von verschiedener Fassungskraft, 


und selbst Personen im jugendlichen Alter, zugänglich werden 


mögen, dürfte es vor Allem nöthig sein, sie so aus einander zu 
setzen, dass das Urtheil bei den Sätzen und Beweisen nur 
Schritt um Schritt dem Vortrage folgen darf, um zum Ziele 
zu gelangen. Alle einfachen Schlussfolgen müssen, scheint es, 
angegeben, keine darf übersprungen werden; denn. zu sagen, 
welche Schlussfolgen und wie sie an einander zu fügen sind, 


oder fehlende zu ergänzen, kann nicht eine Aufgabe für den Schü-, 


ler sein, da selbst öfters über das Erste die Lehrer nicht einig 
sind und das Rechte und Beste verfehlen können, wie es schon 
der Umstand zu erkennen giebt, dass gar viele Verschieden- 
heit in der Anordnung und Aufeinanderfolge der Sätze und in der 
Art und Anordnung der Beweise möglich ist.“ 

„“Sodann wird sich das vorliegende Buch der äussersten 
Deutlichkeit, nicht bloss durch Vollständigkeit der Beweise 
und Erörterungen, sondern auch durch die Art ihrer Darlegung 
befleissigen. “ 

„So nun, von der Ansicht ausgehend, dass einmal alles nur 
Mögliche geschehen sollte, um den Lernenden mit der möglichsten 
Leichtigkeit auf den Standpunkt der vollendeten Deutlichkeit 
und Einsicht zu führen, hat sich der Vf. es hier zur Regel 
gemacht, nie einen Schluss. zu. überspringen, während er gleich- 
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wohl sich bemühte, Alles so zusammenzudrängen und mit so 
wenigen Worten zu sagen, als es ihm möglich war.“ 

„Der Vf. wird ferner überall bemüht sein, nicht sowohl dem 
Lerneuden recht viele Resultate und pikante Sätze mitzu- 
theilen, deren viele in der Zahlenlehre wirklich, wenigstens dem 
Scheine nach, an sich selbst fast nur Curiosa sind, während sie 
freilich in der That kostbare Samenkörner für die weitere Ent- 
wickelung darbieten: er wird vielmehr trachten, ihm die Sätze 
als Gegenstände aufzustellen, an welchen das Urtheil zu üben 
sei; denn das ist, wie oben bemerkt, gerade von der Zahlentheorie 
insbesondere der Nutzen. “ 

„Die äussere Form, ‘welche der Vf. seiner Schrift gegeben 
hat, nemlich die Form einer blossen Sammlung von Sätzen, 
ohne bestimmte Theilung in grössere und kleinere Abschnitte, 
kann sonderbar zu sein scheinen. Allein der Vf, hatte sie zu 
wählen mehrere Gründe.“ 

„Zuerst nemlich ist es nach seiner Ueberzeugung bei dem 
gegenwärtigen Zustande der Zahlentheorie noch gar nicht möglich, 
ein consequentes Systeni davon aufzustellen. ‘ 

„Sodann hat der Vf. gar nicht die Absicht, jeden Lernen- 
den, der sich seines Buches bedienen will, zu einem Kenner der 
gesammten Zahlentheorie zu machen, sondern er wollte nur ins-, 
besondere Jedem Material zur Uebung seines Urtheilsvermögens 
darbieten. ‘“ - 

„Endlich hatte der Vf. zu der Wahl der Form seiner Schrift 
auch einen persönlichen Grund. Er ist nemlich. in einem jetzt 
schon vorgerückten Alter und mit einer gänzlich zerrütteten 
Gesundheit, der Beendigung keiner Arbeit, die er unternimmt, 
mehr sicher. Begann er nun eine Schrift nach irgend einem weit 
ausgreifenden System, so würde jede Unterbrechung das, was 
fertig. wurde, zum Stückwerk von geringem, Nutzen machen. So, 
wie die Schrift jetzt sein wird, schadet ihr eine Unterbrechung 
nichts weiter, als dass das, was noch kommen sollte, wenn es 
überhaupt etwas werth war, fehlt. Was da ist, behält immer 
seinen verhältnissmässigen Antheil am Zweck. Auch kann man, 
wenn man etwa insbesondere irgend etwas ausheben will, dies 
recht gut thun. Man darf nur die vorausgehenden Sätze, welche 
sich angegeben finden, aufsuchen und durchgehen; die übrigen 
bleiben dann zur Seite liegen. “ 

Indem ich hiermit diese Auszüge aus der in mehreren Bezie- 
hungen lesenswerthen Vorrede schliesse, bemerke ich nur, dass 
mir gerade in dem von dem Herrn Vf. selbst zuletzt angegebenen 
Umstande, nämlich in der äussern Form des Werks, eine beson- 
dere Eigenthümlichkeit in Bezug auf dessen allgemeine Gestaltung 
zu liegen scheint, weshalb ich auch auf denselben die Leser des 
Archivs besonders hinweise. Bei den Bezeichnungen hat sich der 
Herr Vf. an seine Vorgänger nicht sclavisch gebunden, und auch 
nicht selten neue, so viel als möglich, deutsche Benennungen 
gebildet. Eine ausführliche Angabe des Inhalts des vorliegenden 
ersten Bandes erlaubt hier leider der Raum nicht, und ich 
bemerke daher in dieser Beziehung, ohne zu glauben, damit ganz 
das Richtige getroffen zu haben, ganz in der Kürze und bloss im 
Allgemeinen nur so viel, dass in diesem ersten Bande haupt- 
 sächlich ‚diejenigen Lehren der Zahlentheorie enthalten sind, 
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welche wenigstens nicht unmittelbar und unbedingt die 
eigentliche Auflösung der unbestimmten Aufgaben oder die soge- 
nannte unbestimmte Analytik in Anspruch nehmen, womit ich 
des Gegenstandes kundigen Lesern genug, wenn auch freilich in 
ziemlich unbestimmter Weise, gesagt zu haben glaube, dessen- 
ungeachtet aber noch hinzufüge, dass natürlich die Theilbarkeit 
der Zahlen, die Reste, das Fermat’sche und Wilson’sche Theo- 
rem in ihren verschiedenen Gestalten, das Reeciprocitäts - Gesetz 
u. s. w. eine Hauptrolle in diesem ersten Bande spielen. | 
Ein bestimmtes Urtheil über das vorliegende Werk zu fällen, 
muss ich mich gänzlich enthalten, weil jedes Urtheil über ein 
Werk des von mir hochverehrten Herrn Vfs., wie es auch 
beschaffen sein möchte, von meiner Seite nur befangen erschei- 
nen müsste. Wie viele Andere fühle auch ich mich demselben in 
nicht wenigen Beziehungen persönlich zu dem innigsten Danke 
verpflichtet, ein Gefühl, welches, wenn ich auch selbst nicht 
mehr zu den Jünglingen zu zählen bin, da ich im nächsten Jahre 
bereits auf eine fünf und zwanzigjährige amtliche Wirksamkeit als 
Lehrer im Staatsdienste zurückblicken kann, doch nichts von sei- 
ner früheren Wärme verloren hat und nie etwas verlieren wird. 
Ohne das geringste, in jetziger Zeit nicht selten hervortretende 
Haschen nach sogenannten glänzenden Erfolgen hat der Herr Vf. 
eine lange Reihe von Jahren mit der reinsten und uneigennützig- 
sten gänzlichen Hingebung dem Dienste der Wissenschaft geweiht, 
und mit Aufopferungen mancherlei Art zu deren weitern und all- 
gemeinern Verbreitung und zur grösseren Ausbildung und besseren 
egründung mehrerer einzelner Disciplinen nicht wenig beigetra- 
gen, von welchem Bestreben auch das vorliegende Werk sowohl 
im Allgemeinen als auch in seiner ausführlichen Vorrede der reinste 
Spiegel ist, welche letztere wir daher auch insbesondere jüngeren 
Gelehrten zur Beherzigung empfehlen möchten. Jedenfalls ist 
dieses Werk, so weit es in seinem ersten Bande vorliegt, die 
vollständigste Sammlung, wenn auch der Herr Vf. selbst den 
Namen eines consequent durchgeführten Systems ablehnt, doch 
keineswegs ohne systematischen Zusammenhang an einander ge- 
reiheter Sätze der Zahlenlehre, welches wir bis jetzt besitzen, 
und wird daher hinfüro in keiner mathematischen Bibliothek fehlen 
dürfen, von keinem, der sieh für die Fortschritte dieses so höchst 
interessanten Theils der Mathematik, dessen Wichtigkeit für die 
ganze Wissenschaft sich bis jetzt noch gar nicht absehen lässt, 
entbehrt werden können. Ich schliesse mit dem innigsten 
Wunsche, dass die Vorsehung dem Herrn Vf. Kraft schenken 
dieses angefangene Werk in möglichst kurzer Hin zu voll- 
enden. 2 


Geometrie. 


Fischer, J., Elements of Geometry for Naval Schools. 
Published by order of the Lords of the Admirality. Tkondon 1845. 18. 
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Geometrische Aufgaben nach der Methode der 
Alten, für Schulen bearbeitet von Dr. F. Luke, Ober- 
lehrer am Gymnasium zu Culm. Erster Theil. Plani- 
metrische Aufgaben. Thorn 1845. 8 1thlr. 4 ggr. 

Der vorliegende erste Theil dieser Sammlung enthält 100 pla- 

nimetrische Aufgaben. Jeder Aufgabe ist die Analysis, die Con- 
struction,, die Determination und der Beweis beigegeben, ganz der 
Methode der alten Geometer gemäss. Ein Verzeichniss der behan- 
delten Aufgaben ist vorgedruckt. Wenn auch gleich an ähnlichen 
"Büchern kein sehr fühlbarer Mangel ist, so muss doch der geo- 
metrische Unterricht nach euklidischer Methode nach unserer 
festen Ueberzeugung immer die Hauptgrundlage des ganzen mathe- 
matischen Unterrichts bleiben, und jedes Beförderungsmittel des- 
selben nach dieser Richtung hin muss, wenn es nur seinen Zweck 
richtig erkannt hat, dankbar aufgenommen werden. Wir sind da- 
her überzeugt, dass auch die vorliegende Aufgabensammlung man- 
chem Lehrer der Mathematik bei seinem Unterrichte ein gutes 
Hülfsmittel sein wird. Dass die Anzahl der neuen Aufgaben nicht 
gross sein kann, ist bei einem schon so vielfach behandelten 
Gegenstande nicht anders zu erwarten. Indess kommt es hierbei 
hauptsächlich auf die Methode an, und diese, scheint uns, hat der 
Herr Vf. meist richtig getroffen , in welcher Beziehung daher auch 
die Schrift vorzugsweise von uns der Beachtung der Lehrer an 
höheren Unterrichts-Anstalten empfohlen wird. 


Mayr, Dr. A., Die tangirenden Flächen erster und zweiter 
Ordnung. 4. Würzburg 1845. 16 ggr. 


 Trigonomeitrie. 


Delatouche, Gustave, Trigonometrie rectiligne a l’usage 
des eleves qui se destinent aux ecoles du gouvernement. Avec 
2 planches. Paris 1845. 


Summarium der Goniometrie, en der regtlijnige en sphaerische 
Trigonometrie, dienende als handleiding,. bij het volgen van Aca- 
demische Lessen over deze deelen der Meetkunde; gr. 8vo. Te 


Leiden 1845. f 1,00. 


Eerste Beginselen der Meetkunst (tot aan de vlakken) en Drie- 
eine: ten gebruike voor het middelbaar en privaat Onder- 
wijs; kl. 8vo. Te Rotterdam, bij H. A. Kramers. f 1,20. 


Geodäsie. 


Schlieben, W. E. A., Vollständiges Hand- und Lehrbuch 
der gesammten niederen Messkunde. 3te gänzlich umgearbeitete 
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und stark vermehrte Aufl., zum Selbstunterrichte bearbeitet von 
J.B. Montag. Mit48 Figurentafeln. 8. Quedlinburg 1845. 1thlr.8 ggr. 


.Mechanik. 


ı 


kun ‚ G. W. von, Lehrbuch der Elementar - Mecha- 
nik. gr. 8. Stuttgart 1845. 21 ggr. 


Astronomie. 


 .Arago, Lecons d’astronomie professees & l’observatoire royal. 
Recueillies par un de ses eleves. 4eme edit. Paris 1845. 35 fr. 


Jeans, H. W., Rules for finding the names and positions of 
all the Stars of the First and Second Magnitude. Royal 8vo. 
London 1845. cloth., 3 s.6.d. i 


Der Merkurdurchgang durch die Sonnenscheibe am 8. Mai 1845 
und die Sonnenfinsterniss d. 6. Mai 1845 in ihren verschiedenen 
Umständen beschrieben. Nebst einer kurzen Erklärung der Mer- 


kurs- und Venusdurchgänge, sowie der Sonnenfinsternisse über- 
haupt. Mit 1 Tafel Abbildungen. 8. Leipzig 1845. 8 Ngr. 


Hansen, Memoire sur la determination des perturbations 
absölues dans les ellipses d’une excentricite et d’une inclinaison 
uelconques. Traduit de l’allemand par M. Victor Mauvais. 
n 8. Paris 1845. 


Physik. 


Baumgartner, A., die Naturlehre in ihrem gegenwärtigen 
Zustande, mit Rücksicht auf mathematische Bepritilng 8. verm. 
und umgearb. Aufl. 2. Abthl. gr. 8. Wien 1845. Preis beider 
Abtheilungen 4 thlr. (Vergl. Literar. Ber. Nr. XXI. S. 325.). 


Wermischte Schriften. 


The Cambridge Mathematical Journal. Nr. XXI. 
February 1845. I. On the Theory of Linear Transformations 
(A. Gayleyı- — Il. On Magie Ee (R. Moon). — IH. On the 
Theory of Developments. Part. I. (G. Boole). — IV. Demonstra- 
tion of a Fundamental Proposition in the Mechanical Theory of 
Electricity (W. Thomson). — V. On the Reduction of the Ge- 
neral Equation of Surfaces of the Second Order (W. Thomson). — 
VI. On Certain Integral T'rransformations (B. Bronwin). — VII. On 
Certain Continued‘ Fractions (Pereival Frost). | | 


363 


Bulletin de la classe physico -mathematique de l’acad. imper. 
. des sciences de St. Petersbourg. Tome IV. Nr. 1—3. gr. 4. St. 
Petersbourg 1845. Compl. 2 thlr. 


Anzeige eines herauszugebenden Werkes. 


Der Zweck, dessen Erreichung der Unterzeichnete bei dieser 
Arbeit im Auge gehabt, war im Allgemeinen erstens: die Stei- 
ner sche Methode als solche im Sinne ihres Erfinders weiter aus- 
zubilden; zweitens: den Umfang ihres Gebietes, sowohl von Sei- 
ten der Allgemeinheit als auch der Individualität und insbesondere 
der quantitativen Form der geometrischen Ideen zu zeigen, und 
drittens: durch beides zugleich die Ueberzeugung zu verschaffen, 
dass die neuere Geometrie, in Steiner’s Weise behandelt, nichts 
mehr und nichts weniger als die consequente, durch die Erweite- 
rung der Wissenschaft überhaupt nothwendig gewordene Forthil- 
dung der Geometrie der Alten ist. 

Ich habe daher nur solche Eigenschaften behandelt, welche 
rein aus dem Wesen der Projektivität hervorgehen, und kaum 
unmittelbare Folgerungen aus. der Congruenz der Dreiecke und 
dem pythagorischen Lehrsatze mir erlaubt; das Princip der Invo- 
lutionen ist als besonderer Fall projektivischer Gebilde, und zwar, 
um den Gegenstand in seinen älleemäinsten und besondersten Be- 
ziehungen zu umfassen, nach allen den Seiten und Fällen, welche 
durch Steiner’s umsichtsvolle Diskussion des allgemeineren Prin- 
cips gegeben waren, dargestelli. — Während aber die Entwicke- 
lung des Princeips vom Allgemeinen zum Besonderen fortschreitet, 
nimmt die Anwendung auf die Eigenschaften der Figuren den um- 
Bere nten Gang, so dass im letzten Kapitel über die doppelte 

erührung der Kegelschnitte fast alle vorhergehenden Sätze und 
Aufgaben ihren allgemeinsten und meistens auch ihren ein- 
fachsten Ausdruck erhalten. Andererseits aber sind gerade dieje- 
nigen Eigenschaften, welche, wie die der zug. Durchmesser, der 
Brennpunkte, der Oskulation und der doppelten Berührung, nach 
Steiners Ausdrucke bisher als etwas Eigenthümliches und „Wun- 
derbares ‘“ dastanden, mit Vorliebe behandelt und ihr Zusammen- 
hang mit allgemeineren Eigenschaften nachgewiesen worden. — 
In der äusseren Darstellung habe ich, so viel als das Wesen der 
neueren Geometrie verstattete, in den Grundsätzen der Betrach- 
tung selbst aber durchaus mir die Alten zum Muster genommen. 
Daher ist jeder Aufgabe ihr vollständiger Beweis und den schwie- 
rigeren auch die Analysis beigefügt, und die Begründung der Lehr- 
sätze unterscheidet sich nur insofera von der gewöhnlichen Weise, 
als sie denselben voran- statt nachgeschickt ist. Die Betrachtung 
bewegt sich fortwährend in reellen, d. h. durch Konstruktion gege- 
benen Vorstellungen; das sog. Gesetz der Continuität wird nir- 
sends in Anspruch genommen, und es werden die gemeinschaft- 
lichen Eigenschaften der als reelle und ideale unterschiedenen 
Linien ‘und Punkte weder durch Uebertragung von der primitiven 
auf die correlative Figur, noch durch besondere Betrachtung bei- 
der für sich, sondern in Einem zugleich aus ihrer gemeinschaft- 
lichen Definition entwickelt. Vor Allem aber habe ich mich, 
worin ein eigenthümlicher Vorzug der neueren Geometrie vor der 
der Alten besteht, eines einfachen, ungekünstelten, bloss der Natur 
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der Sache folgenden Ideenganges beflissen und zu diesem Zwecke 
das Ganze wiederholentlich umgearbeitet. it 

Den Inhalt betreffend, hoffe ich manches Neue darzubieten, 
wohin ich unter Anderem die Sätze über die zugeordneten Ach- 
senpunkte und Brennsehnen, mehrere über Oskulation und dop- 
pelte Berührung und sämmtliche Konstruktionen der Kegelschnitte 
mittels imaginärer Bedingungen oder mittels solcher und zu osku- 
lirender oder doppelt zu berührender Kegelschnitte rechne, abge- 
sehen von den Sätzen, welche durch Verallgemeinerung bekannter 
Eigenschaften sich ergeben haben. 

Der vollständige Titel des Werks ist „Das Wesen der Invo- 
lutionen von Punkten und Strahlen, als gemeinschaftliches Princip 
individueller Eigenschaften der Figuren, namentlich der ein- und 
der umgeschriebenen Vielecke, der harmonischen Pole und Polaren, 
der zugeordneten Durchmesser und Achsenpunkte, -der Brenn- 

unkte und Brenusehnen, der gemeimschaftlichen Sekanten- und 
Tangentendurchschnitte, der Oskulation, der doppelten Berührung 
und sämmtlicher Konstruktionen der Kegelschnitte mittels soge- 
nannter reeller und imaginärer Bedingungen — im Zusammenhange 
mit Jak. Steiners Geometrie — dargestellt.“ 

Franz Seydewitz, 

Lehrer der Mathematik und Physik am Königlichen 
Gymnasium zu Heiligenstadt. 


Der Herr Verfasser des vorher angekündigten Werks hat 
durch mehrere in dem Archiv abgedruckte umfangreichere Abhand- 
lungen sich nicht bloss als einen ausgezeichneten Kenner der so- 
genannten neueren Geometrie gezeigt, sondern auch den hinrei- 
chenden Beweis geliefert, dass er nicht nur das bereits Bekannte 
auf eine ansprechende Weise wieder zu geben, sondern vielmehr 
sich auch neue Wege zu bahnen und den bereits gewonnenen 
Umkreis der Wissenschaft nicht unwesentlich zu erweitern ver- 
stehe. Daher lässt sich von dem vorher angezeigten Werke in 
wissenschaftlicher Hinsicht nur etwas Vorzügliches erwarten, und 
dass das mathematische Publikum überhaupt, namentlich aber 
auch die Lehrer der Mathematik an höheren Unterrichts-Anstalten, 
lebhaften Antheil an demselben nehmen werden, darf eben so 
wenig bezweifelt werden, weil die sogenannte neuere Geometrie, 
worauf schon mehrmals in dem Archiv hingewiesen worden ist, 
jedenfalls ein für die immer grössere Beförderung des Gedeihens 
des mathematischen Unterrichts sehr wesentliches und wichtiges 
Hülfsmittel nicht bloss zu werden verspricht, sondern schon viel- 
fach geworden ist, wofür die in dem Archive abgedruckten Ab- 
handlungen mehrerer höchst achtbarer Lehrer der Mathematik und 
einige neuerlich erschienene, in den literarischen Berichten ange- 
zeigte Schriften das nee Zeugniss ablegen. Sowohl in 
dieser Rücksicht, als auch wegen der Neuheit seines, die Wis- 
senschaft erweiternden Gegenstandes ist es daher sehr zu wün- 
schen, dass dem Herrn Verfasser recht bald eine geeignete Gele- 

enheit zur Herausgabe seines verdienstlichen Werkes in einer 
dan Gegenstande würdigen Ausstattung geboten werden möge. 


Greifswald, im Mai 1845. Grunert. 
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